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PRÉFACE  DE  LA  DEUXIÈME  ÉDITION. 


Voici,  aussi  brièvement  que  possible,  les  changements  les 
plus  importants  effectués  dans  ce  Volume. 

Rappelons  tout  d'abord  que  la  Dynamique  analytique  du 
point,  qui  figurait  en  tête  du  deuxième  Volume  de  la  pre- 
mière édition,  a  été  transportée  à  la  fin  du  premier  Volume 
de  la  seconde  :  le  Volume  actuel  est,  de  cette  façon,  entiè- 
rement consacré  aux  systèmes. 

Dans  l'exposé  des  théorèmes  généraux,  les  applications  du 
théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  ont  été 
modifiées,  en  vue  des  particularités  présentées  par  certains 
systèmes  déformables,  les  êtres  vivants  par  exemple,  qui 
paraissent  pouvoir  effectuer  une  révolution  complète  autour 
d'un  axe,  sans  l'intervention  de  forces  extérieures. 

Dans  la  théorie  du  frottement  de  glissement,  nous  avons 
expliqué,  sur  un  exemple  simple,  les  difficultés  qui  se  pré- 
sentent dans  l'application  des  lois  empiriques  du  frottement 
ordinairement  admises  et  nous  avons  exposé  les  points  essen- 
tiels des  recherches  de  M.  Painlevé  sur  cette  question. 

Pour  le  mouvement  d'un  sohde  autour  d'un  point  fixe,  les 
préliminaires  géométriques  ont  été  complétés  par  la  définition 
des  paramètres  d'OHnde  Rodrigues,  et  les  équations  du  mou- 
vement ont  été  données  d'abord  sous  la  forme  classique 
d'EuIer,  puis  sous  une  forme  tout  à  fait  générale  obtenue  en 
employant  un  trièdre  de  référence  mobile  à  la  fois  dans  le 
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corps  et  dans  rcspace.  Comme  application  de  ces  dernières 
équations,  nous  avons  étudié  en  détail  et  présenté,  sous  une 
forme  qui  nous  semble  nouvelle,  les  propriétés  paradoxales 
des  solides  de  révolution  suspendus  par  un  point  de  leur  axe 
et  animés  d'une  rotation  rapide. 

Nous  avons  ajouté,  aux  exemples  du  mouvement  d'un  corps 
solide,  une  étude  détaillée  du  roulement  d'un  cerceau  sur  un 
plan  horizontal  fixe. 

L'équation  générale  de  la  Dynamique  déduite  du  principe 
de  d'Alembert,  combiné  avec  le  théorème  du  travail  virtuel, 
est  appliquée  successivement  aux  systèmes  holonomes  et  aux 
systèmes  non  holonomes.  L'étude  des  équations  générales 
de  la  Dynamique  se  trouve  ainsi  divisée  en  deux  Parties  : 

La  première  Partie  se  rapporte  aux  systèmes  holonomes  ; 
les  é([uations  du  mouvement  d'un  de  ces  systèmes  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme  donnée  [)ar  Lagrange;  le  système  est 
caractérisé  par  l'expression  analytique  de  son  énergie  ciné- 
tique ou  énergie  de  vitesses 


T=^2 


nw 


La  deuxième  Partie  se  rapporte  aux  systèmes  non  holo- 
nomes; les  équations  du  mouvement  d'un  de  ces  systèmes  ne 
peuvent  pas  être  mises  sous  la  forme  indiquée  par  Lagrange: 
la  question  de  savoir  dans  quel  cas  la  forme  d'équation  de 
Lagrange  peut  être,  exceptionnellement,  appliquée  à  un 
paramètre  déterminé  est  discutée  en  détail;  un  système  non 
holonome  est  caractérisé  par  son  énergie  d'accélérations 


s  =  iy„„i 
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dépendant  des  dérivées  secondes;  la  nécessité  d'employer  une 
fonction  autre  <[ue  T,  pour  caractériser  analytiquemenl  le 
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système,  résulte,  comme  nous  l'avons  montré  dans  un  article 
du  Tome  122  du  Journal  de  C relie,  de  ce  que  deux  systèmes, 
ayant  des  mouvements  analytiquement  différents,  peuvent 
avoir  identiquement  la  même  énergie  cinétique  et  la  même 
fonction  de  forces.  L'emploi  de  l'énergie  d'accélérations  S 
permet  d'écrire  les  équations  générales  du  mouvement  sous 
une  forme  simple,  convenant  à  la  fois  aux  systèmes  holo- 
nomes  et  aux  systèmes  non  holonomes  :  nous  donnons 
diverses  applications  de  cette  forme  d'équations,  entre  autres 
l'établissement  des  équations  du  mouvement  d'un  cerceau  sur 
un  plan  horizontal  fixe. 

Après  avoir,  comme  dans  la  première  édition,  établi  les 
principes  d'Hamilton  et  de  la  moindre  action,  nous  exposons 
le  principe  de  la  moindre  contrainte  de  Gauss;  en  suivant 
une  méthode  dont  l'idée  première  a  déjà  été  donnée  par 
Jacobi  dans  une  Leçon  encore  inédite  ('),  nous  indiquons 
un  énoncé  analytique  du  principe  de  Gauss  qui  ramène  la 
recherche  des  équations  du  mouvement  d'un  système  quel- 
conque à  la  recherche  du  minimum  d'une  fonction  du  second 
degré.  Si  l'on  adopte  ce  point  de  départ,  on  est  conduit,  par 
une  deuxième  voie,  à  la  forme  générale  des  équations  de  la 
Dynamique  résultant  de  Temploi  de  l'énergie  d'accélé- 
rations S. 

Enfin,  nous  avons  ajouté  à  l'Ouvrage  un  paragraphe  sur 
la  similitude  en  Mécanique  et  la  construction  des  modèles  : 
on  sait  que  cette  théorie,  dont  les  principes  ont  été  posés  par 
Newton,    a  été  développée  par  Joseph   Bertrand    dans  le 

0 

XXXIP  Cahier  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique. 
J'adresse,    en     terminant,    tous    mes    rcmcrcîments    à 


(')  Nous  devons  ce   renseignement  i\  une  communication  de  .M.  !<•  Professeur 
Mrijer,  de  Leipzig. 
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M.  Dautheville,  à  M.  Padé,  qui  m'ont  signalé  diverses 
corrections  ou  modifications  importantes,  et  à  la  maison 
Gauthier-Villars  dont  la  perfection  en  matière  typogra- 
phique se  maintient  toujours  au  premier  rang. 

La  mort  de  M.  Montreuil,  le  sympathique  et  dévoué  chef 
des  ateliers  de  l'imprimerie,  est  venue  attrister  la  fin  de 
l'impression  de  ce  Volume  :  qu'il  me  soit  permis  de  donner 
ici  un  dernier  souvenir  à  sa  mémoire. 

Paul  Appell. 

I"  octobre  igoS. 
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CHAPITRE  XVII. 

MOMENTS   D'INERTIE. 


313.  Oéométrie  des  masses.  —  La  théorie  des  moments  d^ Inertie, 
la  théorie  du  centre  de  gravité  et  celle  de  Tattraction  emj)riinteDt 
à  la  Mécanique  la  seule  notion  de  masse.  Plusieurs  auteurs,  no- 
tamment Carnot  (^Géométrie  de  position)  et  Cliasles  {Aperçu 
historiquey  p.  220),  ont  proposé  de  rattacher  ces  théories  à  la 
Géométrie.  Mais  on  fait  actuellement  rentrer  ces  questions  dans 
lin  chapitre  spécial  de  la  Mécanique,  auquel  on  a  donné  le  nom 
de  Géométrie  des  masses  (voir  Haton  de  la  Goupillière,  Jour- 
nal de  r École  Polytechnique,  XXXVII''  cahier,  et  Raue  géné- 
rale des  Sciences  pures  et  appliquées,  4'  année,  p.  33^  ;  iSgS). 

Les  théories  qui  constituent  la  Géométrie  des  masses  ont  toutes 
pour  objet  l'étude  de  sommes  de  la  forme  S//?y*(x,  j',  c),  étendues 
à  un  ensemble  de  points  matériels  de  masses  m  et  do  coordonnres 
A  ,  II.  I 
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Xj  y^  z.  Par  exemple,  dans  la  théorie  du  centre  de  gravité, 
figurent  les  sommes  obtenues  en  prenant  pour  fix^  y^  z)  une 
fonction  linéaire  des  coordonnées,  sommes  qui  se  ramènent  à  trois 
Smx,  Y,my^  2/M5. 

La  théorie  des  moments  d'inertie,  créée  par  Huygens,  se  rap- 
porte aux  sommes  obtenues  en  prenant  poury(^,^,  z)  une  fonc- 
tion entière  du  second  degré  des  coordonnées,  sommes  qui  se 
ramènent  à  six  Smx-,  ^my-^  ^mz-,  Hmyz,  ^mzx^  ^mxy, 

I    -  DÉFINITIONS  ET  EXEMPLES. 

31i.  Définitions  des  moments  d'inertie.  —  Quoique,  dans  les 
applications,  on  ne  rencontre  que  les  moments  d'inertie  par  rap- 
port à  des  axes,  il  est  utile  d'introduire  les  définitions  suivantes. 
Etant  donné  un  système  de  points  matériels,  on  appelle  : 

I"  Moment  d^ inertie  par  rapport  à  un  plan,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de  chaque  point  par 
le  carré  de  sa  dislance  S  au  plan,  yinio'^] 

2°  Moment  d  inertie  par  rapport  à  un  axe,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de  chaque  point  par 
le  carré  de  sa  distancer  à  l'axe,  Sm/**-;  on  désigne  ordinairement 
ce  moment  par  M/r^,  où  M  est  la  masse  totale  du  système  :  k  est 
alors  appelé  le  rayon  de  gy ration  du  système  par  rapport  à  l'axe 
considéré; 

3"  Moment  d^ inertie  par  rapport  à  un  point ^  la  somme  des 
produits  obtenusen  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le 
carré  de  sa  distance  au  point. 

Par  un  point  O  faisons  passer  trois  axes  rectangulaires  x,  y,  z. 

Les  moments  d'inertie   par  rapport  aux   trois  plans  coordonnés 

sont 

Lmx^y     l//î^*,     1//I-3': 

les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes, 

enfin,  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  point  O  a  pour  valeur 
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Des  expressions  ci-dessus  résullent  les  théorèmes  suivants  : 

a.  Le  moment  d^ inertie  par  rapport  à  un  axe  est  égal  à  la 
somme  des  moments  d^ inertie  par  rapport  à  deux  plans  rec- 
tangulaires passant  par  cet  axe. 

b.  Le  moment  d^ inertie  par  rapport  à  un  point  est  égala 
la  somme  des  moments  d^  inertie  par  rapporta  trois  plans  rec- 
tangulaires passant  par  ce  point,  ou  à  la  somme  des  moments 
d^ inertie  par  rapport  à  un  plan  et  une  droite  rectangulaires 

passant  par  ce  point. 

4**  Produits  dUnertie.  —  Les  géomètres  anglais  appellent 
ainsi  les  sommes  Imyz^  Hmzx,  ^mxy^  qui  se  ramènent  immé- 
diatement aux  moments  d'inertie.  Menons  en  edet  les  plans  bis- 
secleurs  P  et  P'  des  dièdres  formés  par  les  plans  zOx  et  zOy^ 
plans  qui  onl  pour  équations  x  -\-y  =  o,  a;  —  y  =  o,  puis  appe- 
lons 8  et  S' les  distances  du  point  de  masse  m  et  de  coordonnées 
Xy  y,  z  k  ces  deux  plans.  Nous  avons 

relation  dans  laquelle  les  deux  termes  du  second  membre  sont  des 
moments  d'inertie. 

315.  Systèmes  continus.  —  Pour  calculer  les  moments  d'inertie 
d'un  corps  continu,  d'une  masse  métallique,  par  exemple,  on  la 
suppose  décomposée  en  éléments  de  volumes  infiniment  petits  dv 
dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z  et  la  masse  m  =  p^'A',  o  dési- 
gnant la  densité  du  volume  élémentaire  rfi^.  Alors,  une  somme 

lellequeS/nx^ouSm^^  devient  une  intégrale  triple  /  /  /  ox^dv 
ou  f  I  I  oyzdi^  étendue  au  volume  considéré. 

316.  Exemples.  —  i"  Moments  d'inertie  d'une  sphère  homogène.  — 
Soit  p  la  densité.  Cherchons  d'abord  le  moment  d'inertie  \jl  de  la  sphère 
par  rapport  à  son  centre;  ce  moment  est  une  fonction  du  rayon  R;  son 
accroissement  ^/jjt,  lorsque  R  prend  un  accroissement  rfR,  est  le  moment 
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d'inertie  d'une  couche  sphérique   de  masse  /^tzR^ pdR  par  rapport  à  un 
point  qui  en  est  à  la  distance  constante  R  {/iff.  179)  :  c'est  donc 

cfjjL  =  4irR«P£/Rx  R«, 
Fig.  179. 


d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  o  et  R, 

u  =  -  irpR*. 
5 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan  diamétral  est 

puisque  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  tous  les  plans  diamétraux  est 
le  même,  et  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre  est  égal  à  la 
somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  trois  plans  diamétraux  rec> 
tangulaires.  De  là  résulte  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  dia- 
mètre, somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  deux  plans  diamé- 
traux rectangulaires,  a  pour  valeur 

I  =  |{ji=  ^^^7rpR»=M.  |r«, 

M  désignant  la  masse  totale  -  icp  R' ;   le   rayon   de  gyration  autour  d'un 
diamètre  est  donc 

•2"  Moments  d'inertie  d'un  ellipsoïde  homogène.  —  Soii 

--  -f-  ^  -f-  —  —  I  =  o 
a*         6*        c* 

l'équation  de  Tellipsoïde.  Son  moment  d'inertie  par  rapport  au  plan  des 
xy  est,  en  appelant  p  la  densité, 

I,mz^=  Ç  Ç  Ç^z^dxdydz, 
l'intégrale  triple  étant  étendue  à  tout  le  volume  de  l'ellipsoïde. 
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Si  Ton  fait  le  changement  de  variables 

X  =  ax',        y  =  by\        z  =  cz\ 
on  aura 


I.mz^=abc^  Ç Ç Ç çz'^dx' dy' dz' \ 


la  nouvelle  intégrale  triple,  étant  étendue  au  volume  de  la  sphère 

x'^-iry'^-\-  z'^—\  =  o, 

représente  le  moment  d'inertie  de  cette  sphère  de  rayon  i  par  rapport  à 
un  plan  diamétral,  et  a  pour  valeur  -^irp;  on  a  donc 

4 

i5    ^ 

cette  quantité  peut  s'écrire  enfîn 

M  étant  la  masse  -rizp abc  de  Tellipsoïde. 

On  trouvera  de  même  que  les  moments  d'inertie  de  l'ellipsoïde  sont  : 
par  rapport  au  plan  des  xz, 

b^ 


par  rapport  au  plan  des^z, 


M  3, 


M  —  9 


et,  par  suite  : 

par  rapport  aux  axes  Ox,  Oyj  Oz, 


M  — - — ,  M ; —  ♦  M r 

5  5 


■:: > 

J 


et,  par  rapport  au  centre, 

a* -h  6*  H-  c* 


M 


j 


3*  Moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe  d'un  solide  homogène 

de   révolution  limité  par  les  plans  de  deux  parallèles,  —   Prenons 

d'abord  le  cas  d'un  cylindre  de  révolution  de  hauteur  h  et  de  rayon  R. 

Comme  dans  le  cas  de  la  sphère,  en  donnant  un  accroissement  d^  au 

rayon,  le  moment  d'inertie  du  cylindre  par  rapport  à  son  axe  prend  un 

accroissement 

d\L=  R»(27rR/ipcfR), 
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puisque  tous  les  points  de  la  couche  cylindrique  dont  s'accroit  le  solide 
sont  à  la  distance  R  de  l'axe  et  que  Taccroissement  de  masse  est  iizRhp  dR. 
En  intégrant  Tégalité  ci-dessus,  nous  aurons 


ce  qu'on  peut  écrire 


u  =  -i:R*/ip, 

'1  ' 


Il  =  TT  K*  /i  p  —  =  M  —  : 

^2,  'JL 


le  rayon  de  gyration  est  donc  R — • 

Soit,  en  général  (^fig.  i^o),  z  =  îp(a?)  l'équation  de  la  méridienne  de  la 
surface  de  révolution  dont  l'axe  est  O^.  Décomposons  le  solide  en  cylindres 


Fig.  i8o. 


JDt 


élémentaires  par  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe;  le  moment  d'inertie 
d'un  de  ces  cylindres,  de  rayon  r  et  de  hauteur  dz^  sera,  d'après  ce  qui 
précède, 


et,  si  ^u  et  ^1  sont  les  hauteurs  des  parallèles  extrêmes,  le  moment  d'inertie 
du  Holide  aura  pour  expression 


AU» 


r  étunt  lié  ù  z  par  la  relation 


=zE  r\^dz. 


5  =  ?(r); 


on  voit  que,  dans  ce  cas,  le  moment  d'inertie  se  calcule  par  une  intégrale 
itiriiplit. 
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II.  -  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 

317.  Variation  du  moment  d'inertie  d'un  système  par  rapport 
à  un  axe  se  déplaçant  parallèlement  à  lui-même.  —  Celle  varia- 
lion  esl  donnée  par  le  ihéorème  suivanl  : 

Le  moment  d^  inertie  d^un  système  par  rapporta  un  axe  est 
égal  au  moment  dUnertie  par  rapport  à  un  axe  parallèle  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la 
masse  totale  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes. 

Soit  AB  un  axe  quelconque  donné;  prenons  pour  axe  des  z 
l'axe  parallèle  G-s  passant  parle  centre  de  gravité,  et  soient  x  =  a^ 
y=b  les  équations  de  l'axe  donné  AB.  Le  moment  d'inertie  par 
rapport  à  cet  axe  est 

ce  qu'on  peut  écrire 

mais  les  sommes  S/wx,  ^my  sont  nulles,  puisque  le  centre  de 
gravité  se  trouve  sur  l'axe  des  z\  il  reste  alors  pour  expression  du 
moment  d'inertie  par  rapport  à  AB, 

ce  qui  démontre  la  proposition;  car  2/7i(x^-f-^^)  est  le  moment 

d'inertie  par  rapport  à  Gs  et  (a^-f-  b^)  le  carré  de  la  distance  des 

deux  axes. 

Soit  I  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  AB,  Ig  le  moment  par 

rapport  à  Taxe  parallèle  passant  par  G,  d  la  dislance  de  ces  deux 

axes;  on  a  I  =  Ic-I-Mf/*,  Soilde  même  l'ie  moment  d'inertie  par 

rapport  à  un  axe  parallèle  à  la  même  direction,  mais  situé  à  une 

distance  d*  du  centre  de  gravité;  on  a  F  =  Ig -h  M c^'* ;  d'où,  en 

retranchant, 

[  — r=M(^/«-rf'«), 

formule  qui  permet  de  calculer  F,  connaissant  I  et  la  position  du 
centre  de  gravité. 
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Il  résuite  du  théorème  I  =  Ig -h  M  <i^  que,  de  tous  les  axes 
parallèles  à  une  direction  donnée,  celui  pour  lequel  le  moment 
d'inertie  est  minimum  passe  par  le  centre  de  gravité.  Tous  ceux 
pour  lesquels  ce  moment  a  la  même  valeur  engendrent  un  cylindre 
de  révolution  dont  l'axe  passe  par  le  centre  de  gravité. 

On  démonlre  de  même  que  : 

Le  moment  d^ inertie  (Tun  système  par  rapport  à  un  plan 
est  égal  au  moment  d^ inertie  par  rapport  à  un  plan  parallèle 
mené  par  le  centre  de  gravité  y  augmenté  du  produit  de  la 
masse  totale  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  plans; 

Le  moment  d'inertie  d^un  système  par  rapport  à  un  point  O 
est  égal  au  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre  de  gra- 
vité G,  augmenté  du  produit  de  la  masse  totale  par  le  carré 

2 

de  la  distance  des  deux  points  OG  . 

318.  Variation  du  moment  d'inertie  par  rapport  à  des  axes 
passant  par  un  môme  point.  Ellipsoïde  d'inertie  (Poinsot).  —  Étu- 
dions maintenant  les  variations  du  moment  d'inertie  pris  par  rap- 
port aux  diverses  droites  issues  d'un  point  O  {Jig*  i8i).  Prenons 


ce  point  pour  origine  et  soient  a,  ^,  y  'es  cosinus  directeurs  d'une 
droiie  08.   Le  carré  de  la  dislance  mp  d'un  point  x,  y,  z  à  cette 

droite  a  pour  valeur  Om'^ —  O/?^,  c'est-à-dire 

r'  =  x^ -h y* -h  z*  —  {ax  -h  ?/  -+-  Y-^)', 

ce  qui  peut  s'écrire 

ou,  en  développant, 

-h  Y'(-r*-+- j*)  —  QLj^^(yz  —  i^izx  —  i%^xy, 
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d'où  résulte  pour  le  moment  d'inertie  la  valeur 


En  désignant  par  A,  B,  C,  D,  E,  F  les  sommes  conslanles  qui 
entrent  dans  la  formule  ci-dessus,  nous  obtenons 

(i)  2mr«=  Aa»-h  B^î-f- Gf»— '2D?y-- ^Ey*— aFa^. 

Les  constantes  A,  B,  G  sont  les  moments  d'inertie  par  rapport 
aux  axes  de   coordonnées  :  D,  E,   F  sont  les  produits  d'inertie. 

Pour  interpréter  géomélriquement  le  résultat  auquel  nous  ve- 
nons d'arriver,  portons  de  part  et  d'autre  de  O,  sur  chaque  droite 

05,  une  longueur  OP,  telle  que  jrp  =  ^'Emr^^  et  cherchons  le  lieu 

du  point  P(X,  Y,  Z).  Nous  avons  tout  d'abord 

*=ÔP'  ^=(JP'         ^=ÔP         '^''  ÔPi=^'^''' 

en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il  nous  vient 
(2)  I  =  AX«-i-  BY«-t-  CZ«—  2DYZ  —  2EZX  -  2FXY, 

équation  d'une  surface  du  second  ordre.  Cette  surface,  qui  a  l'ori- 
gine pour  centre,  est  nécessairement  un  ellipsoïde;  le  rayon  vec- 
teur OP  est,  en  effet,  toujours  réel  et  fini,  puii^qu'il  a  pour  valeur 

et  que  le  moment  d'inertie  est  toujours  positif.  Il  n'y  aurait 

exception  que  pour  le  cas  où  tous  les  points  matériels  du  système 
seraient  en  ligne  droite  avec  le  point  O  :  dans  ce  cas,  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à  celte  droite  serait  nul,  et  rellipsoïdc  se 
réduirait  à  un  cvlindre  de  révolution  autour  de  cette  droite. 

L'ellipsoïde  dont  Téqualion  vient  d'être  établie  a  reçu  le  nom 
à^ ellipsoïde  d'inertie;  ses  plans  et  ses  axes  de  symétrie  se  nomment 
plans  principaux  et  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point 
considéré.  L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  est 
Veliipsoïde  central  d'inertie.  En  général,  il  n'y  a  donc  que  trois 
axes  principaux  d'inertie  relatifs  à  un  point  ;  si  l'ellipsoïde  d'inertie 
est  de  révolution,  il  y  en  a  une  infinité  dans  le  plan  de  l'équateur; 
s'il  est  une  sphère,  tout  axe  passant  parle  point  est  principal  pour 
ce  point. 
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Une  fois  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  O  tracé,  le  mo- 
ment d'inertie  par  rapport  à  un  axe  08  estrrîj^»  P  désignant  le 

point  où  08  perce  Tellipsoïde.  De  tous  les  axes  menés  par  O, 
celui  qui  donne  le  plus  petit  moment  d'inertie  est  donc  le  grand 
axe  de  l'ellipsoïde. 

319.  Conditions  pour  que  Taxe  Oz  soit  principal  pour  le  point  O- 
—  Cherchons  la  condition  pour  que  l'un  des  axes  de  coordonnées 
Oz  soit  axe  principal  d'inertie  par  rapport  au  point  O.  Il  faut 
pour  cela  que  l'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie  ne  contienne  pas 
de  terme  du  premier  degré  en  s,  c'est-à-dire  que  I  on  ait 

D  =  o,        E  =  o, 
ou  bien 

(3)  Sm^'3  =  o,         I.mspz  =  o. 

L'axe  des  z  étant  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  O  ne  le 
sera  pas,  en  général,  pour  un  autre  point  O'  de  sa  direction,  situé 

Fig.  182. 


o* 


A/ 


-jc 


à  une  cote  00'=  h.  Pour  exprimer  que  Oz  est  aussi  un  axe  prin- 
cipal en  O',  on  devrait,  d'après  ce  qui  précède,  joindre  aux  équa- 
tions (3)  les  conditions  nouvelles 

(4)  Sm^(^5  — /i  )  =  o,         yLmxi  z  —  h)  =  o, 

obtenues  en  portant  l'origine  en  O'.  En  les  combinant  avec  les 
premières,  ces  équations  se  réduisent  à 

équations  qui  expriment  que  Oz  passe  par  le  centre  de  gravité. 
Si  cette  condition  géométrique  est  vérifiée,  l'axe  des  z  sera  axe 
principal  d'inertie  pour  un  point  quelconque  de  sa  direction  et  en 
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particulier  pour  le  centre  de  gravité,  car  les  conditions  que  nous 
venons  de  trouver  sont  alors  vérifiées,  quel  que  soit  h]  d'où  ce 
théorème  : 

Théorème.  —  Un  axe  principal  d^ inertie  relatif  au  centre 
de  gravai  té  est  axe  principal  dUnertie  pour  Cun  quelconque 
de  ses  points.  Inversement,  si  un  axe  est  principal  pour  deux 
de  ses  points,  il  Cest  pour  tous  et  passe  par  le  centre  de  gravité. 

Il  est  évident  que,  si  un  solide  homogène  admet  un  plan  de 
symétrie,  ce  plan  est  principal  pour  chacun  de  ses  poinls,  car, 
en  prenant  ce  plan  pour  plan  des  xy^  on  a,  quelle  que  soit 
l'origine, 

z  prenant  des  valeurs  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

320.  Remarque.  —  Un  ellipsoïde  quelconque  ne  peut  pas  tou- 
jours être  considéré  comme  un  ellipsoïde  d'inertie.  Si  l'on  rap- 
porte, en  eflet,  à  ses  axes  un  ellipsoïde  d'inertie,  son  équation 
devient 

où  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie 

par  rapport  aux  trois  axes;  et  l'on  voit  immédiatement  que  l'un 
quelconque  d'entre  eux  esX  au  plus  égal  à  la  somme  des  deux 
autres.  Par  exemple,  lorsque  rellipsoïde  d'inertie  est  de  révolu- 
tion, il  peut  être  aussi  allongé  qu'on  le  veut;  mais    s'il  est  aplati, 

son  aplatissement  est  au  plus  égal  à         —  • 

Si  le  solide  est  une  plaque  d'épaisseur  infiniment  petite,  située 
dans  le  plan  des  xy^  l'un  des  axes  principaux  est  Oz  par  raison 
de  symétrie  :  soient  Oo?  et  Oy  les  deux  autres.  Alors,  z  étant  nul, 
on  a  C  =  A-h  B. 

On  verra,  à  titre  d'exercice,  que,  pour  que  l'ellipsoïde  d'inertie  puisse 
en  quelque  point  de  l'espace  se  réduire  à  une  sphère,  il  faut  que  Fellip- 
soîde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  soit  un  ellipsoïde  de  révolution 
aplati;  il  existe  alors  sur  son  axe  de  révolution  deux  points  symétriques 
par  rapport  au  centre  de  gravité,  pour  lesquels  la  condition  est  satisfaite. 


^1,  Problème  de  BiaeC  >-  TF^,mx€r  l'emtelf^p'pe  des  piams  par  rap- 
port auTffu^li  le  mr,menl  d'inertie  d'mm  sr-Uèwie  a  mme  raiemr  damnée 

Hsèppffrton*  le  ^j*îem4t  im\  i\e*  primci^mx  dlmerûe  Gx.  Gjr,  Gx  de 
ïeWtp^fUde  cestni.  c>«t'âh-<iire  4e  VelUp^'ide  élmertie  r^tif  aa  centrr 
de  %r's^\lè.,  et  «oîent  Ma^.  M6<r  ^^  ^^  Moaiesls  dlaertie  par  rapport 
aou  troî«  plan«  cf^ordonoéf. 

f>e  moment  d'inertie  par  rapport  an  plan 

a  pour  valear 

I  mr«  =  X =- . 

||î  ç-t ç^t 

En  développant  cette  expression  et  remarquant  que,  d*aprés  le  choix 
de»  a\c*  coordonnés,  les  six  sommes  Zmx,  Zmjr,  Zmz^  'Zmjrz,  ZmsT, 
Zmxy  sont  nulles,  on  devra  avoir  la  relation 

Ma»=  ; ; » 

qui  devient  sous  forme  entière 

aUa«-  Xî)-f-  i;2(6«— X«)-i-  iv«(c«-  X«)h-i  =  o. 
C'est  l'équation  tangentielle  de  la  surface  du  second  ordre 

X^  yî  z^ 

^'  a»— A»        6>— X:*        c»— X^ 

Lorsqu'on  fait  varier  le  paramètre  X:,  les  surfaces  représentées  par  cette 
équation  restent  homofocales.  Comme  elles  doivent  être  réelles,  il  faut 
que  X'*  soit  supérieur  à  la  plus  petite  des  quantités  a*,  6',  c*  :  c^  par 
exemple;  il  en  résulte  que  le  plan  pour  lequel  le  moment  d'inertie  est 
minimum  est  le  plan  des  arjr. 

Far  un  point  0'(ir',  ^',  z')  de  l'espace,  il  passe  trois  de  ces  surfaces  : 
les  valeurs  du  paramétre  X',  relatives  à  ces  trois  surfaces,  sont  les  racines 
«*,  p'.  Y*  de  l'équation  du  troisième  degré 

x'^               r'5                z'^ 
(a) -^      -^—j^-^— —H- 1=0. 

a*  —  X*        ù^  —  X*        c*  —  X* 

Les  trois  surfaces  homofocales  qui   passent  par  O'  se   coupent  à  an^ 
droit;  on  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Les  plans  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  0'  sont  les  ph 
tangents  aux  trois  sur/aces  homofocales  (i)  qui  passent  par  ce  poi 
et  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  ces  trois  plans  principaux  i 
Mx<,  Mp»,  M  Y*   a\  p«,  y*  désignant  les  racines  de  réquation  (a). 
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La  démonstration  résulte  du  rapprochement  des  deux  faits  suivants  : 
i**  L'enveloppe  des  plans  passant  par  0'  par  rapport  auxquels  le  moment 
d'inertie  du  système  a  une  valeur  donnée  MA',  est  le  cône  de  sommet  O' 
circonscrit  à  la  surface  (i).  Cette  enveloppe  est  un  véritable  cône  tant  que 
la  surface  (i)  ne  passe  pas  par  0\  c'est-à-dire  tant  que  k^  n'a  pas  une  des 
valeurs  a*,  p',  y'-  Mais,  si  A*  a  l'une  de  ces  trois  valeurs,  la  surface  (i) 
passe  par  O'  et  le  cône  circonscrit  de  sommet  0'  devient  un  plan  double 
confondu  avec  le  plan  tangent  à  cette  surface  en  O', 

2**  Cherchons  directement  Tenveioppe  de  ces  mêmes  plans  en  prenant  O' 
pour  origine,  et  pour  axes,  O'xij^iZi,  les  trois  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  à  0'.  Soient  Xi^  yx^  >5|  les  coordonnées  d'un  point  du  système. 

Mot»  =  Smj-Î,         M^î  =  Sm^î,         M^J  =^niz\ 

les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  trois  plans  principaux  relatifs  à  0'. 
Le  moment  d'inertie  du  système  par  rapport  au  plan  MJ:|-h  t^^'iH- (V5|  =  o 
passant  par  O'  est 

M  A*  =  S  m — -^ — i-^  = ~ 

l/î  -i-  i?2  -f.  «^î  ut  _j_  çt  ^_  «.x 

Si  A*  doit  rester  constant,  on  a 

j/2(aî  —  k'')  H-  p^OJ  —  A*)  -h  M.«(Yf  —  >^-)  =  o; 
le  plan  enveloppe  alors  un  cône  dont  Téquation  est 

/y  ï  1'  *  »  " 

■'    \  J    \  *»  I  

C'est  là  un  véritable  cône  tant  que  A'  n'a  pas  une  des  valeurs  a},  ^J,  ^f  ; 
pour  A*  =  aj  par  exemple,  le  cône  se  réduit  au  plan  double  x\  ==  o,  c'est- 
à-dire  à  l'un  des  plans  principaux  relatifs  au  point  O';  de  même  pour 
k-=  P],  A'=  YÎi  on  a  les  deux  autres  plans  principaux  relatifs  à  O'. 

Comme,  dans  la  première  façon  de  raisonner,  nous  avons  trouvé  que  le 
même  cône  se  réduit  à  des  plans  doubles  seulement  quand  k^  est  égal 
à  2*,  p*  ou  y'>  il  faut  que  a],  pj,  y?  soient  égaux  à  a-,  3',  y'î  comme  nous 
avons  trouvé,  de  même,  que  ces  plans  doubles  coïncident  avec  les  plans 
laDgents  aux  trois  surfaces  homofocales  passant  par  O',  il  faut  que  ces 
plans  tangents  coïncident  avec  les  plans  principaux  d'inertie  relatifs  au 
point  O',  Xi  =  o,  j^i  =  o,  Zi  =  o. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

.'i±f .  —  Lieu  des  points  0'  tels  que  le  moment  d^inertie  par  rapport  à 
Ton  des  axes  principaux  relatifs  à  O'  ait  une  valeur  donnée  Mp^.  — 
Supposons  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  principal  O'^i  ait 
pour  valeur  M/?',  on  aura 

Ma5-f-M?*=M/>î. 


l4  DTNAMIQCE    DES    STSTEMRS. 

Or  a-,  ^*,  vî  sont  les  racines  de  réquation  (2);  écrivant  celle  équalîon 
sous  forme  entière,  on  a  pour  la  somme  des  racines 

a'-^  3î  —  vî  =  xi _  y'i _  z'i ^  a* -4-  62 -^  cV 

il  * 

d'où,  en  faisant 

En  exprimant  que  7^  est  racine  de  réquation  (2),  on  a  TéquatiOD  du  lieu 


.r  -  v'«  z'^ 


f  -  *#  - 

-1  =  0; 


6î—  <î  —  y>î^  r'2        cî—  <f2  — />î—  r's        a*—  6*— />»-4-  r* 

c*e<t  une  surface  du  quatrième  degré  coupée,  suivant  des  coniques,  par  les 
pians  coordonnés,  identique  à  la  surface  des  ondes  de  Fresnel. 

(Voyez  Clebsch.  Journal  de  C relie,  t.  57;  O.  Hesse,  Vorlesungen 
ùber  analytische  Géométrie  des  Paumes;  Darbovx,  Note  à  la  Méca- 
nique de  Despeyrous  \. 

323.  Détermination  expérimentale  des  moments  d'inertie.  —  Nous 
verrons  plus  loin  comment  la  (hêorie  du  pendule  composé  permet  de  déter- 
miner expérimentalement  un  moment  d'inertie.  Bornons-nous  à  indiquer 
que  MM.  Brassine  i  Com/'t(s  rendus,  t.  XCV.  p.  44^*-  Marcel  Deprez 
\ibid.  t.  LXXIII,  p.  785  ■,  Joukowski  \  Bulletin  de  rAssociation  /ran- 
çaise  pour  l 'avancement  des  Sciences,  1889,  p.  a3)  ont  indiqué  divers 
appareils  pour  cette  détermination. 

Les  intégrateurs  mécaniques  permettent  également  d'évaluer  les  mo- 
ments d'inertie,  comme  on  le\erra  dans  le  Traité  de  Statique  graphique 
de  M.  Maurice  Lévr. 

EXERCICES. 

1.  Calculer  les  moments  d*inertie  d'un  parallélépipède  rectangle  homogène,  de 
dimensions  a.  b,  c.  p<ir  rapport  aux  parallèles  aux  arêtes  menées  par  le  centre. 

Béponscn  —  On  irouve 

C.  On  tonsidère  le  \olume  compris  entre  deux  cylindres  de  résolution  de 
niènu'  ^\e  •.{(-  r^\vn>  H  et  H  et  de  hauteur  commune  h.  Calculer  les  moments 
d'îneriio  do  ce  \oIunie  suppose  honu»gène  par  rapport  à  Taxe  de  révolution  et 
par  rapport  à  une  droite  |»erpondiculaire  à  l'axe  et  équidistante  des  bases. 

JReponse.  —  M  désicnant  U  masse  du  solide,  on  trouve 

i  12  ' 
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3.  Poor  représenler  la  variation  du  momcnl  d'inerlie  par  rapport  à  des  axes 
parallèles  AB,  on  peut  porter,  sur  chaque  axe,  à  partir  du  point  A  où  il  rencontre 
an  plan  fixe  perpendiculaire  à  la  direction  des  axes,  une  longueur  AI  égale  au 
moment  d'inertie  correspondant.   Lieu  du  point  1.  (  ParaboIoYde  de  révolution.) 

4.  Si  un  solide  admet  un  plan  de  symétrie  matérielle,  ce  plan  est  principal 
pour  chacun  de  ses  points. 

Si  un  solide  admet  un  axe  de  symétrie  matérielle,  cet  axe  est  principal  pour 
chacun  de  ses  points. 

(La  symétrie  est  matérielle  quand  chaque  élément  a  même  masse  que  son 
symétrique.) 

5.  Dans  un  tétra  èdre  régulier  homogène,  Tellipsoïde  central  d'inertie  est  une 
sphère.  (Cela  résulte  de  la  disposition  des  plans  de  symétrie.) 

6.  Conditions  pour  que  l'axe  Oz  soit  principal  pour  l'un  de  ses  points. 

„  .                                                Zmxz        Zmyz 
Réponse.  — =  -- — - — 

(La  valeur  commune  de  ces  rapports  donne  l'ordonnée  z  du  point.) 

7.  Les  axes  principaux  d'inertie  en  un  point  d'un  axe  principal  relatif  au 
centre  de  gravité  sont  parallèles  aux  axes  principaux  relatifs  au  centre  de  gra- 
vité. (  Réciproque.) 

8.  Etant  donné  un  cylindre  droit  homogène,  dont  la  hauteur  est  ^,  dont  la  base  iX 
est  située  dans  le  plan  yOz^  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  Os; 
•oient  Ij^,  I  ,  I^  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  Oj:,  O^,  0-5,  dé- 
montrer les  formules 

ït  ='*//(  ^'  -+-  r*  )  ^^^r> 

I,=-  Il  r fy-dxdy-^  y  û,        \j=k  r Cx-dxdy-^^Çl, 

Les  intégrations  sont  étendues  à  une  section  droite.  (Besal,  Cours  de  l'École 
Polytechnique.  ) 

9.  Étant  donnée  une  aire  plane,  qui  est  située  dans  le  plan  des  xy  et  que  Ton 
regarde  comme  un  ensemble  d'éléments  matériels  dont  le  z  est  nul,  démontrer  : 

I*  Que  tout  axe  situé  dans  le  plan  de  Taire  est  principal  pour  un  de  ses  points 
et  calculer  les  coordonnées  de  ce  point; 

1*  Que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  Oi;  est  égal  à  la  somme  des  moments 
d'inertie  par  rapport  à  O^  et  Oj^. 

10.  Moments  d'inertie  des  surfaces  de  révolution  par  rapport  à  Vaxe.  —  Si 
l 'équation  y  —  f{x)  représente  la  courbe  méridienne,  tracée  dans  le  plan  des  xy 
et  rapportée  à  l'axe  de  révolution  comme  axe  des  ar,  le  moment  d'inertie  de  la 
surface  engendrée,  par  rapport  à  cet  axe,  sera  donné  par  la  formule 


I  =  2Trp£  /  y^ds, 
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OÙ  c  représente  l'épaisseur  coostaDle  de  la  surface  malérielle  supposée  lofinimeot 
mince  et  où  s  e<t  la  densilé  constante  de  la  couche. 

Surface  latérale   du  tronc  de  cône.  —  Si  r  et  r  sont  les  rayons  des  deux 

bases  du  tronc,  on  a 

r-  -^  r- 
\  =  M 


Calotte  spkérique  de  rayon  l(  et  de  luatcui*  H 


11.  Moments  d'inertie  des  solides  de  résolution  ftar  rapport  à  l'cure,  — 
Tronc  de  cône.  —  Soient  r  et  r'  les  rayons  des  deux  bases  du  tronc,  on  a 

3        r'  —  r'" 

I  =  —  M —  • 

I  o       r'  —  /•  •* 

Segment  sphérique  à  deux  bases.  —  Soient  /•  cl  /•'  les  rayons  des  deux  bases 
du  segment,  H  sa  hauteur  et  l(  le  rayon  de  la  sphère,  à  laquelle  il  appartient, 
on  trouve 

I  =  -p}çr?H[2oR-H2-i-i5(r=-+-r'=)=-3!r]. 

(  DosTon,  Archiw  de  Grimer  t.) 

12.  On  considère  un  point  li\e  O  et  un  a\c  variable  06  passant  par  ce  point. 
On  mène  un  plan  P  perpendiculaire  à  Oô,  à  une  distance  de  O  égale  au  rayon 
de  gyration  d'un  système  matériel  autour  de  06.  Enveloppe  du  plan  P? 

(Cette  enveloppe  est  un  ellipsoïde,  Clebs<:h,  Crelle,  t.  57.) 

13.  Soient 

f{z)={z  —  z,){z  ~  z^)...{z  —  z^)  =-.o 

une  équation  de  degré />  par  rapport  à  une  variable  imaginaire  z;  c,,  z,^  ....  2  , 
ses  racines.  Représentons  ces  racines,  suivant  la  méthode  de  Caucliy,  par  des 
points  sur  un  plan;  regardons  ensuite  ces  points  comme  des  points  matériels 
ayant   l'unité  de  masse;    enfin  convenons  d'appeler    points    centraux  d*ordres 

successifs  1,2,  3,  ...  les  racines  des  dérivées  successives/' (s),/' (c), /"(c) 

On  a  alors  les  théorèmes  suivants  :  ' 

Le  point  central  d'ordre  (/>  —  i)  est  le  centre  «le  gravité  du  système  donné; 

La  droite  qui  joint  les  deux  points  centraux  d'ordre  (/?  —  1)  est  dirigée  sui- 
vant le  grand  axe  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie  du  système. 

Si  l'on  appelle  A  et  B  les  rayons  de  gyration  autour  des  deux  axes  principaux 
d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité  et  situés  dans  le  plan  du  système,  la  diflfé- 
rence  A' —  B-  est  égale  à  {p  —  1)  fois  le  carré  de  la  demi-distance  des  poinl<^ 
centraux  d'ordre  (/>  —  2  ). 

Pour  que  A  =  U,  il  faut  et  il  suflit  que  ces  deux  derniers  points  coïncident. 
(Lucas,  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  \\,  p.  10  et  17.) 

14.  Quelle  forme  faut-il  donner  à  une  masse  homogène  donnée  M  pour  que  son 
moment  d'inertie  par  rapport  à  un  point  donné  O  soit  minimum? 

Réponse.  —  La  forme  d'une  sphère  de  centre  O. 
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15.  Étant  donné  un  système  de  points,  étudier  le  complexe  formé  par  les  axes 
par  rapport  auxquels  le  moment  d^inertie  a  une  valeur  donnée  M^^. 

Réponse,  —  En  prenant  les   notations  du   n*»  321,  on  trouve  un  complexe  du 
second  ordre  formé  par  les  droites  par  lesquelles  on  peut  mener  à  la  surface 

X^  y2  ^î 

•^  '  4-1=0 


a._2!       b'-^L       c^-t 
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des  plans  tangents  rectangulaires. 

16.  Étudier  de  même  le  complexe  formé  par  l'ensemble  des  axes  principaux 
relatifs  aux  différents  points  de  l'espace. 

(Complexe  formé  par  les  normales  à  une  famille  de  surfaces  du  second  degré 
homofocales.) 

17.  Les  droites  du  complexe  précédent,  qui  passent  par  un  point  O',  forment 
un  cône;  trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  génératrices  de  ce  cône  sont 
des  axes  principaux. 

(  Lieu  des  pieds  des  normales  menées  de  O'  aux  surfaces  homofocales.) 

18.  Trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  ellipsoïdes  d'inertie  sont  de 
révolution. 

(Il  faut  que  l'équation  (3)  de  la  page  la  ait  deux  racines  égales;  on  trouve 
une  ellipse  et  une  hyperbole  situées  dans  deux  des  plans  principaux  relatifs  au 
centre  de  gravité.) 

19.  Dans  un  ellipsoïde  d'inertie,  le  plus  petit  des  demi-axes  est  supérieur  ou 
égal  à  la  distance  du  centre  à  la  droite  qui  joint  les  extrémités  des  deux  autres. 


A.,  II. 


1%  •T!iAaiQrC    mZi    ff§TCBC«. 


CHAPITRE   XVIII. 

THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SLR  LE  MOllEMEM 

DES  SYSTÈMES. 


3iM.  Indicatioii  de  la  méthode.  —  Comme  dous  Favons  déjà 
fait  eo  statique,  nous  regarderons  ud  système  matériel  quelconque , 
formé  de  corps  solides,  liquides,  gazeux,  comme  composé  d'un 
très  grand  nombre  de  points  matériels  assujettis  à  certaines  liai- 
iKio»,  Un  corps  solide,  par  exemple,  est  un  ensemble  de  points 
assujettis  à  rester  à  des  distances  invariables  les  uns  des  autres. 

Les  théorèmes  généraux  s*obtiennent  en  supposant  qu*on  ait 
écrit  les  équations  du  mouvement  de  ces  dilTérents  points  maté- 
riels et  qu'on  en  fasse  des  combinaisons. 

I.  ~  THÉORÈME  DE  LA  PROJECTION 
DBS  QUANTITÉS  DE  MOUVEMENT  OU  DU  MOUVEMENT 

DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ. 

325.  Forces  intérieures  et  extérieures.  —  On  appelle  forces 
intérieures  à  un  système  les  actions  mutuelles  des  différents 
points  du  système;  ces  actions  sont  deux  à  deux  égales  et  direc- 
tement opposées,  diaprés  le  principe  de  Tégalité  de  l'action  et  de 
la  réaction.  Par  exemple,  si  un  point  m  du  système  en  attire  un 
autre  m'  avec  une  certaine  force,  inversement  m'  attire  m  avec 
une  force  égale  et  opposée. 

Les  forces  autres  que  les  forces  intérieures  que  nous  venons  de 
définir  s'appellent /orce^  extérieures. 

Soient  Xi  y  ^1,  5|,  X2,  y^f  ^2>  •••»  ^  ni  y  ni  ^n  les  coordonnée 
des  divers  points  du  système  dont  les  masses  sont  m  i ,  ms,  . . ..  m^ 
Si  nous  considérons  Tun  quelconque  de  ces  points  de  masse  m 
de  coordonnées  or,  y^  Zj  nous  pouvons  partager  les  forces  app! 
quées  à  ce  point  en  deux  catégories  :  i°  celle  qui  comprend  ' 
forces  intérieures  agissant  sur  m;  nous  appellerons X/,  Y/,  Z, 
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projeclions  d'une  de  ces  forces;  2**  celle  qui  comprend  les  forces 
extérieures  agissant  sur  ce  même  point;  nous  appellerons  X^,  Y^, 
Ztf  les  projections  d'une  de  ces  forces.  Les  équations  du  mouve- 
ment du  point  m  sont  alors 

d^  z 

OÙ  les  signes  21  signifient  qu'il  faut  faire  la  somme  des  projections 
de  loutes  les  forces  intérieures  ou  extérieures  appliquées  à  m. 

326.  Démonstration  du  théorème.  —  Supposons  écrites  ces 
équations  pour  tous  les  points  du  système,  et  ajoutons  membre 
à  membre  les  équations  relatives  à  l'axe  des  .r,  il  viendra 

v„i^  =  2SX;-+-22X„ 

le  signe  YL  indiquant  que  la  somme  est  étendue  à  toutes  les  forces 
agissant  sur  les  divers  points  du  système.  Or,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  les  forces  intérieures 
sont  deux  à  deux  égales  et  opposées;  la  somme  SSX/  de  leurs 
projections  sur  l'axe  des  x  est  donc  nulle,  et  l'équation  précé- 
dente se  réduit  à 

d'^x 


on  aurait  de  même 


i:mg  =  2:i:Y., 


d^z 
dt* 


Sm-rrr     =  SZZc- 


Ces  équations  peuvent  s'écrire 
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elles  donDcnl  l'expression  analytique  du  théorème  des  quantités 
de  mouvement  projetées. 

Théorème.  —  La  dérivée,  par  rapport  au  temps,  de  la  somme 
des  projections  des  quantités  de  mouvement  des  points  du  sys- 
tème  sur  un  axe  fixe  quelconque  est  égale  à  la  somme  des  pro- 
jections des  forces  extérieures  sur  cet  axe. 

Par  exemple,  si  SSX^=  o,  on  a 

dx 
2/n  -j-  =  consl. 
dt 

Ces  mêmes  équations  (2)  sont  susceptibles  d'une  autre  inter- 
prétation :  en  désignant  par  M  la  masse  totale  Sm  et  par  Ç,  t^,  ^ 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  système,  on  a 


d*z 


dt*  dt^  dt^  dt^'  dt^  dt^  ' 

les  équations  (2)  peuvent  donc  s'écrire 

d^  P                                       ^/2  r  d^^ 

^    ''  dt^ "^      '  dt^ ^       "'  dt^  ~~  ^^^'' 

sous  cette  forme  elles  expriment  la  propriété  suivante  : 

Théorème.  —  Le  centre  de  gravité  du  système  se  meut  comme 
un  point  matériel  qui  aurait  pour  masse  la  masse  totale  du 
système,  et  auquel  seraient  appliquées  des  forces  égales  et 
parallèles  aux  forces  extérieures. 

Ce  théorème,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage,  a,  entre  autres, 
cet  intérêt  qu'il  donne  une  réalité  à  la  théorie  du  mouvement  d'un 
point  matériel.  Il  a  reçu  le  nom  de  théorème  du  mouvement  du 
centre  de  gravité.  Ce  théorème  a  été  indiqué  par  Newton  dans 
des  cas  particuliers. 

327.  Exemples. —  i"  Pas  de  forces  extérieures. — L'hjpothèse 
la  plus  simple  qu'on  puisse  faire  est  que  le  système  n'est  soumis 
à  aucune  force  extérieure;  le  centre  de  gravité  est  alors  animé 
d'uD   mouvement  rectiligne    et    uniforme.    Si    l'on  admet,    par 
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exemple,  que  les  actions  des  étoiles  sur  le  système  solaire  sont 
nulles,  le  centre  de  gravité  de  ce  système,  qui  est  placé  très  près 
du  Soleil,  est  animé  d^un  mouvement  rectiligne  uniforme. 

2®  Système  pesant  dans  le  vide.  —  Prenons  maintenant  un 
système  de  points  pesants  lancés  dans  le  vide;  quelles  que  soient 
les  déformations  et  les  liaisons  intérieures  du  système,  le  centre 
de  gravité  décrit  une  parabole  d'axe  vertical;  en  effet,  les  diverses 
forces  extérieures  sont  verticales;  transportées  au  centre  de  gra- 
vité, elles  ont  pour  résultante  2/wo^  =  M^;  le  centre  de  gravité 
se  déplace  donc  comme  un  point  pesant  de  masse  M.  Par  exemple, 
si  une  bombe  est  lancée  dans  le  vide  et  éclate  à  un  certain 
instant,  le  centre  de  gravité  des  fragments  continue  à  décrire  la 
même  parabole,  car  les  forces  développées  par  l'explosion  sont 
intérieures.  De  même,  si  un  être  vivant  est  lancé  dans  le  vide 
ious  l'action  de  la  pesanteur,  son  centre  de  gravité  décrit  une 
parabole  et  les  efforts  musculaires  qu'il  peut  faire  ne  modifient 
pas  la  trajectoire  du  centre  de  gravité,  car  ces  efforts  sont  des 
forces  intérieures. 

3**  Attraction  proportionnelle  à  la  distance,  —  Soit  encore 
un  système  de  points  matériels  attirés  par  un  centre  fixe  O  pro- 
portionnellement aux  masses  et  aux  distances  r.  Les  forces  exté- 
rieures sont  les  attractions  centrales /mr;  transportons  ces  forces 
au  centre  de  gravité  G  :  nous  avons  vu  en  Statique  que  la  résul- 
tante de  ces  forces  est  dirigée  suivant  GO  et  a  pour  valeur 
y. M. GO;  le  centre  de  gravité  se  déplace  donc  comme  un  point 
matériel  attiré  par  O  proportionnellement  à  la  distance;  il  décrit 
une  ellipse  ayant  O  pour  centre. 

Remarque,  —  Dans  les  deux  derniers  exemples,  nous  avons 
pu  trouver  le  mouvement  du  centre  de  gravité,  sans  rien  connaître 
des  liaisons  et  des  forces  intérieures  :  cela  tient  à  ce  que,  dans  ces 
cas,  les  seconds  membres  des  équations  (3)  ne  dépendent  que  de 
5i  "'ê»  ^-  Oi^  peut  alors  effectuer  l'intégration  de  ces  équations  sans 
connaître  les  autres  équations  du  mouvement.  En  général,  il  n'en 
sera  pas  ainsi  ;  les  seconds    membres  des  équations  (3)  dépen- 
dront des  coordonnées  de  tous  les  points  du  système  et  ces  équa- 
tions ne  donneront  qu'un  renseignement  sur  le    mouvement.  Ce 
cas  se  présente,  par  exemple,  dans  le  problème  du  mouvement 
de  deux  points  s'attirant  l'un  l'autre,  et  attirés  par  un  centre  fixe 
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suivant  la  loi  de  Nevvlon  ;  la  résiillanle  des  forces  exiérieures  ao 
système  des  deux  points  transportées  au  centre  de  gravité  dépend 
des  coordonnées  des  points  et  ne  dé|)end  pas  seulement  des  coor- 
données du  centre  de  gravité. 

4°  Marche  (Delaunay,  Mécanique).  —  Comme  nous  venons  déjà  d>n 
donner  un  exemple,  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravite 
s'étend  au\  êtres  vivants.  La  volonté  met  en  jeu  des  actions  musculaires 
qui  sont  des  forces  intérieures,  deu\  à  deux  égales  et  opposées,  et  qui 
n*ont  aucune  influence  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité.  Aussi 
n'est-ce  qu'en  réagissant  sur  des  corps  extérieurs  qu'un  être  vivant  peut 
modifier  le  mouvement  de  son  centre  de  gravité.  Imaginons,  par  exemple, 
un  observateur  debout  sur  un  plan  de  glace  horizontal  parfaitement 
poli  :  les  forces  extérieures  agissant  sur  le  corps  de  l'observateur  sont 
des  forces  toutes  verticales,  le  poids  et  les  réactions  normales  de  la 
glace.  Si  l'observateur  est  d'abord  immobile  et  veut  ensuite  se  mouvoir, 
son  centre  de  gravité  se  meut  comme  un  point  matériel  d'abord  immobile, 
sur  lequel  agit  une  force  verticale  :  il  décrit  une  verticale  fixe;  les  efforts 
musculaires  ne  modifient  donc  pas  la  position  de  la  projection  horizontale 
du  centre  de  gravité,  qui  ne  fait  que  s'élever  ou  s'abaisser.  La  marche 
serait  alors  impossible;  elle  ne  devient  possible  qu'à  cause  du  frottement. 
I^orsque,  sur  un  sol  non  poli,  un  homme,  d'abord  immobile,  avance  une 
jambe,  l'autre  tend  à  reculer  pour  que  la  projection  horizontale  du  centre 
de  gravité  ne  change  pas;  mais  la  seconde  jambe  ne  peut  reculer  qu'en 
glissant  sur  le  sol  ;  c'est  alors  que  se  développe  une  réaction  oblique  du 
sol  due  au  frottement  et  dirigée  d'arrière  en  avant.  Cette  réaction,  trans- 
portée parallèlement  à  elle-même  au  centre  de  gravité,  détermine  son 
mouvement  en  avant. 

5°  Recul  des  armes  à  feu.  —  Supposons  une  arme  à  feu  horizontale  de 
masse  M  :  soit  m  la  masse  du  projectile  et  \j,  la  masse  d'une  particule  de 
poudre;  avant  la  combustion  de  la  poudre,  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
est  nulle;  immédiatement  après,  elle  doit  l'être  encore,  car  les  seules 
forces  développées  sont  intérieures,  les  effets  de  la  pesanteur  et  des  résis- 
tances passives  pouvant  être  regardés  comme  nuls  pendant  le  temps  très 
court  de  la  combustion.  On  aura  donc,  en  appelant  V,  p  et  cf  les  valeurs 
absolues  des  vitesses  initiales  de  l'arme,  du  projectile  et  de  la  particule  fx, 

MV  —  mr  —  Suer  =  o, 

car  les  vitesses  des  particules  et  du  projectile  sont  évidemment  de  sens 
contraire  à  celles  de  l'arme.  Le  signe  S  indique  une  sommation  étendue  à 
toutes  les  particules  de  la  charge;  comme  on  ne  connaît  pas  w  et  que  la 
masse  /w'=  Sjjl  de  la  charge  n'atteint  pas  le  quart  de  m,  on  peut  prendre 

approximativement  w   égal  à  la  moyenne  algébrique :  on  a  ainsi 
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Téquation 

V(2M  -+-  m!)  =  viim-^  m'), 

qui  donne  le  rapport  des  vitesses  V  et  p. 

6*  Exercice.  —  Sur  un  plan  horizontal  parfaitement  poli  est  placé  un 
brin  de  paille  rectiligne  AB  de  longueur  2/  pt  de  masse  m  {fig.  i83);  un 
insecte  M  de  même  masse,  regardé  comme  un  point,  est  d'abord  immobile 

Fig.  i83. 

o"— A  il  A   J! & ^* 

en  A  ;  à  l'instant  <  =  o,  il  se  met  à  marcher  de  A  vers  6,  en  avançant  le 
long  de  AB  d'un  mouvement  uniformément  accéléré  (AM  =  a<');  quel  est 
le  mouvement  du  système? 

Les  seules  forces  extérieures  étant  les  poids  et  les  réactions  normales  du 
plan  horizontal,  la  projection  horizontale  du  centre  de  gravité  reste  fixe. 
De  plus,  il  est  évident,  par  raison  de  symétrie,  que  le  brin  de  paille  AB  ne 
peut  que  glisser  le  long  de  sa  direction  primitive.  Prenons  cette  direction 
pour  axe  Oa:,  appelons  x  et  x'  les  coordonnées  du  milieu  G  de  AB  et  du 
point  M,  j*o,  x'^  les  valeurs  de  ces  coordonnées  au  temps  f  =  o.  Nous 
aurons 

X  ~T"  X    X^  "T~  ••'0  • 

Comme 

x'  =  X  —  /  -+-  af^y         Xq  =  Xq —  /, 

on  a  donc 

at*  ,         ,        an 

X  =  Xo ,  X  =xL  -i-  —  • 

La  réaction  du  brin  de  paille  sur  l'insecte  s'obtient  immédiatement;  en 
appelant  X  cette  réaction  et  écrivant  l'équation  du  mouvement  de  M,  on  a 

m   j      =  A,  A  =  ma, 

aV' 


U.  -  THÉORÈME  DES  MOMENTS  DES  QUANTITÉS 

DE  MOUVEMENT. 

328.  Démonstration.  —  Revenons  aux  équations  (1);  multi- 
plions la  première  par  — y^  la  deuxième  par  j;,  et  ajoutons,  nous 
aurons 

équation  qu'on  peut  écrire 
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supposons  écrîles  les  équations  analogues  pour  tous  les  points  du 
système  et  ajoutons-les  membre  à  membre,  il  nous  viendra 

mais  22(j:Y| — ^'X/)  représente  la  somme  des  moments  de  toutes 
les  forces  intérieures  par  rapport  à  Oz;  cette  expression  est  donc 
nulle,  puisque  ces  forces  sont  deux  à  deux  égales  et  directement 
opposées.  Nous  arrivons  ainsi  à  Téquation 

et  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  dérivée,  par  rapport  au  temps,  de  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  points  dusystème 
par  rapport  à  un  axe  fixe  quelconque  est  égale  à  la  somme 
des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  cet  axe. 

329.  Théorème  des  aires.  —  Supposons  que  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  extérieures  par  rapport  à  un  axe  soit  constam- 
ment nulle;  en  prenant  cet  axe  pour  axe  des^,  le  théorème  pré- 
cédent devient 


(4) 


2"('S-^§)=<^- 


La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rap- 
port à  cet  axe  est  alors  constante. 

Fig.  184. 


On  dit  aussi  que  le  théorème  des  aires  s'applique  à  la  projection 
du  mouvement  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Projetons 
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les  points  mobiles  mi,  ma,  .  .  .,  m,  ...  sur  le  plan  j:0^  perpendi- 
culaire à  Taxe,  en/?i,  /?2,  ...,/?...,  et  désignons  par  A|,  Aa,  . . ., 
A,  . .  .  les  aires  balajées  par  les  rayons  vecteurs  Oyoi,  Oyoa?  •  •  •  ? 
Opj  .  . . ,  nous  aurons 

•À  ci  A  =  jr  c(^ — ^  t/x 
et,  par  conséquent, 

dv  dx\  VI      d\ 


^^      /    dv  dx\  '\^      d\ 


L'équation  (4)  s'écrit  donc 

dX 


ou,  en  intégrant 


Donc  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  les  aires 
balayées  par  les  masses  correspondantes  varie  proportionnelle- 
ment au  temps.  La  constante  des  aires,  C,  est  le  double  de  la 
variation  de  2mA  pendant  Tiinité  de  temps. 

Si,  en  particulier,  le  système  n'est  soumis  à  aucune  force  exté- 
rieure, le  principe  des  aires  s'applique  à  la  projection  du  mou- 
vement sur  un  plan  quelconque  autour  d*un  quelconque  des  points 
de  ce  plan  :  c'est  ce  qui  se  présente  pour  le  système  solaire  si  l'on 
néglige  les  actions  des  étoiles. 

Le  théorème  des  aires,  quoiqu'il  fût  une  conséquence  immé- 
diate des  principes  de  Newton,  a  été  énoncé  bien  après  lui  par 
Euler,  d'Arcy  et  Daniel  Bernoulli  (1746)* 

Application  à  un  être  vwant,  —  Si  l'on  applique  le  théorème 
précédent  à  un  observateur  debout  sur  un  plan  de  glace  horizontal, 
on  voit  que  le  théorème  des  aires  a  lieu  autour  de  tous  les  points 
de  ce  plan  ;  en  effet,  les  forces  extérieures,  poids  et  réactions  du 
plan,  agissant  sur  l'observateur  étant  toutes  verticales,  la  somme 
de  leurs  moments  est  nulle  par  rapport  à  un  axe  vertical  O^  quel- 
conque :  l'équation  (4)  a  donc  lieu  quel  que  soit  le  point  O  dans 
le  plan   horizontal.   Si  l'observateur   est  d'abord  immobile,  les 

quantités  -j->  -~  sont  d'abord  nulles  :  alors  C  =  o.  Lorsque  ensuite 

Tobservateur  veut  se  mouvoir,  C  reste  nul  :  une  partie  de  son 
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corps  De  peut  lonnier  dans  un  sens  sans  qu*one  autre  partie  tourne 
en  sens  inverse  (Delaunaj).  Mais  il  faut  remarquer  que,  malgré 
cette  condition.  l'observateur  d  abord  immobile  sur  le  plan  pour- 
rait, par  des  mouvements  successifs  des  diflerentes  parties  de  son 
corps,  se  retrouver  dans  une  po^itîo^  Bnale  déduite  (en  apparence) 
de  la  position  initiale  par  une  rotation  d'ensemble  autour  de  la 
verticale  du  centre  de  gravité.  La  possibilité  de  tels  mouvements 
résulte  des  ei^emples  que  nous  traitons  plus  loin,  notamment  des 
exemples  3  et  4  du  n*^  333. 

330.  Représentation  géométrique  des  deux  théorèmes.  —  Les 
deux  théorèmes  que  nous  venons  Je  démontrer  sont  susceptibles 
d*une  représentation  géométrique  trt*s  simple. 

Menons  par  chacun  des  points  m  du  svstème  le  vecteur  qui 
représente  la  quantité  de  mouvement  mv  de  ce  point.  Tous  ces 
vecteurs  mv  ont  une  résultante  générale  Oo  ayant  pour  projec- 
tions 

'■"        '=2à"'Tr     ^^2à'"t,'     '!=2,'"di' 

et  un  moment  résultant  Ot,  par  rapport  a  l'origine  O,  ayant  pour 
projections  (y?^.  i85) 

Aà     \   dt  di } 

^  V?  djr  dz\ 

V^       /      dv  djr\ 

Prenons  maintenant  les  forces  extérieures  :  leur  résultante 
générale  OR  a  pour  projections 

(R)  x  =  i2:x^,      \  =  zz\e.      z  =  2:2Ze, 

et  leur  moment  résultant  OS  par  rapport  à  O  a  pour  projections 
Le  théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  donne  alors 
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el  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement 

^  =  L,         ^  =  M,         ^  =  N. 

dt  '  dt  '  dt 

Fig.  i85. 
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Ces  six  équations  expriment  que  les  vitesses  des  points  géomé^ 
triques  p,  a  sont,  à  chaque  instant,  respectivement  égales  et 
parallèles  aux  segments  OR  et  OS. 


331.  Cas  particulier  où  le  moment  résultant  des  forces  exté- 
rieures est  nul  par  rapport  au  point  O.  Plan  du  maximum  des 
aires.  —  Dans  ce  cas,  les  quantités  L,  M,  N  sont  nulles,  le  seg- 
ment OS  est  nul.  Le  point  o-  est  fixe  et  les  quantités  \  |jl,  v  sont 
constantes,  quelle  que  soit  Torientation  des  axes  fixes  autour  du 
point  O.  Le  principe  des  aires  s'applique  alors  à  la  projection  du 
mouvement  sur  un  plan  quelconque  P  passant  par  O.  Pour  voir 
quelle  est  la  constante  des  aires  sur  ce  plan,  prenons-le  pour  plan 
des  j:^  :  nous  aurons 


2 


dv 


dx\ 


"''^rf?--^^; =■'="'"''• 


La  constante  v  est  la  projection  du  segment  fixe  Oo-  sur  l'axe 
des  5,  c'est-à-dire  sur  la  normale  au  plan  P.  Ainsi  la  constante  des 
aires  sur  un  plan  passant  par  O  est  la  projection  de  Oo-  sur  la 
normale  au  plan.  De  là  résulte  que,  parmi  tous  les  plans  passant 
par  O,  celui  pour  lequel  la  constante  des  aires  est  la  plus  grande 
est  le  plan  perpendiculaire  à  0<t;  on  l'appelle /?/ûr/i  du  maximum 
des  aires.  La  constante  des  aires  est  d'ailleurs  nulle  pour  tout 
plan  passant  par  Oa. 
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332.  Somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des 
points  d'un  corps  solide  tournant  autour  d'un  axe  par  rapport  à 
cet  axe.    —    Considérons   un    corps   solide   tournant  autour  de 

Taxe  Oz  avec  une  vitesse  angulaire  o>.  Soient  r  et  B  les  coordonnées 
polaires  de  la  projection  d'un  fo'mi  m {x j  y ,  z)  du  corps  sur  le 
plan  des  xy,  on  a 


m 


/    dy  dT\  rfO 

\    dt       -^  dt  /  dt 


nir-m. 


Donc,  en  appelant  M/r^  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rap- 
port à  Taxe  de  rotation,  on  a,  pour  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du  corps  par  rapport 
a  1  axe 

c'est-à-dire  le  moment  d^ inerlie  multiplié  par  la  vitesse  angu- 
laire. 

333.  Exemples.  —  i"  Les  extrémités  d'une  droite  matérielle  homogène 
AB  de  masse  m  et  de  longueur  2a  peuvent  glisser  sans  frottement  sur  une 
circonférence  horizontale  de  rayon  R.  Un  insecte  de  même  masse  m  se 

Fig.  186. 


trouve  posé  au  milieu  de  la  droite  supposée  immobile.  A  Tinstant  /  =  o, 
rinsecte  se  met  à  marcher  le  long  de  la  droite  AB,  de  G  vers  B,  en  par- 
courant des  longueurs  égales  de  cette  droite  en  des  temps  égaux.  Trouver 
le  mouvement  du  système;  calculer  Tangledont  la  droite  a  tourné  à  partir 
de  sa  position  initiale  quand  l'insecte  est  arrivé  à  l'extrémité  B. 

On  appellera  0  l'angle  que  fait  avec  un  axe  fixe  le  rayon  vecteur  joignant 
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le  centre  O  au  milieu  C  de  la  droite,  r  la  distance  CM  de  l'insecte  M  au 
point  C,  r  =  vt{v  constante).  (Licence,  juillet  1891.) 

Les  forces  extérieures  agissant  sur  le  système  formé  par  la  droite  et 
Tinsecte  sont  :  1®  la  pesanteur;  2<»  les  réactions  normales  de  la  circonfé- 
rence sur  les  extrémités  A  et  B  de  la  barre.  Toutes  ces  forces  ont  leurs 
moments  nuls  par  rapport  à  la  verticale  Oz  du  point  O,  car  les  poids  sont 
parallèles  à  O^  et  les  réactions  normales  sont  dans  les  plans  normaux  à  la 
circonférence  aux  points  A  et  B,  plans  qui  contiennent  Oz.  La  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  k  Oz  est  donc  con- 
stante et,  comme  elle  est  d'abord  nulle,  puisque  l'insecte  et  la  barre 
partent  du  repos,  elle  reste  constamment  nulle.  Calculons  cette  somme; 
elle  se  compose  : 

i"*  De  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  différents 
points  de  la  droite  par  rapport  à  Oz  :  comme  la  droite  est  un  corps  solide 

tournant  autour  de  Oz  avec  une  vitesse  angulaire  -7-?   cette  somme  est 

mk^-j-y    mk*  désignant  le   moment  d'inertie   de  la  barre  par  rapport 

à  Oz; 

2**  Du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  l'insecte  M;  comme  les 

coordonnées  polaires  de  M  sont  p  et  œ  =  arOiM,  ce  moment  est  mp*--z-» 
On  a  donc 

Or  le  triangle  rectangle  COM  donne  immédiatement 
P  = /R' — a^-hv^t^,        a  =  0 -+- arc  tang 


Substituant  dans  l'équation  précédente  et  réduisant,  on  a 


^0 

=  — 

1 

p/R*— a« 

dt 

k^-h 

Ri_a«-+-t'«/«' 

A 

R* 

-a* 

—  arc  tanff 

vt 

//:«-+-  R«— a« 

60 désignant  la  valeur  de  0  à  l'instant  t  =z  o.  Les  autres  équations  écrites  plus 
haut  donnent  alors  p  et  a  en  fonction  de  t.  Quand  l'insecte  est  arrivé  en  B, 
on  a  çt  =  a;  on  en  déduit  la  valeur  demandée  de  0  —  Oq. 

Déterminons  exactement  X:*.  Le  moment  d'inertie  de  la  droite  AB  par 
rapport  à  son  centre  de  gravité  C  est,  en  appelant  fx  la  densité  linéaire 
(masse  de  l'unité  de  longueur)  et  r  la  distance  d'un  élément  dr  au  centre. 


/ 


•et  «  • 

.  ,         2ua*  a' 

yir^dr  =  -^— —  =  m—-; 
-a  i  ô 


3o 


DYNAMIQUE    DES    SYSTEMES. 


le  momenl  d'inertie  mk^  par  rapport  à  l'a\c  O^  ou  au  poiat  0  est  donc 
(n°3i7) 

*  s 


a 

"'y 


donc 


A  2  -  \V- 


'?.a 


Si,  à  un  moment  quelconque,  Tinsecle  s'arrête  sur  la  droite,  le  système 
tout  entier  devient  immobile,  car,  s'il  ne  le  devenait  pas,  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  ne  serait  pas  nulle. 

2°  Une  feuille  de  papier  est  posée  à  plat  sur  un  plan  horizontal  parfai- 
tement poli  sur  lequel  elle  peut  glisser  sans  frottement;  un  point  [O  de 
cette  feuille  est  fixe,  de  telle  façon  que  la  feuille  ne  peut  que  tourner 
autour  de  O  en  restant  sur  le  plan;  c'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si 
la  feuille  était  traversée  par  une  épingle  piquée  en  O  dans  le  plan  hori- 
zontal; enfîn  sur  la  feuille  de  papier  est  tracée  une  circonférence  de  rayon  a 
passant  par  O  {fig.  187,  I  et  II  ). 

Le  papier  étant  immobile,  un  insecte  est  posé  sans  vitesse  sur  cette 
circonférence  au  point  A,  diamétralement  opposé  à  0.  A  l'instant  /  =  o^ 


Fig.  187. 


j& 


l'insecte  se  met  à  marcher  sur  le  papier  en  suivant  la  circonférence  avae 
une  vitesse  v  constante  par  rapport  au  papier.  Trouver  le  mouY* 
système  (Routh,  Rigid  dynamics). 

Nous  prendrons  dans  le  plan,  comme  axes  fixes,  Taxe  C      1 
avec  la  position  initiale  de  OA  (position  I)  et  un  axe  Oy  p< 
Les  forces  extérieures  appliquées  au  système  (papier  et  inst 
poids,  les  réactions  normales  du  plan,  les  réactions  de  Pépi 
papier.  Toutes  ces  forces  ont  leurs  moments  nuls  par  rappon 
perpendiculaire  en  O  au   plan  xOy.  Donc  la  som 
quantités  de  mouvement  par  rapport  à  O^  est  coi  ; 

aires  s'applique  au  mouvement  du  système  sur  le 


CHAPITRE    XVHI.    —    MOUVEUENT    DES    SYSTÈMES.  3l 

le  système  part  du  repos  la  constante  des  aires  est  nulle.  On  a  ainsi 


2 


mr^  — -  =  o. 
dt 


L'insecte  tournant  dans  un  sens  autour  deO,  le  papier  devra  tourner  en 
sens  contraire.  Calculons  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement. A  rinstant  t  {Jig.  J87,  II),  Tinsecte  est  en  M;  appelons  r  et  6 
ses  coordonnées  polaires,  6  étant  supposé  positif.  Au  même  instant,  le 
diamètre  issu  de  O  a  pris  la  position  OA'  faisant  avec  Ox  un  angle  négatif 
que  nous  appellerons  — a,  de  sorte  que  a  désigne  la  valeur  absolue  de 
l'angle  xOA'.    Le   moment   de  la    quantité   de   mouvement    de  l'insecte 

csi  m/*5-r-:  la  somme  des  moments   des  quantités  de   mouvement  des 
dt'  ^ 

fit 
divers  points  du  papier  est  —  X-rtl  désignant  le  moment  d'inertie  du  papier 

d'x 
P^r  rapport  à  0-s,  car  la  vitesse  angulaire  du  papier  est  —  -t--  On  a  donc 

'équation 

'V  mr^—. I -z- =  o. 

dt         dt 

'*   faut  exprimer  que  l'arc  de  circonférence  A' M  parcouru  par  l'insecte 
est  égal  k  vt  :  on  a  ainsi,  puisque  A'OM  =  6  -+-  a, 
1^^  2a(6  H-a)  =  (•/,         0-^a  =  X/, 

e»  posant  pour  abréger  X  = D'autre  part  le  triangle  rectangle  A'OM 

donne 

(^)  r  =  2acos(0  H- a)  =  2rtcosX/. 

Remplaçant,  dans  (i),  r  par  cette  valeur  et  a  par  Xr  — 6,  on  a 


En  écrivant 


,û  X  ^^  ima^ 

aO  =  -r—  >  a  =  — r — 

I  H-  jicos^X^  '  I 


qrp  ^  c/tangXf 

i-f-  |JL-+-  tang^X/ 


on  a,  par  l'intégration, 

(4)  Q=    , arctang    -— g:z= 

sans  ajouter  de  constante,  car,  pour  t  =  o,  6  =  0.  On  a  ainsi  0  en  fonc- 
tion de  /;  en  remontant,  les  équations  (3)  et  (2)  donnent  r  et  a  en  fonction 
de  t.  Le  mouvement  est  donc  connu. 
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Cherchons  quel  est  le  temps  T  que  met  Tinsecte  à  arriver  en  O,  et 
quelles  sont  les  valeurs  correspondantes  de  6  et  2.  Alors,  d'après  (2)  et  (4)) 


4k 


6  -H  a  =  -y 
2 


e  = 


^ 


7t 

—  9 

2 


L'insecte  continuant  à  tourner  sur  le  cercle,  le  papier  continue  à  tourner 
en  sens  contraire  de  Tinsecte. 

3*  Dans  l'exemple  précédent,  le  point  O  de  la  feuille  de  papier  est  fixe. 
Mais  on  peut  réaliser  un  mouvement  de  rotation  du  même  genre  sans 
fixer  aucun  point,  par  le  procédé  suivant.  Supposons  une  feuille  de  papier 
dont  le  centre  de  gravité  est  O  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  le 
plan  horizontal   et  traçons  sur  ce  papier  {fig.  188)  deux  circonférences 

égales  tangentes  en  0.  Imaginons  deux  insectes  de  même  masse  — 9  d'abord 

posés  aux  points  A  et  Ai  diamétralement  opposés  à  O,  puis  se  mettant  à 


Fig.  188. 

/ 

^V^ 

1 

^^-;)(°^^ 

; 

marcher  sur  les  deux  circonférences  avec  la  même  vitesse  v  dans  le  même 
sens  de  rotation,  de  façon  à  occuper,  à  un  instant  quelconque,  deux  posi- 
tions M  et  M}  symétriques  par  rapport  au  point  O  du  papier. 

D'après  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  le  point  O, 
qui  est  le  centre  de  gravité  de  tout  le  système,  reste  fixe  puisque  les  vi- 
tesses initiales  sont  nulles;  la  feuille  de  papier  tourne  alors  autour  du 
point  fixe  O  en  sens  contraire  du  mouvement  de  circulation  des  deux 
insectes  et  les  équations  de  ce  mouvement  sont  identiques  aux  précé* 
dentés,  si  l'on  suppose,  comme  nous  l'avons  fait,  que  chacun  des  deux 
insectes  M  et  Mi  a  la  moitié  de  la  masse  de  l'insecte  unique  de  l'exemple 
précédent. 

C'est  par  un  procédé  analogue  qu'un  observateur  debout  sur  un  plan  de 
glace  parfaitement  poli  pourrait  arriver  à  se  retourner  :  il  suffirait  qu'il 
élève  ses  deux  poings  en  les  plaçant  symétriquement  par  rapport  à  la  ver- 
ticale Oz  du  centre  de  gravité  du  corps,  puis  qu'il  leur  fasse  décrire  deux 
cercles  dans  le  même  sens  de  rotation  en  les  maintenant  toujours  symé- 
triques par  rapport  à  O^;  le  corps  tournerait  autour  de  Oz  en  sens  con- 
traire et  arriverait,  au  bout  d'un  certain  temps,  à  faire  une  révolution 
complète. 
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4**  Imaginons  un  observateur  debout,  immobile,  sur  un  plan  horizontal 
parfaitement  poli  et  portant  une  ceinture,  en  forme  de  gouttière,  dans 
laquelle  se  trouveraient  placées  des  boules  pesantes  d'abord  immobiles.  Si 
Tobservateur,  avec  ses  mains,  se  met  à  pousser  les  boules  de  façon  à  les 
faire  tourner  autour  de  son  corps  toutes  dans  le  même  sens,  le  centre  de 
gravité  du  système  restera  sur  une  verticale  fixe  et  le  corps  tournera 
autour  de  cette  verticale  en  sens  inverse  des  boules. 

On  pourra  consulter,  sur  les  problèmes  du  genre  de  ceux  que  nous 
\enons  de  traiter,  diverses  Notes  de  MM.  Guyou.  Maurice  Lévy,  Marcel 
Deprez,  Picard,  Appell,  Lecornu  {Comptes  rendus,  '2*  semestre  1894» 
Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  novembre  iSgl)  et  une  Note  de 
.M.  A.  de  Saint-Germain  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1895) 
où  se  trouve  développé  le  quatrième  des  exemples  précédents. 

334.  Mouvement  relatif  par  rapport  à  un  système  d'axes  animé 
d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme.  —  Soit 
O'x'yz'  un  système  d'axes  parallèles  aux  axes  fixes  dont  Torlgine 
mobile  O' a  pour  coordonnées  a,  6,  c.  Appelons  ^',  ^,  z'  les  coor- 
données d'un  des  points  du  système  par  rapporta  ces  axes,  x,j^,  s 
désignant  ses  coordonnées  absolues.  On  a 

Si  le  point  O'  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme, on  a 

d^a  d^b  d*c 

d^x  __  d*x^  d*j^  _  d^y_  drz  _  d*z' 

'di^  ""    dt^  *  'di^  ~"  "5/*"'  dt^   ""  "57Ï" 

D'ailleurs  les  projections  des  forces  sur  les  axes  mobiles  sont 
les  mêmes  que  sur  les  axes  fixes.  Les  équations  du  mouvement  de 
chaque  point,  et,  par  suite,  les  équations  du  mouvement  de  tout 
le  système  gardent  donc  la  même  forme  que  si  les  axes  O'x'yz* 
étaient  fixes. 

33o.  Théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  dans 
le  mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravité. —  Le  théorème 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  s'applique,  comme 
nous  venons  de  le  montrer,  au  mouvement  d'un  système  par 
rapport  à  des  axes  fixes  ou  par  rapport  à  des  axes  de  directions 

A.,  II.  3 


fi»#'%  strnm^i  A'un  niOustrrttzA  dt  irai&s^slioo  recliliçoe  cl  unî- 
formf  '3'i4  .  Si  l'on  noalah  éludier  i-e  niour^ment  relatif  d'un 
«T^U'iTï^  par  rapport  à  d^-f  a\^*  nnoLile*  quefconques,  on  ne 
fKiiirrail  |#la«  appliquer  ce  th^j'^me  san*  le  modifier  par  Tinlro- 
dffctîon  de  rerlaîn*  lerroe*  c^irreclif*  qui  «eronl  définis  plus  loin 
dan§  la  lliéorie  du  moo^emenl  r^lalif.  Mais  il  eiisle  un  système 
particulier  d'axes  mobiles  1^1  q»j^  si  Ton  êliidie  le  mouvement 
th\'4\\Î  d'un  *%st*-me  par  rapjif»-t  a  res  axes,  on  peut  appliquera 
re  mouvement  le  thc-oréme  de*  momenis  de<  quantités  de  mou- 
vement «ians  modilic^tion.  <>»s  axe*  pirticuliers  «^ont  àes>  axes  de 
direction*  fixe-^  pa«i-i;int  par  le  r»:*n!r«*  «le  ::ravilé.  On  énonce  ce  fait 
en  disant  a«ie  le  tltéorèm"^  df^  m  tmt^ntx  d*'s  qwtntités  de  mouve- 
ment s'applique  au  mou*rement  n^ la  t if  du  système  par  rapport 
à  des  axes  de  directions  Ji  res  pistant  par  le  centre  de  gravité. 
Pour  le  démuni rer.  dé>ignon"i  par  x.  y.  z  \e<  coordonnées  d'un 
point  du  5\«lème  par  rapport  à  des  axes  lixe-s.  par  J,  r,,  I^  celles 
du  centre  de  ♦çravité  cl  par  x\  y\  z  les  c«»ordonnées  du  même 
point  par  rapport  à  des  axes  G ^"^  G  i'.  Qz    parallèles  aux  axes 

Fip.   i8  .. 


^s, 


fixes  menés  par  le  centre  de  gravité;  on  a  alors,  d'après  les  for- 
mules du  changemenl  d*axes, 


^5) 


A  =  ç  -h  y,     ^  =  T)  -+-y, 


r 


-I-  Z  . 


Le  ihéorème  que  nous  avons  en  vue  s'exprime  par  l'équation 


dt 


2"(''f-''w)-22<^''-^'^). 


qu'il  s'agil  d'établir. 
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Pour  cela  nous  partirons  de  Téquation 


<6) 


s2:"(-s-^ë)=22<'^-^''->. 


dans  laquelle  nous  remplacerons  x^y^  z  par  les  valeurs  (5). 
Nous  avons,  d'après  ces  équations, 


\'  dt         ^  dtj  \       dl        "     dt  I 

,  dr,  ,  d\  „  dv'  dx' 

dt  -^    dt  ^  dt  '  dt 

Supposons  écrites  toutes  les  équations  analogues  pour  les 
divers  points  du  système  et  ajoutons-les  membre  à  membre,  nous 
aurons 

2"('f-4f)»2™05-'S)-2K''f--''ï) 

2,dT^     Y^      ,d\     v*    ^  dy     vr*      f^^' 


Mais  le  centre  de  gravité  est  à  l'origine  mobile;  on  a  donc 

^         ,dr^        ^TQ  V 

<Je  même 


On  a  encore 


dy  V        ^^' 


S-sf'îS-f-    2 


*  dt  ' 


car,  les  quantités  S/wx',  Sm^  étant  nulles,  leurs  dérivées  le  sont. 
En  tenant  compte  de  ces  relations,  nous  obtenons  Téquation 

car,  dans  la  première  somme  du  second  membre,  on  peut  mettre 
/  5  ^  _  ,1  g\  en  facteur  et  S/n  =  M. 


No'j*  i-ion*  iîû'i  DQ-^  eiDrfrs*îoa  irnoorUnle  de 


m.'  r  -~ V  — - 


^Ue  %'iriU:rprèUr  immédiatemeal  -ir  la  facoo  suivante  : 

Tulothuf..  —  La  somme  de§  moments  des  quantités  de  mou- 
iremenl,  par  rapport  a  un  ax->  dxe.  est  ésale  au  moment  de  la 
quantité,  de  mous;ement  de  la  masse  totale  du  système  sup- 
posée concentrée  au  centre  de  sra^itê.  augmenté  de  la  somme 
df'S  moments  des  quant  itéi  de  moui^e  ment  par  rapporta  un  axe 
parallèle  au  premier  et  passant  par  le  centre  de  gravité. 

Cette  dernière  somme  doit  être  calculée  dans  le  mouvement 
relatif  par  rapport  à  des  axes  de  directions  fixes  menés  par  le 
centre  de  gravité. 

Passons  maintenant  au  calcul  du  deuxième  membre  de  l'équa- 
tion (6).  Nous  aurons 

Donc,  en  remplaçant  les  deux  membres  de  l'équation  (6)  par 
leurs  valeurs  et  remarquant  que 

on  a  Féquation 

qui  se  réduit  à 

car,  en  vertu  des  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité, 
on  a 

M      ^  —  vvv  M      ^  —  ssx 

F^  théorème  est  donc  démontré. 
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336.  Interprétation  géométrique.  —  Comme  dans  le  cas  du 
mouvement  absolu  (330),  il  existe  une  interprétation  géométrique 
simple  de  ce  théorème.  Soit  Gt'  le  moment  résultant  par  rapport 
au  centre  de  gravité  G  des  segments  représentatifs  des  quantités 
de  mouvement  relatives  mç?',  et  GS'le  moment  résultant  des  forces 
extérieures.  Le  théorème  exprime  que  la  vitesse  relative  par  rap- 
port aux  axes  Qx'y ^  de  l'extrémité  ^  du  premier  moment  est 
égale  et  parallèle  à  Tautre  GS'. 

337.  Applications.  —  i®  Théorème  des  aires.  Si  la  somme 
des  moments  des  forces  extérieures  est  nulle  par  rapport  à  un  axe 
de  direction  fixe  mené  par  le  centre  de  gravité,  l'axe  G 5',  par 
exemple,  on  a 

Le  théorème  des  aires  s'applique  alors  à  la  projection  du  mou- 
vement relatif  sur  le  plan  x'Gy^  le  centre  des  aires  étant  G. 

2®  Le  moment  résultant  des  forces  extérieures  par  rapport 
au  point  G  est  nul,  —  S'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures  ou 
si  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  aux  axes  G^', 

Fig.  190. 


Gy^i   Oz'  est  constamment  nulle,  on  a  l'intégrale  (8)  et  deux 
autres  analogues 


^9) 


Dans  ce  cas,  le  segment  GS'  (n°  336)  est  nul;  le  point  (s'  a  une 
vitesse  relative  nulle  et  le  segment  Go-'  est  constant  en  grandeur. 
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direction  et  sens  :  ses  projections  sur  les  trois  axes  Gx',  G^'',  G^ 
sont  les  constantes  A,  B,  G.  Le  théorème  des  aires  s'applique 
alors  à  la  projection  du  mouvement  sur  un  plan  quelconque  P  de 
direction  fixe  passant  par  le  centre  de  gravité,  car  on  peut  tou- 
jours prendre  un  tel  plan  pour  plan  x'Gy.  La  constante  des  aires 
sur  ce  plan  P  est  la  projection  du  segment  Gt'  sur  la  perpendi- 
culaire Gn  au  plan.  C'est  donc  sur  le  plan  II  perpendiculaire  à 
G^  que  cette  constante  prend  sa  valeur  maximum  :  ce  plan  s'ap- 
pelle yo/a/t  du  maximum  des  aires.  Sur  un  plan  passant  par  G^ 
la  constante  des  aires  est  nulle. 

3®  Application  au  système  solaire.  Plan  invariable  de  La- 
place.  —  Si  Ton  néglige  l'action  des  étoiles,  le  système  formé  par 
le  Soleil,  les  planètes  et  leurs  satellites  n'est  sollicité  par  aucune 
force  extérieure.  Si  donc  on  imagine  des  axes  de  directions  fixes 
menés  par  le  centre  de  gravité  G  du  système,  qui  est  placé  très 
près  du  Soleil,  le  moment  résultant  Gcr'  des  quantités  de  mouve- 
ment relatives  à  ces  axes  par  rapport  à  G  est  constant  en  gran- 
deur, direction  et  sens.  On  peut,  à  une  certaine  époque,  calculer 
les  projections  A,  B,  C  de  ce  segment  sur  les  axes,  en  calculant 
les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  de  tous  les 
points  du  système  par  rapport  aux  axes. 

Le  plan  II  perpendiculaire  au  vecteur  Go*'  ainsi  déterminé  a 
une  direction  constante  :  c'est  le  plan  du  maximum  des  aires.  On 
a  ainsi  un  moyen,  indiqué  par  Laplace,  d'obtenir  un  plan  inva- 
riable dans  le  système  solaire  Laplace,  en  déterminant  ce  plan  in- 
variable, avait  calculé  les  quantités  A,  B,  C  comme  si  les  planètes 
étaient  réduites  à  des  points  placés  à  leurs  centres;  Poinsot  com- 
pléta le  calcul  de  Laplace  en  ajoutant  les  termes  qui  proviennent 
de  la  rotation  des  planètes  sur  elles-mêmes,  termes  qui  ont  d'ail- 
leurs peu  d'influence  sur  le  résultat  final.  (Voir  Éléments  de 
Statique  de  Poinsot,  5*  édition,  note.) 

Les  mêmes  conclusions  subsistent  d'ailleurs  même  si  l'on  ne 
néglige  pas  l'action  des  étoiles  :  en  effet,  les  distances  des  étoiles 
aux  divers  points  formant  le  système  solaire  sont  tellemeol 
grandes,  par  rapport  aux  dimensions  du  système,  que  les  attrac- 
tions des  étoiles  sur  les  divers  points  du  système  sont  sensiblement 
parallèles  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces  points;  dès  lors 
ces  attractions  forment  un  système  de  vecteurs  équivalent  à  un 
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vecteur  unique  appliqué  au  centre  de  gravité  G  du  système  et  leur 
moment  résultant  par  rapporta  G  est  nul;  le  moment  résultant 
Go*'  des  quantités  de  mouvement  relatives  par  rapport  à  G  est 
donc  constant  en  grandeur,  direction  et  sens. 

4"  Mouvement  d'une  barre  pesante  dans  le  vide,  —  Soit  une  barre 
pesante  AB  ifig,  191)  lancée  dans  le  vide,  celte  barre  étant  regardée 
comme  une  droite  matérielle.  Le  centre  de  gravité  G  décrit  une  parabole. 
Si  l'on  mène  par  ce  point  des  axes  Gr',  Gj>'',  Gz'  de  directions  fixes,  lu 


l'i".   i(»i. 


y   li 


somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  chacun  de  ces 
axes  est  nulle,  car  les  forces  extérieures  sont  les  poids  qui  admettent  une 
résultante  unique  appliquée  en  G.  On  peut  donc,  dans  le  mouvement  relatif 
par  rapport  aux.  axes  x\  y\  z\  écrire  les  trois  intégrales  (8)  et  (9).  Soit/> 
le  point  de  la  barre  situé  à  Funité  de  distance  de  G  dans  un  sens  déter- 
miné, a,  6,  c  ses  coordonnées  par  rapport  aux  axes  Gx y  z\  m  un  point 
situé  à  une  distance  r  de  G,  /'  étant  positif  ou  négatif,  suivant  que  G  ///  est 
ou  non  de  même  sens  que  Gp.  Les  coordonnées  de  m  sont 


X  —  ra, 


)'—  rù. 


dx  da  dy  db 

dt    ~      dt  '  dt    "      dt 


Z    =  /T, 

dz^  __   ,dc 
~di  ~  '  dt 


L'intégrale  (8)  donne  donr 


db 

a  — ,- 

dt 


b^Yzmr'^=C, 
dtj 


où  la  somme  £/nr>,  étendue  à  tous  les  points  de  la  barre,  est  le  moment 
d'inertie  par  rapport  au  point  G. 
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De  mOinc  les  deux  intégrales  (9)  donnent 


( 


.de         db\^       ,       ^ 
dt  dt) 


da  dc\  ^       .      r^ 

\     dt  dt] 

Multipliant  par  6,  c,  a  et  ajoutant,  on  a  Téquation 

Aa-i-B6-+-Cc  =  o, 

qui  montre  que  le  point/?  reste  dans  un  plan  n  fixe  par  rapport  aa\  axe« 
Qtxy'z'  et  perpendiculaire  au  segment  G<t'  de  projections  A,  B,  C  :  c>*lle 
plan  du  maximum  des  aires.  Le  point/?  et  tous  les  points  de  la  barre  dé- 
crivent des  cercles  de  centre  G  :  comme  le  principe  des  aires  s*appliqae 
aussi  au  plan  D,  la  barre  tourne  autour  de  G  dans  ce  plan,  avec  une  vitesse 
angulaire  constante. 

5*  Système  pesant  déformable.  —  Un  système  pesant  quelconque  étant 
lancé  dans  le  vide,  son  centre  de  gravité  G  décrit  une  parabole:  si  par  ce 
centre  G  on  mène  des  axes  de  directions  fîxes,  la  somme  des  momeoH 
de^  forces  extérieures  est  nulle  par  rapport  à  ces  axes;  par  «uite.  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  relatives  est  constante 
par  rapport  à  tout  axe  mené  par  G,  et  le  théorème  des  aires  s'appliqne 
autour  du  point  G  à  la  projection  du  mouvement  sur  tout  plan  d'orien- 
tation fixe  mené  par  G  :  le  vectenr  G(t'  est  constant  en  grandeur,  direction 
<t  *en$. 

Far  exemple,  quand  un  homme  fait  le  saut  périlleux,  il  se  donne  au  dé- 
fart  one  certaine  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  d*un  axe  horizontal 
0«'  m^foé  par  son  centre  de  gravité;  si  le  corps  restait  rigide,  cette  Titesse 
«AZ'iIaire  se  conserverait  à  peu  près  et  ne  serait  pas  suffisante  ponr 
Emprîm^r  au  corps  une  rotation  complète  de  36o*  avant  qu'il  retombe  snr 
^  «•>!.  Mais,  une  fois  lancé,  l'homme  ramasse  son  corps  aotoor  du  centre 
•Sut  xnrité.  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  Taxe  diminue  et,  comme  la 

</^ 
vrnai'*  d*îs  moments  des  quantités  de  mouvement  £mr--r-  doit   rester 

^  dt 

tiîaf-iaate.  la  vitesse  angulaire  augmente  et  devient  suffisante  pour  qu'une 

rri-:'.  f.r;.>a  complète  soit  possible  avant  la  chute. 

ïrix.^  !-^c  ex«^mple,  Thomme  possède  une  vitesse  angulaire  initiale  qu'il 

*n^s:n>*.\\:t  p«r  le  Jeu  des  forces  intérieures;  mais  il  pourrait,  même  en  se 

.ttiu'.iix':  M.i^  vic<?55e  angulaire  initiale,  arriver  à  tourner  sur  lu î-séme  dans 

J^STiitti*     :  i^  r.(rtain  ansle.  C'e>l  ce  qu'on  voit  par  les  considérations  éè- 

^t:iia«3«^<^-i  iias  les  exemples  du  n*333;  ainsi  un  homme  lancé  dans  le  vide. 

•rvt;;  11  n:iT-ïïn-;at  de  translation,  pourrait  se  retourner  par  des  procédés 

aoaiii'^bt'i   1   'i*i.\  que  nous  avons  indiqués  à  la  fin  du  n*  333.  pour  un 

ia»*ei.  *ij.-*iiT  3i.i:it  sur  aa  plan  horiioatal  poli.  Cest  par  ces  mêmes  consi* 

-CKrmiiffi.-^  c  L  :a  •fxpU-^ue  comment  un  chat  arrive,  sans  aucune  aide  e&té- 

-«•u-'î.   1  *.*  rfcia-Ti-ir  «iaos  une  chute. 
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338.  Cas  général  où  les  théorèmes  des  projections  et  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  donnent  une  intégrale  première.  —  Le 
ihéoréme  que  M.  Pennachietti  a  donné  pour  les  fils  et  le  mouvement  d'un 
point  libre  (n**  131)  a  été  étendu  à  un  système  par  M.  KostelnikolT 
(Comptes  rendus,  t.  XGVIII,  p.  129).  Les  équations  qui  expriment  ces 
théorèmes  dans  le  mouvement  absolu  sont 

Supposons  qu'il  existe  des  constantes  a,  6,  c,/?,  ^,  r,  telles  que  les  forces 
extérieures  vérifient  la  condition 

\  a2:2X^-i-6SSYe-+-c2SZe-^/?22(j^Ze— ^Y^) 
''^  \  -f-  y  SSC^Xe-  xZ,)  -+-  rZZixY.-yXe)  =  o; 

on  a  alors  l'intégrale 
V^       dx        ,  'K^       dv  \^      dz  ^^      /     dz  dy\ 

2       1    dx  dz\  ^^      /     dy  djr\ 

caria  dérivée  du  premier  membre  de  cette  équation  est  nulle  en  vertu  des 
relations  (10)  et  de  la  condition  supposée  (11). 

La  relation  (11)  signifîe  que  le  moment  relatif  du  système  des  forces 
extérieures  et  d'un  système  de  vecteurs  (i\es  est  constamment  nul  (n°  ^6)\ 
alors,  le  moment  relatif  des  quantités  de  mouvement  et  du  même  système 
de  vecteurs  fixes  est  constant. 


III.  -  THÉORÈME  DES  FORCES  VIVES. 

339.  Démonstration*  —  Le  théorème  des  forces  vives  a  d'abord 
été  employé  par  Huygens  :  il  fut  énoncé  sous  une  forme  générale 
par  Jean  et  Daniel  Bernoulli.  Pour  le  démontrer,  nous  partirons 
eocore  des  équations  du  mouvement  d'un  point  m  du  système  : 

d*x 
m-^  =  SX, -h  IX,., 

d^y 
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En  appliquant  à  ce  point  le  théorème  des  forces  vives,  nous  avons 


mç 


Jm 

Si  ensuite  nous  faisons  la  somme  de  toutes  les  équations  ana- 
logues, il  vient 

(i)     d^^p^  =  2S(X/rf.r-^  Y/t//  H-  Zidz)  -+-  22(Xe^x  -+-  X^dy  -4-  Z^dz). 

La  somme  ^mv^  des  forces  vives  des  divers  points  se  nomme  la 
force  vive  totale  (Leiumtz).  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

La  différentielle  de  la  demi-force  vive  totale  du  système  est 
égale  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  les  forces  j 
tant  intérieures  qu^ extérieures. 


Il  est  très  important  de  remarquer  que  les  travaux  des  forces 
intérieures  ne  disparaissent  pas.  C'est  ce  qu'on  vérifie  immédiate- 
ment. Soient,  en  effet,  deux  points  m  et  //?'  (y?^.   '92)  situés  à 

V\%.  igj. 


èiV 


une  distance  /•  Fun  de  l'autre  :  l'action  de  m'  sur  m  est  une  cer- 
taine force  dirigée  suivant  la  droite  mm\  et,  inversement,  l'action 
de  m  sur  m'  est  une  force  égale  et  opposée.  Suivant  une  conven- 
tion déjà  faite  (88),  nous  appelons  action  mutuelle  F  des  deux 
points  la  valeur  commune  des  deux  forces  précédée  du  signe  -Hou 
du  signe  — ,  suivant  que  les  deux  points  se  repoussent  ou  s'at- 
tirent. Si  les  deux  points  subissent  un  déplacement  infiniment 
petit  quelconque,  leur  distance  varie  de  e/r,  et  la  somme  des  tra- 
vaux des  deux  forces  appliquées  aux  deux  points  est  (88) 


Ydr 


î 


nous  dirons,  pour  abréger,  que  c'est  là  le  travail  élémentaire  de 
l'action  mutuelle  des  deux  points. 

D'après  cela,  en  appelant  Fy,A  l'action  mutuelle  des  points  my 
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Cl  ntk  situés  à  la  dislance  rj^^Vnn  de  Taulre,  la  somme  des  travaux 
élémentaires  des  forces  intérieures  esl 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  points 
du  système  deux  à  deux. 
Le  théorème  des  forces  vives  s'écrit  alors 


(a)         d^^  =^^{\,dx-^\,dy-rZcdz)-^^¥j,kdrj,,, 


Considérons  le  mouvement  du  système  pendant  l'intervalle  de 
temps  fini  l  —  /,,;  dans  ce  mouvement,  toutes  les  quantités  qui 
figurent  dans  la  relation  (i)  ou  (2)  sont  des  fonctions  du  temps  : 
nous  avons  donc,  en  intégrant  de  /©  à  t^ 


^~r^  ^  /    ^^(y^cdx-r^edy-i-Zedz)-^  f    ^.Fj^idrjf,, 


n 


La  variation  de  ta  demi-force  vive^  pendant  V intervalle  de 
temps  fini  t  —  ^o»  ^^^  donc  égale  à  la  somme  des  travaux 
de  toutes  les  forces,  tant  intérieures  qu^ extérieures,  appliquées 
au  système, 

340.  Remarque  sur  les  corps  solides.  —  Si  le  système  esl  un 
corps  solide  dans  le  sens  de  la  Mécanique  rationnelle,  c'est-à-dire 
un  système  dont  tous  les  points  sont  à  des  distances  invariables 
les  uns  des  autres,  les  travaux  élémentaires  des  forces  inté- 
rieures ont  une  somme  nulle.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  distances 
rj^k  sont  toutes  constantes  :  on  a  donc 

^/V,A  =  o         el         ^Pj.kdrj^k^o, 

hk 

Donc,  pour  un  corps  solide,  la  différentielle  de  la  demi-force 
vive  est  égale  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  seules 
forces  extérieures. 


^1.  Cas  dajBS  lequel  racâcm  ■iifulla  de  ilfi  poirnss  do  sy»- 
tëne  est  femctiaa  de  leur  sesie  distaace.  —  Si  l'on  «oppose  que 
Faclioa  maCaelIe  F-.«  d^  «ieax  p<»rDt5  quelconque:»  m.  el  m  g  est 

ooe  foactioa  d-?  Uar  >eu>  .itfUn-:e  r,  s.  /îj  §ommtt  d^s  iracaux 

^  -  ' 

^l'.m^ncair^,§  d^^s  fon:'^.*  inttir  «rar^j  -«f  tf/i^f  diJf^reniielU  iota  le 
txact^  d'unii  foncUon  diis  dûiancffs  muiw^lUs.  En  efleU  on  a 
alor» 

Chaque  terme  -ie  U  ?^:-3ini*  »Je>  travaux  êlêoieotaîres  des  forces 
intrrne-^re*  >  F  i-Jr.  ^  e^t  aior?  ane  différentielle  ei.acle:  la 
««>aune  elle-mrtne  en  est  une. 

34'î.  CTas  où  le  théorème  des  forces  tîtcs  dosse  nne  mttfgnJA 
pre»ère-  —  Si  ^a  s>mine  des  traïaax  élémentaires  de  tonte?  les 
force*,  tant  intérieures  qu'e\ terre  ares,  est  une  différentielle  totale 

e'&acte  d'aoe  fonction  VI  x..  v..  ^ x..  v,.  j,   des  coordon- 

née^  des  p-î>înts  du  svsteme.  on  a 

h  désirant  une  constante  arbitraire  appelée  onsianie  desjorces 
r/»-e#.  L'înlézrafe  pretnirre  amsi  obtenoe  est  Yinié;zra/e  des 
fyrC'fs  riVe*.  La  fonction  L  est  la  ton^tîot  d^s  forces  - 

Pour  qae  celte  circocslance  se  présente,  il  fant,  mais  il  ne  suf- 
tit  pas.  que  fes  forces  intérieures  et  extérieure*  dépendent  unique- 
ment des  positions  et  non  des  vitesses  des  points. 

313.  HoBOgênéitê.  —  Si  Ton  prend  pour  unités  fondamentales 
les  unités  de  lon^urur.  temps  et  masse,  on  sait  qu'en  rendant 
I  u:iî:é  de  lonz:*^eur  /.  lois  pljs  j>etite,  celle  de  temps  t  fois  plus 
pe:::e.  celle  de  misse  -t  lois  plus  petite,  l'expression  d'une  Ion- 
r*-*'-!  es:  multlp  iée  par  /.,  oe'îe  d'une  masse  par  ;j.,  celle  d'une 

*::esse  car  ^:  îa  !or:e  \i\e  V'.lî-l-  est  donc  multipliée  par  ^^j-; 

i  43 Ire  f.ir:.  /expression  d'une  force  est  multipliée  par  ^»  et, 
fiiT  saiie,  celle  d'us  tra\ail    produit  d'une  force  par  une  looguear) 
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est  multipliée  par  ^—y'  Les  deux  membres  de  Téquation  des  forces 

vives  (2)  sont  donc  bien  du  même  degré  d'homogénéilé.  Si  le 
travail  est  exprimé,  par  exemple,  en  kilogrammèlres,  la  force 
vive  sera  aussi  un  certain  nombre  de  kilogrammètres.  Si  le  travail 
est  exprimé  en  ergs  {erg,  unité  de  travail  du  sjslème  C.  G.  S.),  il 
en  est  de  même  de  la  force  vive. 

344.  Exemple.  —  Appliquons  le  théorème  des  forces  vives  au  mouve- 
ment de  deux  points  matériels  libres,  de  masse  m  et  m\  s'attirant  l'un 
l'autre  suivant  la  loi  de  Newton  et  attirés  suivant  la  même  loi  par  un  centre 
fixe  O  de  masse  (x. 

Fig.  193. 


Le  système  mobile  est  ici  composé  de  deux  points  :  les  forces  intérieures 
sont  les  attractions  mutuelles  des  deux  points.  Si  l'on  appelle  rla  distance 

m  m'j  la  valeur  algébrique  de  l'action  mutuelle  de  m  et  ni  est  F  =  —  - — - — > 

et  son  travail  élémentaire  Fdr=^  —  - — - — dr.  Les  forces  extérieures  sont 

les  attractions  P  et  P'  du  point  O  :  si  l'on  appelle  p  et  p'  les  distances 
Ont  et  Om',  les  valeurs  algébriques  de  ces  attractions,  suivant  la  conven- 
tion faite  dans  la  théorie  des  forces  centrales,  sont  — "^    ,    >  — "^    ,^    , 

p«  p» 

et  leurs  travaux  élémentaires  — —^—r—do,  —       ,>    «P  ■ 

p*       ^  p*       ^ 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  donc,  si  l'on  appelle  v  et  v'  les  deux 
vitesses 

2  r»  p*       '^  p  >       '^ 

On  se  trouve  alors  dans  le  cas  du  numéro  précédent  :  le  second  membre 
est  une  différentielle  totale  exacte,  et  Ton  a  l'intégrale  des  forces  vives 


mp*        mV*  __  fmm'       fy^i       fv-'^' 


'1  %  r  p  p 


/ 


/*. 


34o.  Distinction  des  forces  en  forces  directement  appliquées 
et  forces  de  liaison.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  partagé 
Tensemble  des  forces  appliquées  à  un  système  en  deux  catégories, 
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les  forces  înlérieures  et  les  forces  extérieures.  Celle  disllnclion 
est  surtout  importante  dans  la  théorie  de  l'énergie,  comme  nous 
le  verrons  dans  le  §  IV.  Dans  beaucoup  de  questions  de  Méca- 
nique rationnelle,  et  surtout  en  Mécanique  analytique,  il  est  plus 
simple  de  partager  les  forces  appliquées  au  système  en  deux  autres 
catét'ories  :  les  forces  de  liaison  |)rovenanl  des  liaisons  impo- 
sées au  système  et  les  forces  directement  appliquées  ou  forces 
données  que  Ton  fait  agir  sur  le  système.  C/est  de  cette  façon 
que  Ton  classe  les  forces  quand  on  cherche  les  conditions  d'équi- 
libre d'un  syslème  à  Taide  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
(n**  157).  Nous  pourrons  alors  énoncer  le  théorème  des  forces 
vives  sous  la  forme  suivante  : 

La  différentielle  de  la  demi-force  inK-e  totale  est  égale  à  la 
somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  les  forces  y  tant 
données  que  de  liaison,  appliquées  au  système. 

346.  Cas  particulier  important  où  les  travaux  des  forces  do 
liaison  sont  nuls.  —  Si  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps. 
c'est-à-dire  exprimables  par  des  équalions  où  ne  figurent  que  les 
coordonnées  des  points  du  système  et  non  le  temps,  comme  au 
n°  176;  si,  de  plus,  les  liaisons  soni  parfaites,  c'est-à-dire  ont 
lieu  sans  frottement,  la  somme  des  travaux  élémentaires  des 
forces  de  liaison  est  nulle  pour  le  déplacement  réel  que  subit  le 
système  pendant  le  temps  dt.  En  effet,  dans  ces  conditions,  le 
déplacement  réel  du  syslème  est  és'xAcvam^ni  compatible  avec  les 
liaisons,  cl  la  somme  des  travaux  des  forces  de  liaison  est  nulle 
(n°  162).  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  et  s'il  n'y  a  pas 
de  frottements,  la  différentielle  de  la  demi-force  vive  est  égale 
à  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  directement 
appliquées. 

Il  peut  arriver,  dans  ce  cas  particulier,  que  la  somme  des  tra- 
vaux élémentaires  des  forces  directement  appliquées  soit  une 
différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  U  des  coordonnées  des 
points  du  syslème,  c'est-à-dire  que  les  forces  directement  appli- 
quées dérivent  d'une  fonction  de  forces  U  :  le  théorème  des  forces 
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vives  donne  alors  les  équations 

1  tn  i'* 
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•À 


=  U-h//, 


dont  la  seconde  est  l'intégrale  des  forces  vives. 

Remarque  7.  —  Quand  le  système  esl  à  liaisons  complètes 
(n°  168)  indépendantes  du  temps  et  sans  frottement,  le  théorème 
des  forces  vives  donne  immédiatement  l'équation  unique  du 
mouvement.  En  effet,  la  position  du  système  ne  dépend  alors  que 
d'un  paramètre,  et  le  théorème  des  forces  vives  fournit  une  équa- 
tion où  n'entrent  que  les  forces  données  et  qui  permet  de  calculer 
ce  paramètre  unique  en  fonction  de  t. 

Remarque  II.  —  Si  certaines  liaisons  dépendent  du  temps,  le 
travail  des  forces  de  liaison  correspondantes  n'est  pas  nul,  en 
général,  pour  le  déplacement  réel  du  système.  On  a  un  exemple 
élémentaire  du  fait  dans  le  mouvement  d'un  point  assujetti  à 
glisser  sans  frottement  sur  une  courbe  mobile  :  le  travail  de  la 
force  de  liaison  n'est  pas  nul  dans  le  déplacement  réel  du  point 
(n«2o8). 

347.  Application.  —  Chaine  homogène  pesante  glissant  sans  frotte- 
ment sur  une  courbe  fixe.  —  Soienl  2  /  la  longueur  de  la  chaine  AB,  p  la 
masse  de  l'unité  de  longueur,  et,  par  suite,  'i/p  la  masse  totale. 

Prenons  un  axe  O^  vertical  dirigé  vers  le  haut;  appelons  s  l'arc  de  la 
courbe  fixe,  sur  laquelle  glisse  la  chaîne^  compté  dep'jis  un  point  fixe  O' 


fcV 


jusqu'au  point  de  la  courbe  d'ordonnée  z\  la  courbe  étant  donnée, on  peut 
toujours  exprimera  en  fonction  de  5, 


(I) 


-  =  ?(^)- 


Cela  posé,  appelons,  en  particulier,  a  Tare  O'M,  du  point  O'  jusqu'au 
milieu  M  de  la  chaine,  point  qui  n'est  pas   le   centre  de  gravité  :  il  est 
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évident  que  la  position  de  la  chaîne  est  connue,  dès  qu'on  connait  7.  La 
chaîne  sur  la  courbe  forme  donc  un  système  à  liaisons  complètes  (n*  168>- 
La  chaîne  étant  supposée  inextensible  doit  être  regardée  comme  une  file 
de  points  matériels  liés  de  telle  façon  que  chacun  d'eux  esta  une  distance 
constante  de  celui  qui  le  précède  et  de  celui  qui  le  suit. 

Les  forces  appliquées  au  système  sont  :  i°  les  poids  mg  des  points  (forces 
données);  2"  les  réactions  normales  de  la  courbe  (forces  de  liaison);  3*  les 
actions  mutuelles  de  deux  points  consécutifs  (forces  de  liaison).  Si  Ton 
voulait  adopter  la  classification  en  forces  intérieures  et  extérieures,  les 
actions  mutuelles  des  points  consécutifs  seraient  des  forces  intérieures, 
les  poids  et  les  réactions  des  forces  extérieures. 

Quand  la  chaîne  glisse  sur  la  courbe,  les  travaux  des  forces  de  liaison 
sont  nuls;  il  est  aisé  de  le  vérifier  :  les  réactions  sont  normales  aux  dépla* 
céments  des  points,  l'action  mutuelle  F  de  deux  points  consécutifs  a  un 
travail  nul,  car  la  distance  de  ces  points  est  invariable.il  ne  subsiste  donc 
que  les  travaux  élémentaires  des  poids.  Pour  les  évaluer,  considérons  sur 
la  chaîne  en  m  un  élément  de  longueur  cX  dont  la  distance  Mm  au  point  M 
le  long  de  la  chaîne  soit  X,  X  étant  compté  positivement  dans  le  sens  AB, 
de  sorte  qu'on  aura  tous  les  éléments  de  la  chaîne,  en  faisant  varier  X  de 
—  /  à  -+-  /.  La  coordonnée  z  de  l'élément  ûX  est 

car  l'arc  O'm  est  ^  =  7  +  X.  Si  l'on  fait  glisser  la  chaîne  d'une  longueur 
d^  pour  l'amener  de  AB  en  A'B',  le  z  de  l'élément  8X  croît  de 

dz  =  o'((H-  X)  rfd, 

et  le  travail  élémentaire  du  poids  g^  8X  de  cet  élément  est 

—  g^  Vk  C/-5  =  — ^p  oX  ç'(ff-+-  X)  d^, 

La  somme  des  travaux  élémentaires  des  poids  de  tous  les  éléments  est  la 
somme  des  expressions  telles  que  la  précédente,  lorsque  X  varie  de  — /à 
H-  /;  c'est  donc 

—  g^d^  I       o'((j-i- X)  oX  =  — ^p  £/j[<p(ff-h /)— <p(ff — /)J. 

On  peut  écrire  cette  expression 

—  pgda{zi  —  ZQ), 

en  désignant  par  Zq  et  Zi  les  z  des  extrémités  A  et  B  de  la  chaîne.  On  Toit 
que  ce  travail  est  le  même  que  celui  que  l'on  devrait  effectuer  pour  trans- 
porter l'élément  AA' =  da  de  la  chaîne  d'une  extrémité  à  l'autre,  sans 
déplacer  le  reste  du  système. 
'  D'autre   part,  dans   le  mouvement  de  la  chaîne,  tous  les  points  m  oat 
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même  vitesse  v  =  -z-  :  la  force  vive  est  donc 

dt 

L'équation  des  forces  vives  est  alors 

la  forme  de  cette  équation  montre  que  Ton  aura  t  en  fonction  de  7  par 
deux,  quadratures  seulement.  Si  Ton  divise  les  deux  membres  par  dt  et  si 
Ton  effectue  les  différentiations  indiquées,  elle  devient 

^^>  dF----^ —i ' 

équation  analogue  à  celle  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  sous  l'action 
d  une  force  dépendant  de  la  seule  position.  Comme  vérification,  si  Ton 
suppose  que  la  longueur  /  de  la  chaîne  tende  vers  o,  le  deuxième  membre 
a  —  §^'{^)  pour  limite  et  l'on  retombe  sur  l'équation 

équation  du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  la  courbe  fixe. 

Comme  l'équation  du  mouvement  de  la  chaîne  ne  dépend  que  de  la  fonc- 
tion cp,  le  mouvement  restera  le  même  lorsqu'on  développera  le  cylindre  qui 
projette  horizontalement  la  courbe  donnée,  sur  un  de  ses  plans  tangents. 

Il  y  a  deux  cas  où  le  mouvement  du  milieu  de  la  chaîne  ne  dépend  pas 
de  sa  longueur  : 

i*  La  courbe  fixe  est   une    hélice  tracée  sur  un  cylindre  vertical.  On  a 

alors 

cp(5)  —  as, 

z  désignant  une  constante,  et  l'équation  (2)  se  réduit  à 

d^^ 


dt^ 


^a. 


équation  indépendante  de  /; 

Q,^  La  courbe  fixe  est  une  cycloïde  d'axe  vertical  ou  une  courbe  obtenue 
en  Tenroulant  sur  un  cylindre  vertical.  On  sait  que  dans  ce  cas  on  a  (250) 


5» 


?^^)=8H' 


par  conséquent  Téquation  du  mouvement  de  M  est 

d^  __  f_ 
dti   ~       4R''* 
A.,  II.  4 


DO 
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Dans  ces  deux  cas,  le  milieu  M  se  déplace  comme  un  point  matériel 
pesant  isolé  sur  la  courbe  (PuiSEUx,  Journal  de  Liouvilley  t.  VIII). 

Les  deux  formes  de  cp  que  nous  venons  de  considérer  sont  d'ailleurs  le» 
seules  qui  jouissent  de  cette  propriété.  En  effet,  si  l'équation  du  mouve- 
ment doit  être  indépendante  de  l^  on  doit  avoir 


o((j  -+-  /)  —  ÇD((J  —  /) 

il 


-V('). 


Chassons  les  dénominateurs  et  prenons  les  dérivées  secondes  par  rapport 
à  /  des  deiïx  membres,  nous  avons 

<p"( d  -+-/)  —  (p''((J  —  /)=  o 

quels  que  soient  (t  et  /;  il  en  résulte  que  la  fonction  o''{s)  doit  être  indé- 
pendante de  5, 

Si  k  est  nul,  on  en  tire 


c'est  le  cas  de  l'hélice. 
Si  A-  7^  o,  on  doit  avoir 


<p(5)  =  a(5  — 5o); 


équation  qui  caractérise  une  cycloïde. 

La  courbe  qui  porte  la  chaîne  peut  être  formée  de  plusieurs  parties 
géométriquement  distinctes.  Supposons-la  formée  d'une  horizontale  Ox  et 
d'une  verticale  descendante  OU.  Nous  avons  vu  que  l'équation  du  mouve- 
ment peut  s'écrire 


=  -^ 


il 


Si  la  chaîne  est  tout  entière  sur  la  partie  horizontale  Ox^  son  mouve- 

Fig.   195. 


XL. 
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0  = 


u 


Oo 


ment  sera   uniforme   puisque  l'on    aura 
conséquent, 


-i^-o=o(/^.    195),  et,  par 
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Si  Tune  des  extrémités  de  la  chaîne  a  déjà  dépassé  le  poiot  O  et  en  est  à 
une  distance  OB  =  u,  on  a,  en  comptant  a  à  partir  de  O  dans  le  sens 
AOB, 

-80=0,         -Si  —  —  w,         (J  =  w  —  /, 

et,  par  conséquent, 

d^u        g 

=  — - 1/  ■ 

dt^        il     ' 

le  point  B  se  déplace  donc  comme  s'il  était  repoussé  par  O  proportionnel- 
lement à  la  distance.  Cette  dernière  équation  n'est  valable  que  tant  que  A 
est  supporté  par  la  partie  horizontale;  lorsque  A  aura  atteint  0,1a  chaîne 
tombera  librement  d'un  mouvement  uniformément  accéléré. 

Calcul  de  la  tension.  —  Considérons  une  portion  A  m  de  la  chaîne 
terminée  au  point  m  tel  que  arcM/n  =  X,  on  peut  considérer  le  système 
qu'elle  constitue  comme  se  déplaçant  sous  l'action  des  poids  de  ses  divers 
éléments,  des  réactions  de  la  courbe  et  de  la  tension  T  au  point  m  comptée 
positivement  dans  le  sens  AB  {\o\t  Jig.  194). 

Si  Ton  applique  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  de  cette 
portion  de  chaîne  A  m,  on  trouve 

en  évaluant  les  travaux  des  poids  comme  précédemment,  remarquant  que 
le  travail  de  T  est  Tt/7,  et  appelant  z'  l'ordonnée  du  point  m. 

Divisons  par  dt  et  effectuons  les  différentiations,  il  vient,  après  suppres- 
sion du  facteur  -7-* 

dt 

d*7 
Remplaçons  —rj  par  sa  valeur,  nous  aurons,  tous  calculs  faits, 

T  -^   ^   [2/^((J-hX)  —  (/-t-)0?(<T-t-  /j  -(/  —  X)o(<T—  /)J. 

Si  Ton  applique  cette  formule  au  cas  de  l'hélice,  on  voit  immédiatement 
que  T  est  toujours  nul;  par  conséquent,  chacun  des  points  de  la  chaîne 
se  déplace  comme  s'il  était  isolé.  Il  peut  se  faire  qu'on  trouve  pour  T  une 
valeur  négative;  dans  ce  cas,  la  chaîne  se  replierait  sur  elle-même,  car  un 
élément  oX  subirait  une  pression  et  non  une  tension.  Pour  que  le  mouve- 
ment fût  réalisable  dans  tous  les  cas,  il  faudrait  supposer  la  chaîne  formée 
par  une  sorte  de  chapelet  de  petites  sphères  enfilées  sur  un  fil  flexible  ei 
glissant  dans  un  tube  de  même  rayon.  Alors,  si  T  est  positif  en  un  point, 
le  fil  y  est  tendu;  si  Test  négatif,  les  sphères  contiguës  pressent  l'une  sur 
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le  signe  Z  se   rapportant  aux  forces  données  Fi,  . . .,  F^,  car  les  travaux 

do!/    d'y    dz 
des  réactions  sont  nuls.  En  remplaçant  dans  le  second  membre  -r  *  -r  9  -n 

*  dt     dt     dt 

par  les  valeurs  trouvées  plus  haut,  ce  second  membre  devient 

mais  2(xY — ^X)  est  la  somme  des  moments  des  forces  données  par 
rapport  à  Oz\  c'est  donc  la  projection  N  sur  cet  axe  du  couple  résultant 
de  la  réduction  des  forces  données  à  l'origine;  quant  à  SZ,  c'est  la  pro- 
jection j&  de  la  résultante  générale  sur  le  même  axe.  L'équation  des  forces 
vives  peut  donc  s'écrire 


<')  dt 


en  effectuant  la  diiïérentiation,  cette  équation  prendra  la  forme 

(2)  M  (  A:*  -4-  -7-.     -77  -=  N  -i X-. 

Si  les  forces  extérieures  F  satisfont  à  la  relation 

N  H-  A  i  ^  o, 

•ITZ 

l'équation  ci-dessus  donne 

diii 

dt 

et  le  mouvement  est  uniforme. 

Dans  le  cas  général,  les  forces  peuvent  être  réduites  à  un  torseur,  c'est- 
à-dire  à  une  force  AR  et  à  un  couple  AG  dirigé  suivant  la  même  dorite; 

R  est  l'intensité  et  /?  —  —  la  flèche  de  ce  torseur.  Désignons  par  8  la  plus 

K 

courte  distance  des  droites  R  et  Oz^  et  par  a  leur  angle,  nous  aurons,  en 

effectuant  la  réduction  à  l'origine, 

i)  =  R  cosa,         N  =  G  cosa  ^  R8  sina, 

puisque  N  doit  être  la  somme  des  moments  par  rapport  à  O^  de  la  force  R 
et  des  deux  forces  qui  constituent  le  couple  G. 

Le  mouvement  de  la  vis  se  réduit  à  une  translation  et  à  une  rotation 
dirigées  suivant  Oz,  et  forme  ce  qu'on  peut  appeler,  avec  Bail,  une  torsion 

dont  l'intensité  serait  w,  et  la  flèche />'=  —  •  Avec  ces  notations,  l'équa- 

lion  des  forces  vives  prise  sous  la  forme  (1)  devient 

d~     M  (A:î-4-  -7— j  J  (u«     =  Rci)[(/?  -}- p' )cosol  -h  8  sinaj  dt. 


-:     l  I-    r'^TLME*. 


-.,:   -1^       -i:;.~T-^  t    -  ^  ^moixt  oe*  travaux  élémentaires  des 
[j— r   -f^    ï^-atrcr —_'  :«r  T.a'^:-:  fat  îorsrur  et  à  la  torsion, 

—  Nous  appliquerons 

-  «xi-iOi:  :  Trouver  le  mouvement  df 

Ij«"r-     ^  attirant   suivant    la   loi   de 

j-s^-T-  -î-  :*r  -ir   "^     "i    rr-  ^=s"ji.;-r«  rf^sfiectives  des  points  M|,  M|, 
'4    :   :::i—    l-rî-  *  --  ^r=-  XMiurnle--   zk  rr*  3>>iai5  ont  respectivement  poar 


T 


r  aisr  -  -- *^  r3-  T  --:  -  i.ii-s'  à  ix«:iii*=  f.'r^e  extérieure,  le  mouvement 
:•:  s.a  :  :  --r  :-  çt::.t  r<î  r^  •nli.ri'i  fc  msiforme,  ce  qui  donne  trois 
-ri Ai  .  1-  :-î.  —  :  ;  n  i  rm-rT.  ?  a-  .i  n^me  raison,  on  peut  appliquer 
*i  la-  rrzir  :-:>  i  .- — >  3».-  —._- :•  .-  i-i-v  :':^5p4an5  coordonnés,  ce  qui  donne 
-r-jo*  air^-*--:-  ?rr:3r.-r-r!N    .  1  HM":  foii  ea  obtenir  une  dernière  par  le 

yf  —    71  «  ■  ;  —  .Tl  j  »  ^  . 

f  j.i:t-  rar*     -i   s.^.nji»?   :->  :ri^iix  ^î-fsentaîres  des  actions   mutuelles 

•it  '•«  ^Jt  ' 

on  est  iiono  Jjusle  cji<  duae  l'onction  de  forces,  et  Ton  a 


i  ''il  ^îj 


7-^J-*- 


Hnins  a  domontré  Acta  matk^matîca,  t.  XI  )  que  les  intégrales  ainsi 
ohitMiui'H  '*out  les  seules  qui  soient  algébriques  par  rapport  aux  coordon- 
iiécH  (le^  oorpx  et  à  leurs  dérivées  premières;  M.  Poincaré  (ibid.,  t.  XIII) 
il  i^nMi  ijue  le  problème  des  trois  corps  ne  comporte,  en  dehors  des 
iiiirKi'i>l«'''  ri'dessus.  aucune  intég:rale  analytique  et  uniforme.  Enfin, 
M.  rainlt*>ê  (Mémoire  couronné.  Comptes  rendus,  17  décembre  1894)  a 
ih^niontrê  qu'il  ne  peut  pas  exister  d*autre  intégrale  qui  soit  algébrique 
iftulrmeiil  par  rapport  au\  dérivées  premières. 
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3oO.  Théorème  des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravité.  —  Le  théorème  des  forces  vives 
vient  d'être  établi  pour  le  mouvement  absolu  d'un  système.  11  est 
encore  vrai  pour  le  mouvement  relatif  par  rapport  à  des  axes 
animés  d'une  translation  rectiligne  uniforme.  Mais  on  ne  peut 
pas,  sans  modifications,  l'appliquer  au  mouvement  relatif  par 
rapport  à  des  axes  animés  d'un  mouvement  quelconque.  Il  existe 
cependant  un  système  d'axes  mobiles  particulier  par  rapport 
auquel  le  théorème  subsiste  sans  modifications  dans  l'énoncé  : 
c'est  un  système  d'axes  de  directions  fixes  passant  par  le  centre 
de  gravité.  On  a  ainsi  le  théorème  suivant  : 

De  même  que  le  théorème  des  moments  de  quantités  de 
mouvement,  le  théorème  des  forces  vives  s^ applique  au  mouve- 
ment  relatif  du  système  par  rapport  à  des  axes  de  directions 
fixes  passant  par  le  centre  de  gravité. 

Comme  dans  le  théorème  que  nous  venons  de  rappeler,  nous 
désignerons  par  $,  7),  JJ  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  et 
par  x\  y ^  z'  les  nouvelles  coordonnées  du  point  x^y^z^  par 
rapport  à  des  axes  Qfx\  Gy',  (jz\  parallèles  aux  axes  fixes  et 
menés  par  le  centre  de  gravité  G. 

Les  formules  de  transformation 

X-r~.X-\-\\  jrr=y^ri,  Z^Z'-r-l^ 

nous  donnent  pour  le  carré  de  la  vitesse  absolue  du  point  m 

=  [~d~)  ^  [-^-di )  -"'  y       dt       ) 

(dx'Y    [dr'Y     (ds'y-     /d\y-     /dr.y     /a:y 

'xdx    d^        7.dy  dr\        idz'  rfÇ 
~    dt     dt  "^     dt     dt  ~  '    dt     dt  ' 

oa,  en  désignant  par  V  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  par  v'  la 
vitesse  relative  du  point  M, 

ci  :_  \i  -Jr-  p  î  -^.    2,  •    — ^    -î-  1      *—     -  —    -"-  2   - 

'  dt    dt  dt    dt  dt   dt* 

multiplions  cette  équation  par  m  et  ajoutons  membre  à  membre 


^M  ^  c  ^       c  at  ^      dt  dt  ^ 

X  ,'  ^     c     f 

\^h  fy^it.1  .^^-.r  :-t  —     —     --'-  ?.:.!.:  uni*  en  verta  des  conditi 

r'     r-      cr 

I.  r».  -r  ^  .  1.  ?f .  1   =  II.         Lm«'  =  o, 

qui  eipriment  r*-^  .':r-.r"-r.*  i-r>  *ie«  mobiles  est  le  cenlre  de  g- 

ce  qui  démontre  le  tté-i'rènîe  >uîvaDt  : 

Théoilme  de  Roe3ig-   —  />!  force   reVe  rf'w/i  système 
égale  à  la  force  vi*'e  quaurnii  (a  masse  totale  concentrée 
centre  de  ^raiitê.  augmentée  de  la  force  vive  du  système  é 
le  moine  ment  relatif  par  rapport  à  des  axes  de  directions  fi. 
menés  par  le  centre  de  gra%rité. 


c 

c 

mis 


il 


Transformons  de  même  l'expression  de  la  somme  des  Ira 
élémentaires  des  forces  appliquées  au  système,  nous  avons 

Str  =  ZKXidx  —  \idy  -  Tidz    -  Zl^iK^dx  -4-  Y^dy  -f-  Z^dz  ) 
^  ^.ZiXtdx'-^  \idy-  Zidz      -  ZI,(Xedx'-h  Yedy'-^Zedz) 
-+-  d^  j  SSX/^  SSX,  ;  -  efr.  ;  S2  Y/-h  S2  Y^  j  4-  rfÇ  }  SSZ,-*-  SS3^^   1 

Or,  les  sommes  SSX/,  S^Y/,  SIZ/  sont  nulles  en  vertu  du  p^^*  *^ 
cipe  de  l'égalité  de  Faction  et  de  la  réaction;  puis  on  a 

2 

équation  que  Ton  obtient  en  efiectuant  la  combinaison  des  fon^:— 
vives  sur   les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité, 
nous  reste  alors 

Vç:  ^  ,/!^^^  ^^  vv(X,^y-    Y/dfy-r-Z/tfV)-i-2Z(X,d:r'~\,<fy^ 
Kovonant  à  Téquation  des  forces  vives 
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et  x^^Muplaçanl  les  deux  membres  par  les  valeurs  que  nous  venons 
de    ^x^ouver,  nous  arrivons  à  Téquation 

C^t,t.c  équation  est  composée  avec  les  vitesses  et  les  déplacements 
relsitîfs,  comme  l'équation  des  forces  vives  avec  les  vitesses  et  les 
dé  j>lacements  absolus.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

X^a  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  intérieures  ne 

dépendant  que  des  variations  des  distances  mutuelles  des  points 

esV,    dans  les  deux  équations,  égale  à  ll¥ j^i^drj^k]  mais  la  somme 

des    travaux  des  forces  extérieures  n'est  pas  la  même  dans  les  deux 

éc|^iations. 

Cela  résulte  aussi  du  calcul  précédent,  car  on  a  trouvé 

Z^{\idx  -f-  \idy  -^  Zidz)  r^  I.I.(Xidx'-^Yidy-r-  Zidz'  i, 

ce  qui  prouve  que  les  sommes  des  travaux  élémentaires  des  forces 
intérieures  sont  les  mêmes  dans  le  déplacement  absolu  et  le  dé- 
placement relatif  par  rapport  aux  axes  considérés;  tandis  qu'on 
3  trouvé 

ZI.(Xedx-h  \edy  -^Zedz)  --  22 ( X<.é/ar'-+-  "iedy-^Ztdz) 
-\-  S2(X,rf$    -Y^t/Ti-!-Z,ûfÇ), 

^^    C|\ji  montre  que  les  sommes  des  travaux  des  forces  extérieures 
^^  Sont  pas  les  mêmes  dans  les  deux  déplacements. 

-^însi  lorsque  certains  corps  du  système  sont  assujettis  à  des 

"^tsons  sans  frottement  avec  des  corps ^j:e5,  les  forces  de  liaison 

^^****cspondantes  sont  extérieures  au  s^'Stème  :  leurs  travaux  élé- 

^*>taires  sont  nuls  dans  le  déplacement  absolu;  £75  ne  le  sont 

nécessairement  dans  le  déplacement  relatif  par  rapport  aux 

»  Gx\y,  z'  (voir,  dans  les  exemples  suivants,  l'exemple  III). 


,  1.  Exemple  I.  —  Système  pesant  dans  le  vide.  —  Quand  on  lance 

*^^  le  vide  un  système  pesant  quelconque  libre,  le  centre  de  gravité  du 

^^^^me  décrit  une  parabole.  Menons,  par  le  centre  de  gravité,  des  axes 

-         directions  fixes,  G-s'  étant  la  verticale   ascendante  :  le  théorème  des 

*"^^<s  vives  s'applique  au  mouvement  relatif  du  système  par  rapporta  ces 

^s.  Les  seules   forces   extérieures   étant   les  poids,  les  projections  du 


A 1  ]  I    :  -       nli 


-AT 


n  X.  <I^  a  doDC 


„  If'-^.     *S- 


^m^.  Zmds'  sont 


•:  ur\  «es  G  y.  G/', 
Si  le  «TÇtême  est 


»*- 


:  sê  fP^LT  jvc&â  pesants  A  el  B 
*a/i  -  XI'  X.B  ^k7  tlnstique  sans 
xdiir-f^ltf  ds  fil  étant  i/, 
r  ir.  sa  tension  T 


4.'»i.::îr*ïr  .  - 


.   !=*!>  o^vk  p:i»t5  «ont  lancés 
^.i  miii^i  te  t-î  oirrr^  E»e  purabolc  comme 


«ni-    r-    -    .-. 

•_  IsuL-  r-  n- ••f.-;nr-ir  "^«iTr  i«r  '-*uijif«^  à  dî*  axe*  Gx ,  jk'.  j'  de 
.irr-^..  L-  i:.—  nr-'ir—  i^-  T-  rr  niiiOKTir  r-r-iiifciiiû  Or  de»  quantités  de 
iijiT'-'nrtiî  •-:.••.'-—  j-Ai-  -»u»i-'t-  vi  iMiai:  ^  *-5C  rMitanl  en  grandcor, 
v.rrr'.-  •!  ^  mir-  i  j..  tr^tniait  f  k  tiivirtoi»*  Dfs  aire*  s'applique  à  la 
i«"".*^-tT"-»  •!   I  i  n.'  «t" -'iir-ii   -51.-    'ijài'ui  £tr*  "i^iiîs  j«*AX:s  de  coordoonées. 

S  .«1  m *■}»".. -r  r  '  z  i-r^  .-•••<-ti faillir**  rftati»**  de  A.  celles  de  B 
*<--'i:   —s     —  •      — «     '.-:  JT  zirt'ir^'iatt   ûss-  !..•>?*•  *'e\  prime  par  les  trois 
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ce  qui  montre  que  la  lizne  AB  re*te  dans  un  plan  n  de  direction  fixe 
passant  par  G  :  ce  plan  perpendiculaire  à  G»  est,  dans  le  mouvemeoi 
relatif,  le  plan  du  maximum  de*  aires.  I^  pn^iiion  de  ce  plan  est  d^ailleur» 
indépendante  des  forces  intérieures,  c'est-à-dire  de  faction  mutuelle  des 
deux  points. 
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Prenons  alors  le  plan  II  pour  plan  x'Gy'  et  deux  axes  Gx\  Gy'  de 
directions  fîxes  dans  ce  plan  :  appelons  r  et  0  les  coordonnées  polaires 
de  A  dans  ce  plan;  celles  de  B  seront  r  et  6 -^  71.  L'équation  des  aires 
donne 

Appliquons  l'équation  des  forces  vives  au  mouvement  relatif  autour  du 
centre  de  gravité.  Les  travaux  élémentaires  des  poids  seront  nuls 
(exemple  I);  il  suffît  donc  de  tenir  compte  du  travail  des  deux  tensions 
du  fil  sur  les  deux  points  A  et  B.  Ces  tensions  jouent  le  rôle  d'une  attrac- 
tion mutuelle  des  deux  points  ayant  pour  valeur  algébrique  —  mk^(r  —  /). 
Les  deux  points  ont  évidemment,  par  raison  de  symétrie,  la  même  vitesse 
relative  v'  par  rapport  aux  axes  Gx',  ^'  :  on  a  donc 

d—-—  =  -  mk^{r  -  l)d(2r), 
car  la  distance  mutuelle  des  points  est  ir.  En  intégrant,  on  a 

ou  enfin,  en  remplaçant  p'*  par  son  expression  en  coordonnées  polaires, 

^. ,..*„;-,<.-,,,*. 

Ces  deux  équations  (i)  et  (2)  déterminent  r  et  0  en  fonction  de  t.  Si 
ion   veut  la  trajectoire  relative  d'«in  des  points  dans  le  plan  II  autour 
^^  G,  il  suffît  d'éliminer  dt  entre  ces  deux  équations  :  on  a  ainsi  l'équa- 
^'on  différentielle  de  la  trajectoire 


(')  rfe  - 


r 


)/hr^—k^r*(r—ly-—C^ 


^^   il  faut  prendre  -+-  ou  — ,  suivant  que  r  varie  ou  non  dans  le  même  sens 

q«^  0. 

*-a  valeur  initiale  de  r,  ro>  /  rend  le  polynôme  sous  le  radical  positif  : 

^^ïïïme  ce  polynôme  est  négatif  pour  r  —  o  et  r  =  »,  il  est  évident  que  r 

^^Vra  rester  compris  entre  deux  racines  a  et  p,  et  pourra  seulement  varier 

^^  l'une  à  l'autre.  D'après  l'équation  (i),  6  varie  toujours  dans  le  même 

*^iis  et  la  courbe  est  analogue  à  celle  que  décrit  la  projection  horizontale 

^*un  pendule  sphérique  (n°  277,  Jig.  168). 

Mais  il  faut  remarquer  que  nos  formules  supposent  essentiellement  que 

/•reste  supérieur  à  /;  si  r,  à  un  moment  donné,  devenait  égal,  puis  infé- 

r/eur  à  /,  le  fîl  ne  resterait  pas  tendu,  la  force  T  disparaîtrait  comme  si  A 

devenait   nul,  les  deux   points  pesants  deviendraient  indépendants  et,  à 

partir  de  ce  moment,  leurs  trajectoires  relatives  dans  le  plan  II,  autour 


6o 


DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 


(le  G,  deviendraient  des  segments  de  droites  jusqu'au  moment  où,  le  fil  se 
tendant  de  nouveau,  la  force  T  reparaîtrait.  Dans  ce  cas,  la  trajectoire  re- 
lative se  composerait  alternativement  d'arcs  de  la  courbe  (  3  )  quand  r  >  /, 
et  de  segments  de  droites  raccordant  ces  arcs  quand  r  <  /.  Pour  que  ce 
cas  se  présente,  il  faut  et  il  suffit  que  /  soit  compris  entre  les  racines  a  et  ^ 
du  polynôme  entre  lesquelles  varie  r. 

Exemple  III.  —  Trouver  le  mouvement  de  deux  points  matériels 
pesants  X  et  là  de  même  masse  m,  reliés  l'un  à  l'autre  par  une  tige 
rigide  et  sans  masse  de  longueur  7.1  et  assujettis  à  glisser  sans  frotte- 
ment ^  Vun  A  sur  un  axe  vertical  fixe  Oj*,  Vautre  B  sur  un  a^e 
horizontal  fixe  Oy. —  Les  forces  extérieures  appliquées  au  système  sont 
les  poids  m,g  des  deux  points  et  les  réactions  normales  P  et  Q  des  deux 
axes  {fig.  196)-  Le  système  étant  à  liaisons  complètes  indépendantes  du 
tem,ps,  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement 
absolu.  Le  centre  de  gravité  G  du  système  est  au  milieu  de  AB  :  la  dis- 
lance OG  —  /  et  l'angle  xOG  a  une  certaine  valeur  variable  0.  Les  coor- 

Fig.  196. 
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données  de  A  et  B,  étant,  pour  A,  x    -  'x/cosô  et,  pour  B,  y  —  i/sinO,  la 

force  vive  du  système  est  ^ml^l--^-\   ;    le  travail  élémentaire  du  poids 

mg  de  A  est  mgdx  ou   — imglsïnb  dby  le  travail  du  poids  de  B  est 
nul.  On  a  donc  l'équation  des  forces  vives 

^fam/îf^)*]  --im^/sine^B. 
qui,  par  l'intégration,  donne,  après  division  par  2m/', 


(4) 


( 


^0\-  g,  ^  , 


h  désignant  une  constante.  Gette  équation  est  identique  à  l'équation  du 
mouvement  d'un  pendule  simple  de  longueur  /.  Le  mouvement  est  oscil- 
latoire ou  révoluiif  suivant  que  h  est  compris  entre  —  i  et  -+- 1  ou  supé- 
rieur à  I. 


CHAPITRE    XVIII.    —    MOUVEMENT    DES    SYSTÈMES.  6l 

Remarque.  —  On  peut  aussi  appliquer  le  théorème  des  forces  vives  au 
mouvement  relatif  autour  de  G.  La  force  vive  relative  par  rapport  au\ 

/  a/a  ^    2 

ax.es  Gj*',  y  de  directions  fixes  menés  par  G  est  iml'^  (  77"  )   >  '®  somme 

des  travaux  élémentaires  des  deux  poids  de  A  et  B  est  nulle  dans  le  dé- 

\Aacement  relatif  par  rapport  à  ces  axes;  mais,  par  contre,  les  travaux 

des  réactions  normales  P  e<  Q  dans  ce  déplacement  relatif  ne  sont  pas 

f^uiSf  car  les  déplacements  élémentaires  relatifs  des  points  A  et  B,  pour 

«n  observateur  attaché  aux  axes  Gx',  y,  sont  des  arcs  de  cercle  décrits 

de  G  comme  centre  avec  GA  et  GB  comme  rayons,  et  ces  arcs  ne  sont  pas 

l>erpendiculaires  aux  forces  P  et  Q.  On  aura  donc,  en  écrivant  l'équation 

<les  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Gx'  et 

Oy,  une  équation  contenant  P  et  Q.  En   remarquant  que  le  point  A  a 

pour  coordonnées  par  rapport  à  ces  axes 

(A)  ar'=/cosO,         y  =  —  /sinO, 

que  le  point  B  a  pour  coordonnées  —  x'  et  —  J^',  et  que  les  forces  P  et  Q 

ont  pour  projections  (o,  P)  et  (Q,  o),  on  a  pour  les  travaux  élémentaires 

•le  ces  forces 

Pdy^qd(  —  x'), 


rt  l'équation  des  forces  vives  cherchée  est 

=:/(Qsin8  — PcosOiûfO. 


"i-'-fS) 


[ 


s  /  -J 


Les  réactions  figurent  dans  cette  équation,  qui  pourrait  être  employée 
avec  une  autre  pour  déterminer  P  et  Q.  Mais  il  sera  plus  simple  de  cal- 
culer P  et  Q  directement  en  écrivant  les  équations  du  mouvement  absolu 
du  centre  de  gravité  G  projeté  sur  Ox  et  O^  :  on  a  ainsi  les  équations 

d*^  d*7 

où 

^  —  /cosô,         7)  —  /sinO. 

En  calculant  les  dérivées  secondes  de  J  et  t)  par  rapport  à  ^  et  rempla- 

rant  (  -    )    et  -7-j  par  leurs  valeurs  tirées  de  (4)  on  aura  P  et  Q  en  fonc- 

lion  de  0.  Les  signes  de  P  et  Q  donneront  les  sens  de  ces  réactions,  qui, 
ror  la  figure  196,  ont  le  sens  qu'elles  auraient  si  elles  étaient  toutes  deux 
positives. 

IV.  -   ÉNERGIE. 

332.  Système  conservatif.    —    Considérons   un    système   dans 
lequel  les  forces  intérieures  (X/,  Y/,  Z/)  dépendent  uniquement 
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des  posilions  des  poinls  et  dérivent  d'une  fonction  de  forces 
U/(^i,  J'i,  5i,  j:^,  J^2î  ^2>  •  •  •>  ^n^yn-i  ^n)  que  nous  supposerons 
uniforme. 

On  a  alors  identiquement 

2S(  X,  dx  -+-  Y/  e/j^  -r-  Zi  dz  )  =  dVi. 

Ce  fait  a  lieu  en  particulier  quand  l'action  mutuelle  de  deux 
points  quelconques  du  système  dépend  uniquement  de  leur 
distance  (341). 

Quand  cette  fonction  U/  existe,  le  système  est  dit  conservatij , 

Un  tel  système  est  caractérisé  par  ce  fait  que,  lorsqu'il  passe 
d'une  configuration  ^C|)  à  une  configuration  (C2),  le  travail  total 
des  forces  intérieures  est  indépendant  de  la  façon  dont  on  amène 
le  système  de  la  première  configuration  à  la  dernière. 

En  effet,  si  U/  existe,  la  somme  des  travaux  des  forces  inlë- 
rieures,  d'une  configuration  à  Fautre,  est 

f         ZZ^\idx-^\idy-^Zidz)  ^    /         rfU,-vU/),-^U,),, 

(L/)i  et  {Vii)'!  étant  les  valeurs  de  la  fonction  U/  correspondant 
aux  deux  configurations.  Le  travail  G/  ne  dépend  donc  que  des 
configurations  initiale  et  finale  (C|  j  et  (Ca). 

Réciproquement,  si  le  travail  des  forces  intérieures  ne  dépend 
que  de  la  configuration  initiale  et  de  la  configuration  finale,  le 
système  est  conseri'atif,  la  fonction  U/  existe.  En  effet,  prenons 
une  configuration  initiale  fixe  ^Co)  et  soit  (C)  une  configuration 
quelconque  :  par  hypothèse,  le  travail  ç,-  des  forces  intérieures, 
quand  le  système  passe  de  vCo)  à  ^C),  ne  dépend  que  de  (Co,i 
et  (C;.  Le  travail  ê|  varie  seulement  avec  le  choix  d'une  configu- 
ration finale  \^C  1  :  il  est  une  fonction  des  coordonnées  J?i,^i,  5|, 
•^2)  yii  ^2^  ••••  '^n^  yn^  ^n  des  points  du  système  dans  cette 
configuration  : 

Si  Ton  fait  passer  le  système  de  la  position  i^C)  à  une  con- 
figuration infiniment  voisine  correspondant  aux  coordonnées 
X,  -T-  i/xu^i  —  </>  ,,  ....  Z/t-T-  dz,tt  le  travail  Ç/  des  forces  inté- 
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rieures  augmente  de  la  quantité 

d(Bi=  "LZiXidx-^-Yidy-^-  Zidz)\ 

donc  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  intérieures  est 
une  difiTérenlielle  totale  exacte  d'une  fonction  S/ des  coordonnées. 
Le  sjslème  est  conserva tif. 

3o3.  Énergie  potentielle.  Signiflcation  mécanique.  —  La  fonction 

des  coordonnées  l\{x^y^^  Zt,  Xo,  .  .  . ,  Xn-^yn-,  Zn)  =  —  U/-h  consl. 
s'appelle  énergie  potentielle  du  système.  Celle  fonction  n'est 
donc  définie  qu'à  une  constante  près.  Nous  supposerons  la  constante 
choî  sic  de  façon  que  l'énergie  potentielle  II  s'annule  dans  une  posi- 
Uoa  déterminée  (Cq).  Alors  la  valeur  IT  de  l'énergie  potentielle 
du  sj/$tème,  dans  une  configuration  quelconque  (Cj,  est  égale 
à  la  somme  des  travaux  des  forces  intérieures  quand  le  sys- 

^^^^e  passe  de  la  configuration  actuelle  (C)  à  la  configuration 

^P^ciale  {Co )  dans  laquelle  U  est  nulle, 
En  efTet,  pour  un  déplacement  infiniment  petit  du  système,  la 

somme  rfS,  des  travaux  élémentaires  des  forces  intérieures  est 

d^i^  dVi  =  —  dn. 

D'où,  en  appelant  G/  le  travail  des  forces  intérieures  de  la  position 
actuelle  '  C )  à  la  position  (Co), 

G/r^  —  /       ^n  r^n  — no=n, 

car  rio  est  sifpposé  nul;  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Le  choix  de  la  configuration  spéciale  (Cq),  pour  laquelle  on 
convient  de  regarder  l'énergie  potentielle  comme  nulle,  est  arbi- 
traire. Quand,  parmi  toutes  les  configurations  possibles  du  système, 
il  en  est  une  qui  rend  U/  maximum,  et  par  suite 

n  —  —  U|-f-  const. 

minimum,  on  choisit  ordinairement  cette  configuration  spéciale 
pour  la  configuration  (Cq),  dans  laquelle  II  s'annule.  Alors,  pour 
toutes  les  autres  configurations,  II  est  positif.  Dans  ce  cas,  la 
configuration  (C>o  >?  correspondant  à  un  maximum  de  la  fonction 
des   forces  U/,  est   une  position    d'équilibre    stable  du   système 


^ 


-«'^ — ■ 


js»i«*>»»* 


ir 


I»*  /»^- 


V-        rr 
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î'esl  là  le  principe  de  la  conservation  de  V énergie.  Ainsi,  quand 

ie   sjslème  se  déplace,   sans  qu^aucune  force   extérieure    agisse, 

l'énergie   cinétique    et  l'énergie    potentielle    varient,   mais    leur 

somme   reste  constante.  Ces  deux  sortes  d'énergie,  quoique  de 

nature  différente,  se  transforment  l'une  dans  l'autre. 

Remarque,  —  Supposons  qu'on  prenne  pour  unité  de  travail 
le  kilogrammètre,  l'énergie  potentielle  étant  un  travail  (353)  sera 
eiprimée  par  un    certain    nombre   de  kilogrammètres  ;   l'énergie 

cinélique est  aussi  exprimée  par  un  nombre  qui  représente 

des  kilogrammètres  (n°  343  ). 
L'énergie  totale  est  donc  un  certain  nombre  de  kilogrammètres. 

3oo.  Signification  mécanique  de  l'énergie  totale.  —  Soit  C\ 
l'énergie  du  système  à  un  instant  t^  ;  si  aucune  force  extérieure 
n'agissait  sur  le  système,  il  conserverait  indéfiniment  cette 
énergie  ^\ .  Faisons  agir  sur  lui  des  forces  extérieures  (X^,  Y^.,  Z^), 
de  façon  à  le  faire  passer  de  l'état  actuel  à  l'état  final,  où  son 
énergie  6  est  nulle,  La  formule  (2)  nous  donnera 


•*   -  —  Ç.. 


*-i  " 


Donc  l'énergie  totale  du  système  est  égale  et  de  signe  con- 
traire au  travail  des  forces  extérieures,  qu'il  faudrait  faire 
agir  sur  le  système,  pour  le  ramener  de  Vétat  actuel  à  l'état 
spécial  pour  lequel  l'énergie  totale  est  nulle. 

Cet  étrtt  spécial  est  l'immobilité  [v  =■  o)  dans  la  position  spé- 
ciale (Co)  011  n  est  nul. 

Comme  Ci  est  positif,  le  travail  (5^  des  forces  extérieures 
nécessaires  pour  réaliser  la  transformation  demandée  est  négatij, 
c'est-à-dire  que  le  système  fournit  alors  du  travail  au\  corps 
extérieurs.  Pour  préciser  ce  point,  tirons  tout  d'abord  une  con- 
séquence immédiate  de  l'équation  (2). 

Supposons  que  te  système  n'agit  mécaniquement  au  dehors 
que  par  des  corps  solides  en  contact  avec  lui  par  les  mêmes 
points  ou  liés  à  lui  par  des  liens  rigides.  Alors  les  forces  exté- 
rieures appliquées  au  système  sont  les  actions  (X^,  Y^,  Tj^)  de  ces 
corps  solides  sur  lui;  évidemment  le  système  réagit  sur  les  corps 
solides  extérieurs  et  exerce  sur  eux  des  actions  (  —  X^,  -  Y^,  —  Z^) 
A.,  11.  5 


'^nt  «»ii  iTrintic*   ^vi»*!  [•;  -tj^rffn»*     r     -îa  M.  il  dXi»rce  sur  le  sjs- 
f^'iiuî  finit  iortut  ^xliiTZiiiwn  F^       nv'îrwniear.   Le  ST^tème  exerce 


-««If  le  corp-*  une  action  P^  éz*kl«  •ît  oppo^éi;.  Qoaiid  le  système 
te  déplace,  le-t  >ieax  forces  é:r^le'i  ♦ît  opp>-?èes.  F^et  F^,  appliquées 
^  de%  poînti  matériei?  pbcet»  en  M  et  sa  bissant  le  même  dépla- 
cement. pro«iaisent  «ies  travani.  ê:raai.  et  de  si^es  contraires. 
f»oc  U  ^>mme  e^  des  travaux  de  toutes  les  forces  extérieures 
î>ppli^|oée't  au  STstème  est  alors  é*zale  et  de  signe  contraire  à  la 
-lomme  ^^  à'^^  travaux  des  actions  exercées  par  le  STStème  sur 
U:^  corp^  -^olide^  en  contact  avec  lui 

I>;  travail  ê^  de^  actions  exercées  par  le  svstème  sur  les  corps 
f-xlérienr-ï  en  contact  est  le  travail  exléneur  produit  ou  accompli 
p^r  le  ^y^lf-.me,  travail  qui  peut  d'ailleurs  être  positif  ou  négatif. 

Kn  consid/rrant  le  mouvement  du  svstème  de  finstant  /|  à  Tins- 
fan  t  /.  nou-i  avons  trouvé  que  la  variation  C  —  d  de  l'énergie  est 
/•gale  4  la  somme  ê^des  travaux  des  forces  extérieures.  On  a  donc 

Ci  —  t-ir,. 

Donc,  si  le  sy stibine  nagil  mécaniquement  au  dehors  que 
ftar  (IrM  corps  solides  en  contact  ai^ec  lui  ou  reliés  à  lui  par  des 
lif'ns  rif^ides,  V énerf^ie  perdue  est  égale  au  travail  produit 
jifir  le  système  sur  les  corps  extérieurs, 

Kfi  particulier,  supposons  que  le  système  passe  de  Fétat  actuel, 
oi'j  ftori  <';ncrgic  totale  est  £|,  à  cet  étal  iinal  particulier  où  son 
«•nergir  totale  C  est  nulle,  c'est-à-dire  où  le  système  est  immobile 
diin»  la  configuration  spéciale  (Go»  pour  laquelle  II  est  nulle.  Alors 
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Téquation  devient 


Cl  =  Ç!.. 


L'énergie  que  possède  le  système  est  donc  égale  au  travail  exté- 
rieur qu'il  peut  fournir  de  la  manière  indiquée^  quand  il  passe  à 

l'état  dans  lequel  son  énergie  est  nulle.  Comme  l'énergie  ^ h  IT 

est  essentiellement  positive  et  a  pour  minimum  zéro,  le  travail 
extérieur  fourni  ainsi  par  le  système,  quand  il  passe  de  l'état  actuel 
à  l'état  spécial  où  son  énergie  est  nulle,  est  le  plus  grand  qu'il 
puisse  fournir. 

D'après  cela  on  peut  énoncer  les  propositions  suivantes  que 
nous  empruntons  à  un  article  de  M.  Maurice  Lévy  Sur  le  principe 
rfe /'e/ie/*o^/e  (Gauthier-Vil lars,  1888)  : 

L'énergie  totale  d^ un  système  à  un  instant  quelconque  est 
le  travail  utile  maximum  qu'il  est  possible  de  se  procurer  en 
utilisant  les  vitesses  acquises  et  les  forces  intérieures  du  sys- 
tème. 

Dans  cet  énoncé  on  suppose,  bien  entendu,  que  le  minimum  de 
n  est  zéro,  comme  nous  l'avons  expliqué  plus  haut. 

L^ énergie  cinétique  du  système  à  un  instant  est  le  travail 
utile  maximum  qu  il  est  possible  de  se  procurer  en  n'utilisant 
que  les  vitesses  acquises  à  cet  instant  par  les  différents  points 
(lu  système,  sans  utiliser  aucune  des  forces  intérieures  qui  le 
sollicitent. 

L'énergie  potentielle  à  un  instant  est  le  travail  utile  maxi- 
muni  qu  il  est  possible  de  se  procurer  en  n' utilisant  que  les 
forces  intérieures  du  système,  sans  utiliser  les  vitesses  acquises 
par  ses  points. 

Lorsque  des  forces  extérieures  agissent  sur  un  système,  on  dit 
qu'elles  sont  motrices  quand  elles  tendent  à  accroître  son  énergie, 
et  résistantes  quand  elles  tendent  à  la  diminuer. 

356.  Exemples.  —  i'  Points  matériels  s* attirant  proportionnelle- 
ment à  la  distance.  Soit  un  système  formé  de  deux  points  libres  tn  et 
tn  îs'attirant  proportionnellement  à  leur  distance  r.  Leur  action  mutuelle 
est  —  fxr  où  fjL  >  o,  et  le  travail  de  cette  action  mutuelle  est 


1^ 


rdr  =  d{  — 


fir* 


(-'-t)- 
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On  a  donc  actuellement  U|  —  —  — — •  Cette  fonction  est  toujours  néga- 
tive, excepté  pour  r  =  o  où  elle  est  nulle,  et,  par  suite,  maximum.  Nous 
prendrons  alors 

n 


ar* 


•;• 


Cette  énergie  potentielle  est  toujours  positive,  excepté  quand  r  =  o.  La 
conflguration  spéciale  (Cq)  est  donc  ici  celle  qui  consiste  à  mettre  les 
deux  points  en  contact.  L'énergie  cinétique  est 


et  l'énergie  totale 


mv^  -+-  m' p'* 


'À 


^  __  mv^ -^  m' v'^        |xr' 


•À 


Supposons  qu'a  l'instant  t  =  o  les  deux  points  soient  immobiles  et  en 
contact  :  alors  Co  =  o,  Cet  état  persiste  indéfiniment  si  aucune  force  exté- 
rieure n'agit.  Prenons  chaque  point  dans  une  main  et  séparons-les  à  une 
distance  r^,  où   nous  les    maintiendrons    immobiles  :   il   faut    pour   cela 


iir} 


dépenser  un  certain  travail  G';  l'énergie  potentielle  devient  - — '  ,  l'énergie 

cinétique  sera  nulle,  et  l'accroissement  — — -    de   l'énergie  totale   est   égal 

au  travail  extérieur  dépensé.  Puis,  lançons  les   points   avec  des  vitesses 

initiales  Vi  et  v\  ;  il  faut  pour  cela  dépenser  un  certain  travail  G*,  l'énergie 

.  Il                    ,     y^^\     1,.          .       .    ,  .                  ,               mvl -h  m' v'."^ 
potentielle  est  restée  - —  »  1  énergie  cinétique  est  devenue -; 

1  énergie  totale  a  augmente  de  la  quantité —%  égale  au  travail 

dépensé   G'.  Si  ensuite   le   système   est  abandonné  à   lui-même,  on   aura 
constamment 

mv^-\-  m' v'^        a/'5        rnv\ -r- m' v\^        \kr] 

•i  -1  l  '1 

L'énergie  totale  restera  constante  et  ne  pourra  changer  que  si  une  force 
extérieure  agit.  On  pourrait  utiliser  cette  énergie  totale  en  faisant  pro- 
duire au  système  un  travail  extérieur  jusqu'au  moment  où,  les  deux  poiots 
étant  de  nouveau  en  contact  et  immobiles,  l'énergie  serait  devenue  niill«». 
Le  travail  que  le  système  peut  ainsi  fournir  est  égal  à  son  énergie,  c'est- 
à-dire  au  travail  G'-f-tB'  qu'on  a  dépensé  au  début  pour  lui  communiquer 


son  énergie. 


2®  Pendule.  —  Considérons  le  système  formé  par  la  Terre  supposée 
immobile  et  un  pendule  simple  de  masse  m.  Appelons  z  la  hauteur  du  pen- 
dule au-dessus  du  point  le  plus  bas  A  de  la  circonférence  qu'il  décrit.  Les 
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forces  intérieures  au  syslème  formé  par  la  Terre  et  le  pendule  sont  l'at- 
traction mg  de  la  Terre  sur  le  pendule  et  une  force  égale  et  contraire 
appliquée  au  centre  de  la  Terre.  Si  le  pendule  monte  de  dz^  le  travail  de 

Fig.   198. 


l'attraction  m§  est  —  mg  dZy  celui  de  la  force  appliquée  au  centre  de  la 
Terre  est  nul,  car  ce  point  est  immobile.  La  somme  des  travaux  élémen- 
taires des  forces  intérieures  est  donc 

—  mg  dz  =  —  d{  mgz). 
On  a 

Ui  —  --  mgz, 
et  nous  prendrons 

n  ^  mgz  ;  • 

de  cette  façon  II  est  positif  pour  toutes  les  positions  du  pendule  et  nul 
pour  la  position  A  qui  est  une  position  d'équilibre  stable.  Si  l'on  suppose 
d'abord  le  pendule  immobile  dans  cette  position,  l'énergie  totale  est  nulle. 
Si  on  le  relève  ensuite  à  une  hauteur  Zx^  on  dépense  un  certain  travail 
extérieur  S';  puis,  si  on  le  lance  avec  une  vitesse  Pi,  on  dépense  un  tra- 
vail G".  Le  système  étant  ensuite  abandonné  à  lui-même  sans  qu'aucune 
force  extérieure  n'agisse,  son  énergie 

C  =  — 'r-  mgz  — -h  mgzx  —  ÏD  -^fn 

reste  constante.  On  peut  utiliser  cette  énergie  pour  produire  un  travail 
extérieur  îs'-h  G',  en  ramenant  le  pendule  dans  sa  position  d'équilibre 
avec  une  vitesse  nulle. 

3**  Oscillation  d'une  lame  élastique.  —  Soit  une  lame  élastique  dont 
l'extrémité  A  est  serrée  dans  un  étau  fixe.  Si  aucune  force  extérieure 
n*agit  sur  le  système,  la  lame  occupe  la  position  d'équilibre  stable  AB. 
Nous  prendrons  cette  position  pour  la  configuration  spéciale  dans  laquelle 
n  est  nul;  en  outre,  la  barre  étant  immobile  dans  cette  position,  l'énergie 
actaelle  est  nulle  également. 

Prenons  l'extrémité  B  dans  la  main  et  ployons  la  barre  pour  l'amener 
dans  la  position  AB',  où  nous  la  maintiendrons  immobile.  Il  faut  pour  cela 
que  la  pression  de  la  main  produise  un  certain  travail  :  l'énergie  poten- 
tielle qui  était  nulle  a  pris,  dans  la  position  AB',  une  valeur  IIi  égale  au 
travail  dépensé.  Si  maintenant  on  abandonne  la  lame  à  elle-même,  elle^se 


met  en  mouvement:  à  mesure  qu'elle  s'approche  de  la  position  d'équilibre 
AB  son  énergie  potentielle  diminue.  mai<  fon  énerg^ie  cinétique  augmente, 
de  façon  que  Téncrgie  totale  re^te  constante  et  égale  à  III.  Quand  la  lame 
repasse  par   la  position  AB.  l'énergie  potentielle  est  nulle,  mais  Ténergie 


Fig.  199. 


-B 


cinétique  est  alors  maximum  et  égale  à  III;  la  lame  dépassant  la  position 
AB,  l'énergie  potentielle  augmente  et  l'énergie  cinétique  diminue  jusqu'à 

la  position  AB"  symétrique  de  AB'  où  l'énergie  cinétique  redevient  nulle 

et  ainsi  de  suite. 

Une  fois  le  ressort  amené  en  AB'  par  l'action  de  la  main,  on  pourrait 
évidemment  lui  faire  produire  un  travail  extérieur  en  le  laissant  revenir  à 
sa  position  d'équilibre  :  par  exemple,  on  pourrait  l'employer  à  soulever 
un  poids. 

4"  Horloge.  —  Signalons  encore  les  exemples  simples  suivants  : 

En  remontant  une  horlo::e  à  poids  on  accroît  Ténergie  potentielle  du 
système  formé  par  Thorloge  et  la  Terre  :  en  poussant  ensuite  le  balancier 
on  accroît,  au  premier  instant,  l'énergie  cinétique  qui  était  nulle.  L'énerp^ 
totale  ainsi  communiquée  s'use  peu  à  peu  :  elle  est  employée  à  vaincre  les 
résistances  passives  et  quand,  le  poids  étant  redescendu,  Thorloge  s'arrête, 
l'énergie  communiquée  a  été  entièrement  dépensée. 

De  même,  en  remontant  une  horloge  à  ressort,  on  dépense  un  certain 
travail  qui  accroît  l'énergie  potentielle  du  système  :  cette  énergie  esl 
ensuite  employée  à  vaincre  les  résistances  passives. 

357.  Un  système  sur  lequel  agissent  des  forces  intérieures  dépen- 
dant seulement  des  positions  des  points  est  nécessairement  codmt- 
Tatif.  —  On  peut  démontrer  cette  proposition  si  l'on  admet  comme  évident 
qu'il  est  impossible  de  créer  du  travail  sans  aucune  dépense.  En  effet,  soit 
un  système  sur  lequel  agissent  des  forces  intérieures  fonctions  de  la  sente 
position.  Amenons-le  «l'une  configuration  (  Co  >  à  une  configuration  (Opar 
une  suite  de  positions  intermédiaires  dont  nous  appellerons  l'ensemble (  Pi. 
en  supposant  que  le  s\stème  parte  sans  vitesse  de  \  Co)et  arrive  sans  vitesse 
en  (C).  D'après  le  théorème  général  des  forces  vives  (H39),  la  variation 
de  force  vive  étant  nulle,  la  somme  des  travaux  des  forces  tant  intérieures 
qu'extérieures  est  nulle  : 

en  appelant  Ç^/  le  travail  des  forces   intérieures,  t^  celui  des  forces  exté- 
rieures. Supposons,  pour  fixer  les  idées,  CT/  négatif;  alors  ^e  est  positif 
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c'est— à-dire  qu'il  faut  dépenser  un  certain  travail  extérieur  pour  réaliser  le 

déplaoement  considéré. 

A^inonons  ensuite  le  système  de  la  même  configuration  (Go)  à  la  méme(C) 
l>ar  une  autre  suite  de  positions  intermédiaires  (P^*0>  *^  système  partant 
et  an^iyant  sans  vitesse.  Nous  aurons  encore,  en  appelant  G/*^  et  G^*^  les 
travaux  des  forces  intérieures  et  extérieures, 

Çi«'-+-Gi»î=o. 

Si  lo  système  revenait  de  (G)  en  (Co)  par  la  suite  des  positions  (P^*0,  le 
travail  des  forces  intérieures  serait  — Sj*\  car,  les  positions  du  système 
elant  les  mêmes,  les  forces  intérieures  seraient  les  mêmes,  mais  les  dépla- 
cements seraient  égaux,  et  de  sens  contraires  aux  précédents.  Donc  on 
aura  i  9  aussi  —  ^^'^  pour  le  travail  des  forces  extérieures  quand  le  système 
revi^tit  de  (G)  à  (Co)  par  la  suite  des  positions  (Pti^- 

''    ^st  absurde  de  supposer  ÎEJ*^  différent  de  tBi.  En  effet,  supposons  par 
exer»-fc  pie  GJ.i'<  S/,  alors  î^i*^>  ^c-  Donc,  en  amenant  d'abord  le  système 
^^  (  ^^0)  à  (G)  par  la  suite  des  positions  (P),  on  aurait  à  dépenser  un  tra- 
vail   K^g^  puis,  en  le  laissant  revenir  de  (G)  à  (Go)  par  la  suite  des  positions 
'P'^  ^   >,  les  forces  extérieures  accompliraient  un  travail  —  ©c*\  c'est-à-dire 
<1^^   1«  système  serait  capable  de  produire  à  l'extérieur,  sur  des  corps  solides 
auoontact,  un  travail  îr^*^  supérieur  à  celui  Ç^  qui  a  été  dépensé.  On 
aur^il  donc  ramené  le  système  dans  son  état  initial  et  l'on  aurait  créé  du 
tra-v^il.  En  recommençant  la   même  opération,   on  arriverait  à  créer  une 
qua^ï^lilé  indéfinie  de  travail  :  ce  qui  doit  être  regardé  comme  impossible. 
Daoc  G^.'^  =  G|,  quelle  que  soit  la  suite  des  positions  par  lesquelles  on  passe 
d'une  configuration  à  l'autre,  et   le  système  est  conservatif.   Son  énergie 
tot^lç  ne  peut  être  modifiée  que  par  des  actions  extérieures.  On  admet, 
en    ï^hysique  mathématique,    que  les  actions  mutuelles  des   molécules  ne 
"^pendent  que  de  leurs  positions  et  même  que  de  leurs  distances  :  tous  les 
systèmes  de  la  nature  doivent  donc  être  conservatifs. 

^^8.  Des  frottements  et  des  résistances.  —  A  première  vue  il  semble, 

^*    contraire,   que   les  systèmes   matériels   ne  sont  pas  conservatifs.   Par 

^^^tnple,  il  semble  que,  pour  la  plupart  des  systèmes,  le  travail  extérieur 

"^<^essaire  pour  faire  passer  le  système  sans  vitesse  apparente  initiale  et 

"^ale  d'une    configuration   à   une  autre  n'est  pas  le  même  que  le  travail 

""^^titué  par  le  système  quand  il  repasse   de   la   deuxième  à  la  première. 

^*ïàsi,  si  avec  la  main  on  comprime  un  ressort  à  boudin,  et  si  la  compres- 

**^n  dépasse  une  certaine  limite,  le  ressort  ne  reviendra  pas  tout  seul  à  sa 

Position  primitive;  il  ne  restitue  donc  qu'une  fraction  du  travail  extérieur 

"^pensé;  même  pour  le  ramener  à  sa  forme  primitive,  il  faut  ensuite  exercer 

^'^t' lui  une  traction,  c'est-à-dire  dépenser  un  nouveau  travail. 

t^ans  d'autres  cas,  un  système  en  mouvement,  sur  lequel  n'agit  aucune 

^^rce  extérieure,  finit  par  s'arrêter  dans  la  position  d'équilibre  stable  pour 


-^  i-T.-mr-iii   m*  ^t$texbs. 

ft«ni#*^;l»f  T  -^  Tiuifc  le-  r-'i-^  nu*  -j-ia  *i*«-£>t  totale  devient  nulle 
•*a»*  r  *'  ir  ij-ut  ims-  -^^nfr  lîOîSifciî*.  Tel  serai  l  le  cas  d'nn 
■"S-iiiliiiu  itfO:-  r  -iifr  i  îinr  i*-  ï^  irTrtCir.  qvoi<]ae  aucune  force  e 
1  uçsrs<c  5iir  tr  -^T^KHifi  atiTirr  lifiT  ^  TiTTe  et  le  peodule. 

D  lOi-^Tî-  r^-a.  i  '  i  iiiiii:  uns-  jtHrt*  apparente  d'énergie;  ce 
lOoar-ïîiLtt  î«:  tuir.  -iii'-Tni.  tj^  3uif:!ij:M^.  a«x  frottements,  à  la 
r»!«i"  iiriiiir?^.  i  't*u=^:i:ït-  mniurîi^cf  wr*  «Jide*.  aux  résistances  p 
tu  ':n«iiii:tif»a  -tr*  To-inm  t^  Of  '  ujiuaiiftTîon.  Mais  cette  perte  d'éi 
aar^nieac  lua^u-^ai^::.  rs'  i  :-rCi  n^s  ifrMvements  visibles  dont  sN 
y-vrjajtçTii?  -l^•^a^»^îilî,  i  fviirCï*  D**  vrlu^tions  invisibles  des  i 
k'ac   L'i^iittf    ^-ï^   iuD:  i*i  ?*i7«;triF*   SAt^êmatique,  et  qni  const 

Fjr  i'v.'îDOM-.  -.  »ut:  :'-.-niair;ac  f!Lr-!*ir«  de  la  chaleur,  et  Texpé 
J'iîrr  1  noacr^f  in»;  »•  riiia^'r^  ft;  7 ïi-frrîe  disparue  à  la  quantit 
[exr  ur-.'.i  jic;  rs^*:  i.i»;  :*  iit^'-ir-» 'f  "Lfc:*  c>:*nstante  se  nomme  Véq 
'n*cti.x::{ittf  jL'     c  -vttz  \- j-*     itlt  «c  dOnTÎnon  4^4^*"»  c*est-à-dii 

ÏXia>  CTfrti  a:>  :js».  >«r>  r:•s^^cill•^î*-  I*  manque  d*élasticité,  etc.. 
nai5c<aatv>:  i  i*i  .  fît^jcr-cïf.  ;.  t**  Ji  Ixsi^re,  etc.  11  faut  alors  con 
principe  J^r  'i  .■•*a:?<fr'«i.:  L-a  ht  Tfïier^e  de  la  façon  suivante  : 

iKtns  a.Ti  j>*>C:  Tt^f  --<?/.,>  >i-  .V/ii^/  n'it^ii  aucune  action  ea 
nt  m^t.':t.%:'^xf.  tz  .-wc," '-^  tVx^.  ^*v-..  V inertie  totale  est  inçai 
iV/t*^:fî,*t  .<V  :-:,Ttjr-ixjîr'f  ij:.\s  i'ener^ie  cinétique,  non  si 
c^iU  di3L^  <tAr  ïcj.'scftfs  ï^;?vV*  .i^s  fh.-ints  du  système,  mais  au 
i/«i  ^rv»%*fi<tr  ,«V:?  Tt.^jLVfnfxts  sMirisih/es  ou  siationnaires  poui 
lins  à  i.t  0%-ciVx-.  ^xjr  ^'.-'Skr-jÈMts  électriques,  peut^tre  mêmt 
^nètisfH^  i»4t  -À  .*V.Vc*'';W*-:'  statique:  à  condition  aussi  de  con 
liiHS  /Vm^''<jV  ^'^v.t •:>/.>  m-^j%  seulement  r énergie  proçet 
ttctiK>ns  >H^\\i.tiq:*,es  sej%sièU$  que  l'on  considère  ordinaire 
MëvK9 nique,  m.tis  ^^Skss:  celle  q:4i  peut  être  due  aux  tensions  éle 
aux  ojfinties  \rhi''n:q:ies.  etc. 

Vax  ^«>nêraL  il  existe  une  certaine  incertitude  pour  qualifier  les 
aulre*  que  celles  d"orîï:ine  mécanique  et  même  pour  certaines  de 
Ainsi,  selon  la  ihev>rie  cinétique  des  <:az.  les  molécules  d'un  gaz, 
repos  apparvnu,  sont  douées  de  mouvements  stationnaires  très 
«r(»ù  résultent  des  chocs  répétés  des  molécules  entre  elles  et  sur  h 
(le  qui  nous  apparaît  comme  une  pression  statique  serait  le  ré 
ces  chocs.  D'après  cela«  Ténerizie  due  à  la  pression  d'un  gaz  ne  si 
dans  son  essence  première,  potentielle  mais  cinétique.  De  mé 
l'énergie  d'un  aimant  on  doit,  si  Ton  admet  la  théorie  d'Ampère,  la 
comme  cinétique,  et,  si  Ton  admet  la  théorie  de  Maxwell,  la  regard< 
potentielle. 

Cette  incertitude  où  Ton  est  relativement  à  la  qualité  decertai 
gics  n'a  aucun  inconvénient  pratique,  car,  qu'une  énergie  soit  p< 
ou  cinétique,  elle  est  toujours  exprimée  par  un  certain   nombre 


<, 
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^rammètres  et  nous  avons  vu  que  ces  deux  espèces  d'énergies  peuvent  se 
transformer  l'une  dans  Tautre  sans  aucun  gain  ni  perte.  (  Voyez  Maurice 
/-KVT,  Sur  ie  principe  de  l'énergie.  Gaulhier-Villars,  1888.) 
iVous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  considérations  qui  servent,  en 
particulier,  de  fondement  à  la   Théorie  mécanique  de  la  chaleur.   Nous 
renverrons»  pour  plus   de   détails,  au   Mémoire  de  M.   Maurice    Lévy,  au 
Wémoire  de   M.  Helmholtz  :  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft^i^^-]), 
réimprimé  à  Leipzig  en  1889,  à  l'Ouvrage  de  MM.  Tait  et  Thomson,  aux 
^^ÇOMis  synthétiques  de  Mécanique  générale   de   M.   Boussinesq,  et   à 
'  Otjivrage  de  M.  Hirn  intitulé  La  Cinétique  moderne  et  le   dynamisme 
^*^    ^  *avenir,  publié  par  TAcadémie  royale  de  Belgique.  On   pourra  con- 
steller aussi  une  suite  d'articles  de   M.  Duhem   parus  dans  la  Bévue' des 
*^^*^Jices  pures  et  appliquées,  en  1908,  et  le  premier  Volume  du   Traité 
Chimie  physique  de  M.  Perrin  ( Gauthier- Villars,  1903). 


% 


EXERCICES. 

*  -     Généralisation  du  théorème  de  Kœnig  et  du  théorème  des  forces  vives 

^*^*"   rapport  à  des  axes  de  directions  fixes  menés  par  le  centre  de  gravité.  — 

^^■^nt  Ox,   Oy^  Oz  trois  axes  rectangulaires  fixes  auxquels  on   rapporte   un 

^  ^^-cmc  matériel  quelconque;  O' x'^O' y',0' z'  trois  axes  qui  restent  parallèles  aux 

***"^cîédenls,  mais  dont  l'origine  G'  est  animée  d'un  mouvement  indéterminé. 

I-    Pour  que  l'équation   des  forces  vives   s'applique  au  mouvement  relatif  par 
^ F* port  aux  axes  mobiles,  il  faut  que  les  projections,  sur  la  direction  de  Taccé- 
^**^tion  du  point  O',  de  la  vitesse  de  G'  et  de  la   vitesse  absolue  du  centre  de 
^**^vité  soient  égales. 

ïl.  La  condition  pour  que  la  force  vive  du  système  soit  égale  à  la  force  vive 

^^    toute  la  masse  concentrée  à  l'origine  mobile,  augmentée  de  la  force  vive  due 

**    mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  mobiles,  est  que  la  vitesse  de  cette 

'^^'igine  soit  égale  à  la  projection,  sur  sa  direction,  de  la  vitesse  absolue  du  centre 

^^    gravité  (Bonnet,   Mémoires   de  l'Académie  de  Montpellier  y   section    des 

^^iîcnccs,  t.  L  p.  ï\2). 

Corollaire  relatif  au  cas  où  le  système  est   un  corps  solide.   —  Si,  à  un 

*^9tant  quelconque  du  mouvement  d'un  solide,  on  décrit  un  cylindre  circulaire 

'^^oit  dont  la  génératrice  est  parallèle  à  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glisse- 

'^eot,  et  dont  la  section  droite  a  pour  diamètre  la  perpendiculaire  abaissée  du 

^^nlre   de   gravité   sur  cet  axe,  tout  point  A  pris  sur  cette  surface  cylindrique 

•louit  de  la  propriété  énoncée  dans  le  théorème  de  Kœnig  :  la  force  vive  du  solide 

^   l'instant   considéré   est  la  somme   de   la   force  vive  qu'aurait  la  masse  totale 

Concentrée  en  A  et  de  la  force  vive  du  corps  dans  son  mouvement  autour  de  A. 

Il  n'y  a  pas  d'autres  points  du  solide  jouissant  de  cette  propriété  (  Cauchy,  Anciens 

exercices,  p.    104,   1827;   Bonnet,    loc.   cit.;  Gilbert,  Comptes  rendus,  t.  CI, 

p.  io54  et  1  i4q)- 

2.  Lorsqu'on  système  matériel  quelconque,  déformable  ou  non,  se  déplace,  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le  carré 
de  son  déplacement  est  égale  au  produit  de  la  masse  totale  du  système  par  le 


*:'4rTt:  de  U   f»rc»j«n.. i*  ci   û^ui»r«iffa):  dt   '.-rtUrt  dt  çrafité  sur  une  directioi^ 
sârbttnûrt   Sh.  hvcrit^-iiit    ôt  \k  *>uuxJï>t  ocf  ir^tdnits  obtenus  en  multipliant  I^ 
uk^i^*^  dit  '.ii^qu*:  |rt*jii  pL.*  i'  Ci^m   CL  6t:}>lifc:enifDt  qu'il  faut  lui  imprimer  poov 
J'aioeotT  dîpii*>  »*  jH.ff.ijM  îl^j*  lîirf'f    l    i\\*n  fi^t  subir,  dans  la  direction  Ail, 
ofi*r  iriii*'iitiiii   *-i;#.»-  t     r  i*r:»}»*r:j:»i   cl   Of;»li»r«ij<!-i»l  da  centre  de  gravité  sur 
c^tt*:  dir*-:t.:i:     Finir.  Bu..iii:;.r.  di  la  S:»c.U-lt  mathématique^  t.  XIV,  p.  i4»). 

3.  (^oe)^  §ofil  Jf^  p^.^ii'i^  K  d  Cl  s'OiO*  5  mi  mcturement  qui  partagent  arec  k 
«entre  de  £T3iTi:«-  1»  f.r:-i*r*^:.t  su:^fci.:.f  :  1^  ]ii{>ment  de  la  quantité  de  mouTe- 
ment  du  tory^  S  jat  r*j';»in  k  tii*  drf»jt«  Êi»-  Or.  à  an  instant  donné,  est  égil 
an  moœeijt  d^  1»  quazit.!^  àt  ni>LT<»iir'Xj:  dt  ]ji  ma«6e  totale  supposée  concentrée 
*tn  A.  ^luementé  du  nionn*:  :^f  \h  iniiLiJit  d<-  iD*'.ovement  du  solide  par  rapport 
a  une  droite-  \s  i*hTkï\r\t  k  «>r.  qckitd  oi)  c<»nsidère  le  mouvement  relatif  par 
rapport  a  de*  axcf  d*  dir-^cL]:»!!*  îiitï  quj  î^  rr-opent  en  A?  (Le  lieu  des  points  A 
est  un  hrperb«:'lojde   .     l»r  Smisi-Ollu^js.  Comptes  rendus,  t.  CVII). 

4.  On  <:on«id<:re  le  «Tfieme  f^rme  p4r  uo  orf**  Mtlide  animé  d'un  mouvement 
de  translation  rectiliçot  M  unifc ntie  de  viu<«se  t  et  par  un  point  matériel  de 
masse  m  d'abord  imm<.tile.  «'*ii  >Gpf-.'fie  que  ce  corps  heurte  le  point  m  et 
l'entraîne  a\er  lui  saru  <f.a.nf(r  j<  xstfst^f.  ce  qu'on  peut  réaliser  en  faisant 
agir  des  force*  e\lériear^5:  dtrm;  r^irrr  qn<^  IVoersie  totale  du  système  augmente 
<le  mi*=.  <  Marcel  Deprez.) 

5.  Soit  un  svstrme  de  deux  point*  matériel*  libres  s'attirant  suivant  une  loi 
«juelconque.  Le  thé«:»rt-roe  de*  «ires  >'appliqae  à  la  projection  du  mouvement  sur 
Tun  des  trois  plan*  c^ktJoddc*.  Si.  f»ar  le  centre  de  gravité  du  système  et  la  tan- 
^ente  à  la  trajectoire  de  cbâcun  do*  p^*iat*.  vu  fait  passer  un  plan,  les  deux  plans 
ainsi  obtenus  *c  coupent  suivant  une  droite  *ituée  dans  le  plan  invariable  (c'est- 
à-dire  perpendiculaire  à  G  r,  n'  3;V'  Poi>>«>T  ^  Jacobi  a  fait  de  cette  propriété 
une  application  au  problt-me  de*  tri'i*  corp*    Journal  de  Crelle,  t.  26,  p.  ii5). 

6.  Un  disque  circulaire  homogène  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  un  |^n 
horizontal  tl\e  est  mobile  autour  de  son  centre  O:  sur  la  circonférence  de  ce 
disque  sont  placés  deux  insecte*  de  môme  masse  en  deux  points  A  et  B  diané- 
tralement  opposés.  Les  insei^es  t-tant  immobiles,  le  disque  est  lancé  autour  de  0 
avec  une  vitesse  angulaire  initiale  u^.  Cette  vitesse  angulaire  se  conserve  d'elle- 
même  tant  que  les  insectes  restent  immobiles  sur  le  disque.  On  demande  coa- 
ment  varie  la  vitesse  angulaire  du  disque  quand  les  deux  insectes,  restant  dianié- 
tralement  opposés,  se  mettent  k  parcourir  la  circonférence  à  l'instant  /  =  o  avec 
une  vitesse  relative  v  variant  proportionnellement  au  temps  v  —  yi. 

7.  Mouvement  d*une  chaîne  pesante  non  homogène  glissant  sans  frottement  rar 
une  courbe  fîxe.  On  opérera  comme  dans  le  texte  ( n*  3i7)  en  supposant  la  den- 
sité p:/(X),  X  désignant  la  distance  curviligne  d'un  point  de  la  chaîne  tu 
milieu.  Calculer  la  tension. 

(En  appelant  M  la  niasse  totale,  on  trouve  l'équation 

où  ^  =-^  9(5)  est  la  relation  entre    le  z  et  Parc  s  d'un    point  de  la  courbe.  Si  U 
courbe  est  une  cycloïde,  le  mouvement  est  tautochrone.) 
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8-    Xf  «uvement  de  deux  points  libres  qui  s'attirent  proportionnellement  à  leurs 
di&tanoes. 

9-    Un  point  matériel  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  un  axe  Ox;  un 

second   point  matériel  est  entièrement  libre.  Trouver  le   mouvement  du  système 

en  supposant  que  les  deux  points  s'attirent  proportionnellement  à  la  distance,  et 

calculer  la  réaction  de  Taxe  Ox.  (Il  suffit  d'écrire  les  équations  du  mouvement 

des  deux  points;  on  est  ramené  à  des  intégrations  faciles.) 

ÏO.  Deux  points  matériels  M  et  M'  de  même  masse  m  mobiles  dans  un  plan 
horizontal  sont  reliés  l'un  à  l'autre  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse  de  lon- 
gueur 2/.  Le  point  M  est  attiré  par  un  point  fixe  A  et  le  point  M'  par  un  point 
^*c  A'  proportionnellement  à  la  distance.  Trouver  le  mouvement  de  ce  système. 
On  prendra  pour  axe  des  x  la  droite  A'A  et  pour  origine  le  milieu  de  A' A;  on 
désignera  par  2a  la    distance   A'A,  par  ^,  t\  les  coordonnées  du   milieu   G  de  la 

droite  MM',  par  0  l'angle  que  fait  la  droite  GM  avec  Oar,  enfin  par  |xmAM,  (xmA'M' 
les  valeurs  absolues  des  attractions  issues  de  A  et  A'.  (Licence,  Paris.) 

''  -  Deux  points  matériels  M  et  M,  de  masses  m  et  m,  reliés  par  un  fil  inexten- 
sible et  sans  masse  de  longueur  /  sont  assujettis  à  glisser  sans  frottement  sur  un 
plan  liorizontal  XOY.  Ces  points  sont  sollicités  par  des  forces  F  et  F,  dirigées 
vers  OY  perpendiculairement  à  cet  axe,  proportionnelles  aux  masses  des  points 
^^  *     leurs  distances  à  cet  axe.  Trouver  le  mouvement  du  système. 

''-■^  désignant  par  x  et  x^  les  abscisses  des  deux  points,  on  appellera  —  k^mx 
^^ —  Â^^m^x^  les  projections  des  forces  F  et  F,  sur  l'axe  OX.  On  désignera  par  \ 
<*l''*»  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  du  système  et  par  6  l'angle  de  M, M 
avec    OX.  (Licence,  Paris.) 

*'^-  Deux  points  matériels  de  même  masse   glissent  sans   frottement  l'un    sur 

\axe  Ox,  l'autre  sur   Taxe  perpendiculaire  Oy.  Ces   points  s'attirent  en  raison 

"^'^Çrsc  du  carré  de  leur  distance.  Trouver  leur  mouvement,*  trouver  en  particu- 

^*Cf  la  courbe   décrite   par  le  centre   de    gravité   des  deux    points.  (Conique  de 

foyer  0  décrite  suivant  la  loi  des  aires).  (Licence,  Paris.) 

13.  Deux  points  de  même  masse  reliés  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse 
plissent  sans  frottement  l'un  sur  un  axe  horizontal  Ox,  l'autre  sur  un  axe  vertical 
0/.  Mouvement  du  système.  (  Dorna,  Mémoires  de  l'Académie  de  Turin^ 
t.  XXXI.) 

M.  .Mouvement  de  trois  points  assujettis  à  décrire  une  même  droite  fixe  et  à 
s'attirer  proportionnellement  aux  masses  et  en  raison  inverse  du  cube  des  dis- 
tances. (Jacobi,  Gesammelte  Werke,  t.  IV,  p.  533-539.) 

15.  Même  problème,  quand  on  suppose  en  outre  chaque  point  attiré  par  un 
rentre  fixe  proportionnellement  à  la  distance. 

(M.  Mestschersky  a  montré  que  ce  problème  se  ramène  au  précédent  par  un 
changement  de  variables  effectué  sur  le  temps  et  les  coordonnées.  Voyez  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques,  1894,  Mélanges/) 
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CHAPITRE  XIX. 

DYNAMIQUE  DU  CORPS  SOLIDE.  -  MOUVEMENTS 

PARALLÈLES  A   UN  PLAN. 


I.        MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR 

D'UN  AXE  FIXE. 

359.  Équation  du  mouvement.  —  Un  corps  solide,  mobile  au- 
tour d'un  axe  fixe,  constitue  un  système  à  liaisons  complètes,  car 
sa  position  dépend  d'un  seul  paramètre,  l'angle  dont  le  corps  a 
tourné  à  partir  d'une  position  déterminée. 

Si  nous  supposons  que  les  liaisons  sont  réalisées  sans  frotte- 
ments, l'équation  unique  qui  détermine  le  mouvement  du  corps 
sera  fournie  par  le  théorème  des  forces  vives,  car  les  travaux  des 
forces  de  liaison  sont  alors  nuls.  Le  corps  est  supposé  sollicité 
par  des  forces  données  F|,  F2,  .  •  -,  F„  ;  nous  appellerons  X,  Y,  Z 
les  projections  d'une  quelconque  de  ces  forces  sur  les  axes. 

Prenons  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  5,  et  soit  co  la  vitesse 
angulaire  à  l'instant  /,  la  force  vive  du  système  est 

la  Jorce  vive  du  corps  est  donc  égale  au  carré  de  la  vitesse 
angulaire,  multiplié  par  le  moment  d^ inertie  par  rapport  à 
Vaxe  de  rotation. 

Le  théorème  des  forces  vives  s'exprime  alors  par  l'équation 


2 


=- y  {\dx-^\dy--Zdz^, 


où  k'entrent  que  les  forces  données.  Si  nous  désignons  par  r,  0,  z 

les  coordonnées  semi-polaires  d'un  point  x^y^  z  du  corps  solide, 

on  a 

x:-rcosO,        ^'  — rsinO; 
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quand  le  corps  tourne,  6  seul  varie,  et  Ton  a 
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"     dV 

dx      —  rsinOrfO 

—  yiùdt, 

dy  —      reosô  d^  — 

57  0)  dt^ 

dz       o; 

Fi  g.  Qoo. 

IX 

l'équation  des  forces  vives  devient  alors 


//M)t«co« 


1-^=^dt^{x^-^y\)^ 


qu'on   peut   écrire,  en   effectuant  la    différentiation  du   premier 
membre, 


M 


*4'=2«^^'-->'-^'- 


On  peut  obtenir  cette  équation  d'une  autre  façon,  en  partant 
du  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement.  Appli- 
quons ce  théorème  par  rapport  à  O^s  :  les  moments  des  réactions 
(le  l'axe  sont  nuls,  et  il  nous  vient 


dv 


d: 


ÊS-'f-^wi-S*'^ ->••'"■ 


mais 


2'"r  i  ~-^  it)  =2'"'"''"  ^  '^'*''"' 


/ 


En   substituant,  on  retrouve   bien    Téquation    donnée   par    le 
théorème  des  forces  vives. 
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360.  Réactions  de  Taxe.  —  Pour  pouvoir  calculer  ces  réactions, 
nous  supposerons  que  l'immobilité  de  Taxe  de  rotation  a  été 
obtenue  en  fixant  deux  de  ses  points  O  et  O". 

Soient  Q'(X',  Y'Z')  et  Q"(X'\  Y^  V)  les  réactions  de  Taxe  eo 
ces  deux  points  ifig^  200).  Nous  pourrons  considérer  le  corps 
comme  libre  en  ajoutant  aux  forces  données  ces  forces  Q'  et  Q": 
appliquant  alors  au  système  le  théorème  des  quantités  de  mouve- 
ment projetées,  nous  aurons  les  trois  équations  suivantes 

En  appliquant  ensuite  le  théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oy,  et  appelant  h 
le  z  du  point  O",  il  nous  viendra  les  deux  équations 


d'^x  d^z 


2é"'^'^-"'-dr^)~'-2^''^ 


xZ)^  hX". 


Ces  deux  dernières  équations  déterminent  X''  et  Y"  :  les  deux 
premières  du  groupe  précédent  donnent  X',  Y',  et  la  troisième  la 
somme  Z'-h  Z'.  Il  se  présente  ici  la  même  particularité  que  dans 
le  cas  de  Téquilibre,  particularité  que  nous  avons  étudiée  en 
Statique  :  en  supposant  le  corps  absolument  rigide,  on  connaît 
seulement  Z'-f-  Z";  on  ne  pourrait  déterminer  entièrement  Z'et  Z" 
(|u'en  tenant  compte  des  déformations  élastiques  du  solide  (n**  110). 
Cette  indétermination  tient  à  ce  que,  le  corps  étant  rigide,  on 
peut,  sans  changer  Tétat  du  corps,  appliquer  aux  deux  points  O 
et  O"  deux  forces  quelconques  /  et  — /  égales  et  directement 
opposées;  les  composantes  Z'  etZ"  des  réactions  deviennent  alors 
Z'-T-y,  Z"  —  /-^  Tune  d'elles  peut,  par  un  choix  convenable  de/, 
prendre  une  valeur  arbitraire,  zéro  par  exemple. 

Nous  développerons  les  équations  précédentes  en  remplaçant  les 
dérivées  secondes  des  coordonnées  par  leurs  valeurs  en  fonction 
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de  <o.  Nous  avons  déjà  obtenu 
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dx 
~dt 


—  —  y^ 


nous  en  déduisons 


a>*-r 


dt  ^ 


dy 


-dt  =  ^-' 


dz 

dF '='''' 


dt^ 


--^  —  tii^jr-i 


et  nos  formules  deviennent 


dio 


d^z 
~dii 


—  G, 


dtM 


(  I  I 


o  =  z'-^z'^-y  z, 


r/to 


/lY', 


Les  sommes  qui  entrent  dans  les  formules  précédentes  varient 
.'ivec  le  temps;  Smjc,  par  exemple,  a  pour  valeur  MÇ,  Ç  étant 
Tabscisse  du  centre  de  gravité.  Pour  calculer  les  autres  sommes, 
on  imagine  un  système  d'axes  (  O,  x\y' ^  z')  entraîné  avec  le  corps 
solide,  Oz'  coïncidant  avec  O:;,  et  xOx'  étant  égal  à  cp.  On  a  pour 
formules  de  transformation 

X  —  :r'coscp  — y'  sincp, 
y  —  x'  sin©  — ^'coso, 
*t  —  4*  , 
d'où  Ton  déduit 


j  _t 


Zm  yz  —  sm  oI.mx  z  -f-  cos^^I.  my  z, 
I./nxz     -  cos(^'ï.mx' z'    -  sin  cpSm  j^'-s' ; 

et  les  sommes  qui  entrent  dans  les  seconds  membres  de  ces  der- 
nières équations  sont  indépendantes  du  temps. 

Cas   particulier.    —  Les  formules  se  simplifient  quand  Taxe 
de  rotation   est  axe  principal  d'inertie  par  rapport  au  centre  de 


8o 
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gravilé.  On  a.  en  eflTel,  dans  ce  cas 

Les  équations  qui  donnent  les  réactions  deviennent  alors 

S(^Z  —z\}  —  hT^o,         ZizX  —  xZj  —  hX'-^o, 

équations  de  même  forme  que  les  cinq  premières  conditions 
d'équilibre  (n**  HO).  La  dernière  condition  d'équilibre  n'est  pas 
remplie,  car  N  r==  S^^^rY  — y^)  n'est  pas  nul  :  celte  quantité  est 

égale  à  MA-^-^-- 

Pour  interpréter  géométriquement  ce  résultat  {/Ig'  201  »,  fai- 
sons la  réduction   à   l'origine  des  forces   extérieures  F (X,  Y,  Z  > 


qui  agissent  sur  le  corps,  nous  aurons  une  résultante  générale 
li(SX,  2 Y,  SZ)  et  lin  couple  d'axe  OH;  décomposons  ce  couple 
en  deux  dont  l'un  a  un  axe  OiN  dirigé  suivant  Os,  et  l'autre  un 
axe  OK  perpendiculaire  à  Oz.  Si  Ton  supprimait  le  couple  ON, 
en  soumettant  le  corps  seulement  à  la  résultante  générale  R  et  au 
couple  d'axe  K,  le  corps  supposé  immobile  serait  en  équilibre,  et 
les  réactions  de  l'axe  auraient  certaines  valeurs  Q'  et  Q".  Si  main- 
tenant on  lance  le  corps  avec  une  vitesse  angulaire  initiale  quel- 
conque, et  si  l'on  fait  agir  le  couple  N,  le  corps  se  meut,  mais  les 
réactions  de  l'axe  restent  ce  qu'elles  étaient  dans  l'équilibre. 

Remarque.  —  Les  formules  (i;  montrent  quel  intérêt  il  y  a, 
dans  une  machine,  à  ce  que  les  pièces  tournantes,  comme  les 
volants,  tournent  autour  d'un  axe  principal  relatif  au  centre  de 
gravité.  Car,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  le  carré  de  la  vitesse  angulaire 
figure  dans  les  valeurs  des  réactions;   dès  lors,  quand  la  vitesse 
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^^^gulaire  devient  grande,  les  réactions,  et  par  suite  les  pressions 
^^r  Taxe,  deviennent  très  grandes  et  peuvent  amener  des  ruptures 
^^  des  arrachements  de  l'axe. 

361.  Axes  permanents  et  axes  spontanés  de  rotation.  —  Reve- 
^^Qs  maintenant  au  cas  où  l'axe  de  rotation  est  quelconque,  et 
^^pposons  d'abord  que  les  forces  données  admettent  une  résul- 
^^Dte  unique  passant  par  le  point  O.  On  aura  alors 

2(j^Z  —  ^  Y)  =  2(3X  -  arZ)  =  S(a7Y— ^X)  =  o. 

^^s  équations  deviennent 

—  cu'Smar     =  S  X -+- X' -h  X', 

—  oi«2w^    =2Y-f-Y'-HY', 
o  =  2Z  -hZ'  -hZ'. 

—  tji'^'Zmxz  =      AX*, 

^^^nl  la  vitesse   angulaire  de  rotation  qui,  dans   ce   cas,  est 

estante,  car --y-  =o. 

^Vàerchons  s'il  peut  arriver  dans  ces  conditions  que  la  réaction 
^^'^  soit  nulle;  il  faudrait  pour  cela  que  l'on  eût 

X'=o,        Y''=o,  *     Z'  =  o, 
-st.— à-dire 

2  myz  =  0,         2  mxz  =  o, 

^   ^nfin  que  l'axe  de  rotation  fût  axe  principal  d'inertie  par  rap- 
^^t  au  point  O. 

Supposons  ces  conditions  réalisées  :  la  réaction  du  point  O'' 
^^  nulle.  Ce  point  n'exerçant  aucune  action  sur  le  corps  solide, 
^y^  peut  le  supprimer,  c'est-à-dire  rendre  ce  solide  libre  en  O^'sans 
^*^n  changer  à  la  nature  du  mouvement.  On  peut  donc  énoncer  le 
^uéorème  suivant  : 

1.  Si  un  corps  solide,  mobile  autour  d^un  point  fixe,  est 
Soumis  à  des  forces  extérieures  admettant  une  résultante  qui 
Pcisse  par  ce  point,  et  si  ce  corps  commence  à  tourner  autour 
d^unaxe  principal  d'' inertie  pour  le  point  fixe,  il  continuera 
indéfiniment  à  tourner  autour  de  cet  axe,  avec  une  vitesse 
angulaire  constante. 

A.,  II.  (5 
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Ccsl  en  raison  de  celle  propriélé  que  les  axes  principaux 
d'inerlie  sont  parfois  appelés  axes  permanents  de  rotation. 

Supposons  maintenant  qu'il  n^y  ait  aucune  force  donDée  appli- 
quée au  corps.  Dans  les  équations  ci-dessus  (2),  on  aara 

Peut-il  arriver  alors  que  la  réaction  du  point  O  soit  nalle  en  même 
temps  que  celle  de  O"?  Il  faut,  pour  réaliser  cette  circonslance, 
joindre  aux  conditions  précédentes  les  équations 

Taxe  de  rotation  est  alors  un  axe  principal  de  l'ellipsoïde  central. 
Nous  pouvons  Jonc  énoncer  le  résultat  suivant  : 

II.  Si  un  corps  solide  entièrement  libre,  qui  n*est  sollicité 
par  aucune  force  extérieure,  commence  à  tourner  autour  d* un 
axe  principal  de  rellipsoïde  central  d'inertie,  il  continuera 
à  tourner  autour  de  cet  axe  d'un  mouvement  uniforme, 

(iCllo  propriété  a  fait  donner  aux  axes  de  l'ellipsoïde  central  le 
nom  A\txes  spontanés  de  rotation. 

Rcmttnjue,  —  Les  résultats  qui  précèdent  peuvent  être  généralisés 
romiiio  il  suit  : 

r*  Supposons  que  les  forces  données  se  réduisent  à  une  résultante  pas- 
sant pur  O  et  à  un  couple  dont  Taxe  est  dirigé  suivant  Oz,  Alors  eu  n*cst 
plus  constant  «  et  il  faut,  pour  déterminer  les  réactions,  se  reporter  aax 
équations  (i)  où  Ton  ferait 

S(rZ  — 5Y)r.2:(cX--rZ)  =  o. 

On  trou>eia  encore  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  la  réaction  de  O'  soil  nulle  sont 

^mri  -  o,         ^myz=^o. 
\\\\  cflfct,  CCS  conditions  sont  d^abord 


^) 


th 


m  V5 -       j'    7 


m  rz  =  o, 


—  w«   >  mr*  —  -j      >  myz  =  o, 
équations  linéaires  et  homoijéncs  en  Im  im.  Zmrz  dont  le  déterminant 
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/e/u>\« 


(  777  )    ^^^  différent  de  zéro,  du  moment  que  le  corps  est  en  mouve- 
ment. On  en  tire  donc,  pour  I,niyz  et  S/na?^,  des  valeurs  nulles. 

•>."  De  même,  si  l'on  suppose  que  les  forces  données  appliquées  au  corps  se 
réduisent  uniquement  à  un  couple  d'axe  parallèle  à  O^,  il  faut  et  il  suffit, 
pour  que  les  réactions  des  points  O  et  O'  soient  nulles  toutes  deux,  que 
Taxe  Oz  soit  un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité. 

362.  Pendule  composé.  —  Le  pendule  composé  est  constitué 
par  un  corps  solide  pesant  pouvant  tourner  librement  autour  d'un 
axe  horizontal  fixe. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  z  Vaxe  de  suspension  autour 
duquel  peut  tourner  le  corps,  et  pour  plan  des  xy  le  plan  vertical 
qui  contient  le  cercle  décrit  par  le  centre  de  gravité  G,  Taxe 
des  X  étant  la  verticale  dirigée  vers  le  bas. 


Soil,  à  l'époque  /,  9  l'angle  que  fait  la  droite  OG  avec  la  ver- 
ticale Ox]  la  vitesse  angulaire,  à  cet  instant,   est 


^6 


et  l'équation  du  mouvement 


MA:» 


e/(i) 


^>2(-Y-^X); 


le  second  membre,  somme  des  moments  des  poids  par  rapport  à 
Oz,  est  le  moment  — M^/sinO  du  poids  total  appliqué  au  centre 
de  gravité  dont  l'ordonnée  estj^  =  /sin9. 


e/0 


En  remplaçant  (o  par  -z-*  nous  avons  donc  l'équation 


dt 
d^ 


-fi  sine. 
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Comparons  c^tte  éqodiion  à  ceUe  da  moaTemenl  d*an  pend 
simple  de  loD^ear  l ^  savoir 


Noas  VOTOD5  qae  le  moaTement  da  pendule  composé  est 
même  qae  celui  d'un  pendale  simple  doni  la  longueur  serait 

'  -  '•■ 

Ce  pendule  simple  est  appelé  le  pendule  synchrone  du  pend 
composé. 

Si,  sur  la  droite  OG.on  porte  une  lon^aear  00'=  A,  le  point 
du  corps  solide  oscille  comme  s*il  était  détaché  du  corps  et  rc 
au  point  O  par  un  fil  sans  masse.  Désignons  par  p  le  rajon 
g^ration  du  corps  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  O  J  et  pass; 
par  le  centre  de  gravité,  nous  aurons  \317) 

ou,  en  tirant  A*-  et  portant  dans  la  valeur  de  f , 

de  là  résulte  que  OO'  est  toujours  plus  grand  que  OG  et  que 
distances  OG,  O  G  qui  ont  respectivement  pour  valeurs  /  et 
sont  liées  par  la  relation 

OG  X  O  G  =  s»; 

Taxe  mené  par  O'  parallèlement  à  Taxe  de  suspension  a  reçn 
Huvgens  le  nom  J\ijre  d* oscillation.  Tous  les  points  de  cet  a 
oscillent  comme  s*ils  étaient  détachés  du  corps  et  reliés  par  d 
tils  sans  masse  à  Taxe  de  suspension.  La  formule  précédente  mont 
que  Taxe  d\>scilIation  et  Taxe  de  suspension  sont  réciproques.  1 
sorte  que.  si  Ton  suspendait  le  corps  par  l'axe  d^oscillatio 
Tancien  axe  de  suspension  deviendrait  le  nouvel  axe  d^oscillatio 

Théokeme  de  HiYGE>s, —  Si,  diins  un  plan  pcissani  par 
centre  de  graiité,  de  fart  et  d'autre  de  ce  point,  on  a  dei 


-^s  deux  dernières  montrent  que  X'  et  Y'  sont  nuls;   les  deux  compo- 

t-cs  Z'  et  Z'  dirigées  suivant  Oz  ayant  une  somme  nulle  sont  égales  et 

^ir^ectement  opposées,  et  peuvent  être  supprimées,  ce  qui  revient  à  faire 

^*  ==:  o,  Z'=  o.  Alors  la  réaction  Q'  est  nulle  et  la  réaction  Q'  est  dans  le 

Vla^n  xOjr  où  elle  a  pour  composantes  suivant  les  axes  Ox  et  Oy  les 

^^aniiiés 

<  I  ut 

U)  i 

r  =  -t«)«M75-f-^MS. 

dt 

Calculons  les  composantes  Xi  et  Yi  de  la  réaction  Q'  suivant  la  direc- 
tion OG  et  la  direction  perpendiculaire  OP  dans  le  plan  xOjr  {fig,  2o3); 

OD  aura 

X,=  X'cose-+- Y'sinO, 

Yi  =  X'sine- Y'cose. 

D'autre  part,  comme 

/  =  Ç  cos6  -\-  7)  sinô, 

o  =  Ç  sin6  —  Y)  COS0, 
les  formules  (4)  donnent  alors 

Xi  =  —  Mti)*/  —  M^cosO, 
Y,  =  -M^/  — M^sinO. 

Mais,  d'après  l'équalion  du  mouvement 

dt  k^  ' 

et  d'après  le   théorème  des  forces   vives  (fournissant  une  intégrale  pre- 
mière de  cette  équation),  on  a 

euî=-^cose-hG. 
Donc,  enfin 

X,  =  — M^^^-Hi]cose-MG/, 
Yi  =  M^(J-i^sinO. 

Gomme  /-=  k^ —  p',  la  composante  Yj  suivant  OP  est  toujours  de  signe 
contraire  à  sinO;  elle  serait  nulle  si  le  corps  solide  était  réduit  à  un  point, 
c'est-à-dire  si  le  pendule  était  simple;  car,  dans  ce  cas,  /*=  k^,  Ge  dernier 
résultat  est  évident,  car,  dans  un  pendule  simple,  la  réaction  du  point 
d'attache  est  égale  et  opposée  à  la  tension  du  fil  sur  ce  point. 
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363.   Étude  de  la  variation  de  la  longueur  du  pendule  simple 
synchrone  quand  on  déplace  Taxe  de  suspension  dans  un  corps 

donné.  —  La  formule  /'=  /  -f-  ^  permet  tout  d^abord  d*étudier 

les  varialions  de  la  longueur  du  pendule  synchrone  quand  l'axe  de 
suspension  se  déplace  dans  le  corps  parallèlement  à  lui-même; 
Texpression  même  de  cette  longueur  montre  que  /'  a  un  minimum 

lorsque  les  deux  termes  /  et  y  sont  égaux,  c'est-à-dire   lorsque 

l'axe  de  suspension  est  à  une  distance  du  centre  de  gravité  égale 
au  rajon  de  gyration  p,  et  cette  valeur  minimum  est  égale  à  2p. 
Si  l'on  se  donne  la  longueur  t  supposée  plus  grande  que  2p,  il 
existe  deux  valeurs  correspondantes  de  /;  les  axes  de  suspension 
parallèles  à  la  direction  considérée,  pour  lesquels  le  pendule 
simple  synchrone  a  la  même  longueur  /',  engendrent  donc  deux 
cylindres  de  révolution  dont  l'axe  commun  passe  par  le  centre  de 
gravité. 

Prenons  maintenant  des  axes  de  suspension  quelconques.  Pour 
voir  comment  varie  la  longueur  /'  du  pendule  simple  synchrone, 
rapportons  le  corps  aux  axes  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie  : 
l'équation  de  cet  ellipsoïde  est 

AX»-hBY2h-CZ2=i. 

Désignons  par  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  de  suspen- 
sion A,  et  par  /  sa  distance  au  centre  de  gravité,  c'est-à-dire  à 
l'origine  choisie.  Le  moment  d'inertie  Mp^  du  système  par  rap- 
port à  la  parallèle  A'  à  Taxe  de  suspension  menée  par  le  centre  de 

graNilc  est  (318) 

Mp«=  Aaî-f-Bp»-+-CY«. 

On  a  donc  pour  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 

,,      ,      Aa«-4-B8«-f-CY« 

'  =  ^-^ wi — - 

A  l'aide  de  celte  formule,  on  peut  étudier  le  complexe  formé 
par  les  axes  pour  lesquels  le  pendule  simple  synchrone  a  une  lon- 
gueur donnée.  Cette  élude  est  faite  dans  un  Mémoire  de  M.  Bo- 
klen  {C relie,  t.  93)  dont  on  trouvera  quelques  résultats  impor- 
tants indiqués  dans  l'exercice  5  à  la  (in  du  Chapitre. 
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364.  Machine  d'Atwood.  —  Un  treuil  homogène  mobile  autour  d'un 
axe  horizontal  porte,  enroulé  en  sens  inverse  sur  chacune  de  ses  deux 
roues,  un  fil  flexible  et  sans  masse.  Ces  fils  supportent  deux  masses 
pesantes  m  et  m'  {fig.  2o4);  nous  nous  proposons  d'étudier  le  mouvement 
de  cet  ensemble. 

Les  forces  données  sont  les  poids  mg^  ^ gi  ^g  des  masses  suspendues 
et  du  treuil;  les  forces  de  liaisons  sont  les  tensions  T  et  — T  du  fil  A/n, 
et  les  tensions  T',  —  T'  du  fil  A' m';   il  y  a  de  plus  les  réactions  de  l'axe. 

Fig  204. 


Comptons  les  rotations  positivement  de  l'axe  Ox  vertical,  dirigé  vers  le 
bas,  vers  l'axe  O y,  et  désignons  par  (o  la  vitesse  angulaire,  x  la  distance 
A  m,  x'  la  distance  A' m',  R  et  R'  les  deux  rayons  OA  et  OA'. 

Ce  système  est  à  liaisons  complètes,  car  sa  position  dépend  uniquement 
de  l'angle  dont  tourne  le  treuil;  de  plus,  on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de 
frottements.  Nous  obtiendrons  donc  l'équation  du  mouvement  en  appli- 
quant le  théorème  des  forces  vives  sous  la  forme  du  n°  346. 

La  force   vive  du  système  se  compose  de  celle  du  treuil  MA:*a>',  et  de 

(dx  \  *  /  dx'  \  ' 

-7—  j    et  m'  (  -7-  j  •  D'autre  part,  les  travaux 

des  poids  des  deux  points  m  et  ni  sont  mg  dx  et  ni  g  dx' \  le  travail  du 
poids  du  treuil  est  nul,  car  le  centre  de  gravité  du  treuil  est  immobile. 
Les  travaux  des  forces  de  liaison  ont  une  somme  nulle.  On  a  donc 


'^ 


d-  |lVU2a}«H-m 


\dt) 


m'  l  —y-  J       =  mg  dx  -\-  ni  g  dx' . 


Les  poids  m  et  ni  ont  d'ailleurs  mêmes  vitesses  respectives  que  les 
points  du  treuil  qui  sont  en  A  et  A';  donc 


dx 

dl  ' 


dx^ 
dt 


=  — R'a>. 


En  substituant,  on  a  Téquatlon  du  mouvement. 


Nous  obtiendrons  aussi  cette  équation  en  appliqaasc  l^  ikt^yntme  de* 
moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Fa&e  •tu  trniiL  U 
somme  des  moments  des  forces  se  réduira  à  la  somme  de:f  momiîiit^ 

m^R  —  m  gR' 

des  poids  fn^'\  m' f^;  les  moments  des  autres  forces  disparaûsenc  d'eni- 
mêmes. 

l>'uutro  part,  la  somme  des  moments  des  quantités  de  moaTemi-nt  <ia 
treuil  c>t  MA:'(o,  celle  relative  au\  points  m,  m'  est 

_^  dx  ,-^fda:' 

dt  dt  ' 

nous  uNouH  donc  Téquation 

'j  /MA*w    -//iR^^  — m'R'^)  =  m^R-mVR'. 

-  ilx       dx'  _.  —, 

qui  donne»  en  romplavunl  -,  -  et  -j-  par  Rto  et  —  R  w. 

^^  ^  M  A»^  mR«-T-  /n'R'«)  =  m^R  —  m'gK\ 
dt 

(Ao     .         , 
d\»ù.  pour    .    *  lu  valeur  constante 

(/w  mR  — /n'R' 


Ut        "  MXî-r-mR«-+-m'R'* 
I  i>H  M  Cl  Iv  i.aiou'»  R  *  /  ^  -   R'  *  .    des  points  m,  m' sont  donc  coBsUnte$, 

dt  lit 

oi    lo^   moiivv'iiioui't   de    ooH  points  sont   uniformément  varié*.  On    voit 
d  i*illoui>  iiuuii'dMlouiciil  que  lour^  aoocléralions  sont  moindres  qne  ^. 
Vmu\  Ki\U\»\Kk  Uk  leuMOM  r  du  til  \fn,  nous  écrirons  Téquaiion  di 

d^j; 


(lUl    doUllt^ 


dt^  -'«^-T, 


'  dt»i\ 


K\i\\y  h»«i»^  oiiUii  K'i  u\uiioun  do  Taxe  du  treuil.  On  peut  admettre  qne, 
,\  HUIT  d»^  U  ^>ui»iiu\  Uw  ivaclious  de  Taxe  se  réduisent  à  une  force 
uuti|uo  V*  .»|'r'''l'*^''''  *""  ^*  ^**'  "^'» '"'J^^^*  ^  l*a\e.  Appliquons  an  Ireail  le 
iKoiaouiv    \lu   iiii»u>oiiK'ui  du    cv'uire   de  gravité.  Gomme  ce  point  reste 
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i  mniobile,  il  faut  que  les  forces  extérieures  au  treuil,  appliquées  au  treuil, 

Q,  M^,  T,  T',  transportées  au  point  O,  se  fassent  équilibre;  il  en  résulte 

que  la  réaction  des  appuis  sur  l'axe  est  verticale,  dirigée  vers  le  haut,  et  a 

pour  valeur 

Q  =  M^H-TH-r, 
c'est-à-dire 

celte  réaction,  toujours  moindre  que  la  somme  des  trois  poids,  ne  lui  serait 

égale  que  si  Ton  avait 

mR  =  m'R', 

auquel  cas  le  mouvement  serait  uniforme  puisqu  on  aurait  —j-  =  o. 

Nous   remarquerons  qu'ici   le  treuil   tourne  autour  d'un   axe   principal 

d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité;  il  en  résulte,  comme  nous  l'avons  vu, 

que  la  réaction  des  appuis  est  donnée  par  les  formules  que  l'on  obtient  en 

négligeant  le  couple  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  de  rotation,  ce  qui 

donnerait  immédiatement  la  valeur  de  Q. 


II.  —  MOUVEMENT  D'UN  SOUDE  PARAIXËLEMENT 

A  UN  PLAN  FIXE. 

365.  Généralités.  —  Dans  les  exemples  précédents  enlrenX  des 
solides  dont  les  points  sont  assujettis  à  se  dép\sLceT  parallèlement 
à  un  plan  fixe.  Supposons,  d'une  manière  générale,  un  solide 
assujetti  à  se  déplacer  de  cette  façon  :  par  exemple,  un  cylindre 
reposant  par  sa  base  sur  un  plan  fixe;  chaque  point  du  corps  décrit 
alors  une  trajectoire  située  dans  un  plan  fixe  parallèle  au  plan 
Gxe  donné.  En  particulier,  si,  par  le  centre  de  gravité,  dans  sa 
position  initiale,  on  mène  un  plan  xO y  parallèle  au  plan  fixe,  le 
centre  de  gravité  restera  dans  ce  plan  :  il  en  sera  de  même  de  tous 
les  points  du  corps  qui,  à  Tinstant  initial,  se  trouvaient  dans  ce 
plan.  Représentons  la  section  S  du  corps  par  le  planxO^;  pour 
déterminer  la  position  du  corps,  il  suffit  évidemment  de  connaître 
la  position  de  cette  section  S,  c'est-à-dire  les  coordonnées  Ç  et  t^ 
du  centre  de  gravité  G  {^fig-  2o5)  par  rapport  aux  axes  fixes  Ox 
et  O^,  et  l'angle  6  que  fait  un  rayon  G/n  invariablement  lié  au 
corps  avec  Taxe  Ox, 

Le  corps  solide  étant  supposé  sollicité  par  des  forces  extérieures 
dont  nous  appellerons  X| ,  Yj  ;  X2,  Y2,  ...  les  projections  sur  les 
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vcr>    '  r  -       •  - .   e  :riet>rèaie  du  mouvemeot  du  ccntr*  àf  zrsFiit 

Lîur       ^;^vfcu  .e>  aeux  -équations 


rmitto  -i    vjjii  nfieaùues  à  toutes  les  forces  extérieare^. 


^h 


K  ;..*.v     e  o:t*tte  0  meaoQS  des  axes  Gx' et  Gy 

s,^     .\  V  ^    v<.>^    »  apptiious^  x',K  les  coordonnées  d'uD  poÎBl 

*       .1.^  V*.      *}.jL«xiti    i  :f>  wi\e<,  MX:^  le  moment  d'inertie  ds 

V    ...  .^«.^vit^    i    ui  a\tf  U^    perpeudiculaîre  au  plan  jr'Gr. 

.K  .   .  .*N  .^     T  »aw:i    ;u   cor^»>  par  rapport  aux  axes  Qf£ y  z  est 

...  V  ..      ^      iwsx    ujjiiulaire  'i  autour  de  Qfz\  Comme  le 

..  V  ^    vku«vu%>  le^  lujutites  de  mouvement  s'applique  au 


>lv=    V^        -:.r  Y->  y\\ 


i* 


.  ,  V  ,s,.v.:    iM>:!<.  ct^uauc  daut^le  n*"  359,  en  appliquant 
..    ,.       XV    Oivx%     »vt'>   lu  tuouvemeat   relatif  autour  da 


\  •  »  - 


\  V 


.  .     .V    i  v,>    viuaiiv'ils  ^ui  deterttiinent  $,  r»,  6  en  fonc- 
^.  .    ,  ;,.,,,    .X.  t. i,oiiia»>uu2- de  ces- équations  pouvant  rem- 

,u> î»-tv   ;    .uit  elles  ïtt^*"ti»>ûnoas  : 

,^ ,,     .»»,v*4uv    u  ippltquaai  le  tiiéorèiite  des  moments 

X  .  ^ .    V    ,.x  .«w.  .iévui  îKÀà  rapport  ù  V'dXL>  fixe  O^  perpen- 

» K.x     ...      ..».,       V*  V      II  <i.ut:.v  un   théorème   que  nous  avons 

ua*^,.,.,  i  .V  «».»Mx  ix  X  ♦»,,ièvéiivvJt'<quaiitiléîy  de  mouvement  des 
n:Ui»,*»s  .V  ..,.v  .u  *.j»x  Ku  !rtppv>rt  a  0<  e:>t  égale  au  moment 
ii     i   j», .*.»».;»    u    ,4v'xo  V  «avtu  ic  la  iud>;>*j  totale  supposée  concen- 
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Irée  au  centre  de  gravité  M(;^  ~^^)'   P'^"^  '^  somme  M/i^ -^ 

des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  Gs', 
cette  dernière  somme  étant  calculée  dans  le  mouvement  relatif 
autour  de  G.  On  a  donc  Téqualion 

2°  L'équation  obtenue  en  appliquant  au  mouvement  absolu  le 
théorème  des  forces  vives.  D'après  le  théorème  de  Kœnig(n**350), 
la  force  vive  totale  est  égale  à 

»'[(S)'-(S)>"-(S)'^ 

on  a  donc  l'équation 

cdiT dz  est  nul  pour  tous  les  points. 

En  appelant  I  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  un 
axe  perpendiculaire  au  plan  J^Oy,  et  passant  par  le  centre  instan- 
tané de  rotation  de  la  figure  plane  S,  on  peut  dire  aussi  que  la 

force  vive  est  I  (  t:  )  »  car  les  vitesses  sont  les  mêmes  que  si  le  corps 

tournait  autour  de  cet  axe  instantané  :  mais  l'axe  considéré  se 
déplaçant  dans  le  corps,  I  est  variable. 

Remarque,  —  Il  peut  exister  d'autres  liaisons,  outre  celles 
qui  assujettissent  le  corps  à  se  déplacer  parallèlement  au  plan 
fixe  xOy  :  les  forces  provenant  de  ces  liaisons  figurent  alors  dans 
les  seconds  membres  de  certaines  des  équations  précédentes,  et  il 
faudra  les  éliminer.  Cependant,  si  les  liaisons  sont  indépendantes 
du  temps  et  réalisées  sans  frottement,  les  forces  de  liaison  ne 
figurent  pas  dans  l'équation  des  forces  vives  (5). 

Si  l'on  a  plusieurs  corps  solides  mobiles  parallèlement  à  un  plan 
fixe,  on  pourra  appliquer  à  chacun  d'eux  les  équations  précé- 
dentes et  éliminer  ensuite  les  réactions  mutuelles  des  corps,  ou 
appliquer  les  théorèmes  généraux  à  l'ensemble  de  ces  corps.  On 
verra  dans  les  exemples  suivants  comment  on  peut  résoudre  ces 
sortes  de  questions. 
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îtUi.   tSXt»<il|>i«»  l.   —  ('ntf  barre  malérUJJt  at   oni^uts:-  r* 

.  I    .«"«•     Mw.»»'  M,  .•>/   ii$snjt^ttie  à  glisser  hai^     r^tte^meist  : 

M»*  •<\>*U'tt      .'<>  .  /<*/Mtvi/jf  </«*  /a  barre  %omi  a:t*.r's:  lur-  i/i 

«^  «*/»«'/ «(('/</•«  i'.\'m«'/i^  rta«r  masses  et  aiur  ^itte/iuuTifs^ 


75--  206», 
ire  Ox 


Vmxiu  1.  ';  Icî*  rooitloiiiK^cs  du  ccnlrc  de  çnwitti  in  a  jaure^  Afl.  rTor- 


\sN»*»»  *     V*   *  '^**  v'iiuu'ui   lo  ma^sc  m\  la  force  F  aLçii:«ifiafiir:  -«ur  :st  dément 
„^  ,iu*v*    ^\«*^x»»»i    '*/•  ^<  [»4>>^orliv»unclle  à  celle  dûmoyiif  «tt  i  tt:  Jonc 

\    .    .;h^u«us(v  4u    uou^cmcMi  Ju  ociUre  de  grarilé  d<o«ikn)B  bjw: 


;»  : 


v>» 


.4»    f    :»% 


H    -  A  sin(//  H-  1), 


.u«<.^><^««    .   'v«  <  '^Kv^i  u^  ttN^ivvUnrc  du  point  G  une  ê^itios  de  U 


\  ,  «    '    «r  V  ^.*^<  «.    *N  V  .N-»*Mv\'*»v  V     sxsu*  vvurbe  a  la  forme  d'une  sioQSoîde. 

x^^^,,.  ,         ,x        «V  *v  V  M^^^U^v^-^Ji^vAxes  tî\cs  menés  par  G;  OTasçle 

j^^:       ,^       ,    .x^v.-.,  ,^  ^  .xs*|Kv   .KVN4i^\c«iettt  de  G  vers  B,  négatÎTemeol 

.     \vv  ^s**v\lv^  vNVMrdoonécs  du  point  m. 


\     .4       <  1.*       s,  ■     v'>\  sv  »** 


* 


V--/»m(r,^y). 


;  .     \  .  .>  .•*>    ^  V  ^v«v>«xx  **.  V  ^*>i  X.-  ^K^  NK>ttveinent  appliqué  au  mou- 


^  . 


V    s 


V     .   >        .  \     -       />Smx\r, -h/), 


;^    » 


«.  «..  ..       »sN^  V    ^v  u  N*.^''  yvjir  rapport  au  point  G.  En 
v>  ,  .  s    V   «  ««^    ,^»   A>»v  ^a:Svï^^'^«  voit  que  la  première 
,^.  r.    V     .H<.      ,x-j^  «c  ifr»^  iw  c«t  Je  centre  de  gravité; 
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la  deuxième  devient,  en  passant  au\  coordonnées  polaires, 

x'=rcosO,        ^'=rsinô, 
^mx' y  =  Xmr^  sinô  cos6  =  MA:*  sinô  cos6. 
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Donc  l'équation  est,  après  division  par  M^*, 

(6) 


-T-j-  = — /"sinOcosO. 


L'intégration  et  la  discussion   de  cette  équation  sont  analogues  à  celles 
de  l'équation  du  pendule  simple,  comme  on  le  verrait  en  faisant  26  =  9. 

En  multipliant  les  deu\  membres  de  l'équation  du  mouvement  par  2-1- 
et  intégrant,  on  .1 

b)  désignant  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire  pour  0  =  o.  Il  y  aura  oscilla- 
tion de  part  et  d'autre  de  Gx'  ou  mouvement  révolutif,  suivant  que  u>*  es  t 
plus  petit  ou  plus  grand  que/*.  Pour  cD*  =  y*,  on  a 


//=logtang(?-f-^) 


en  comptant  /  à  partir  de  l'instant  où  0  est  nul.  Alors  la  barre  tend  à  se 
placer  perpendiculairement  à  la  direction  0^7,  mais  elle  n'arrive  jamais  à 


TU 


cette  position,  car,  quand  0  tend  vers  ->  t  augmente  indéfiniment. 

Les  oscillations  définies  par  l'équation  (6)  sont  appelées  quadrantales 
par  Tait  et  Thomson  {Natural  Philosophy,  §  322). 

EIxemple  II.  —  Mouvement  d'un  cercle  homogène  pesant,  assujetti  à 
-ester  dans  un  plan  vertical  et  à  rouler  sans  glissement  sur  une  droite 
ie  ce  plan,  —  Prenons  pour  axes  la  droite  donnée  Ox  et  sa  perpendicu- 

Fig.  207. 


lire  O  y  dirigée  vers  le  haut  dans  le  plan  donné,  et  désignons  par  a 
angle  de  Go:  avec  l'horizon.   Le  système  constitué  par  le  disque  mobile 


TV  ^  .:;^:5L*» 


"^*^*  ^,*^  ^^'^  ,.  \x  »ir^**^*^-       ^^   f^  force  vl^c  ^" 

--•-  V-*-  -^  ,^  centre   de   g«^.« 

^.-^     "^""^  »ent  d«  ^""' 


%-^   .-%;^'^^** 


l^" 


«^  la  ^^' 


o. 


^^Virant  P^^ 


-^--'s 


>*■ 


1^ 
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'di^  =  l^''''^' 

calculer  les  projections  —  F,  N  de  la  réaction  Q  sur  les  axes  Ox 
nous  écrirons  les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité 


M-^  =  M^sina  — F, 


d^  y 
M  -T-j-  =  —  M^  cosa 


N. 


d  d!^  X  d^  Y 

i^^inplaçant  — ry  par  sa  valeur,  et  remarquant  que  -jy   est   nul,    nous 

F  =  -  M^  sina,  N  =  M^  cosa. 

^  réaction  est  donc  constante. 

Exemple  III.  —  Mouvement  d*un  double  cône  paraissant  remonter, 
quoique  descendant,  sur  un  plan  incliné,  (Resal,   Comptes  rendus, 
t.  CXf,  p.  547.)  —  Soient  deux  droites  OD,  OD'  également  inclinées  sur 
rhorizon  et  formant  un  angle  2<p  dont  le  sommet  est  en  bas.  Sur  cet  angle, 
00  place  un  solide  formé  de  deu\  cônes   homogènes  identiques  accolés 
par  la  base,  de  telle  façon  que  le  plan  de  la  base  coïncide  avec  le  plan  ver- 
tical JO;  mené  par  la  bissectrice  Oa:  de  l'angle  DOD'.  On  demande  le 
mouvement  du  double  cône  en  supposant  qu'il  ne  peut  que  rouler,  sans 

Fig.  ao8. 


glisser,  sur  les  deux  droites  OD  et  OD'.  Prenons  pour  plan  de  la  figure  le 
plan  vertical  mené  par  la  bissectrice  Ox  de  l'angle  DOD'  et  choisissons 
un  axe  OÇ  vertical  vers  le  haut,  un  axe  horizontal  0{.  Les  deux  droites 
OD,  OD',  servant  de  guides  au  double  cône,  se  projettent  sur  le  plan  de 
la  figure  suivant  Ox;  les  deux  points  par  lesquels  les  cônes  touchent  ces 
guides  se  projettent  enT;  enfin,  les  sommets  des  deux  cônes  se  projettent 
sur  ce  même  plan  en  un  point  C,  car  tout  l'appareil  est  symétrique  par 
rapport  au  plan  ÇOÇ. 

A.,  II.  7 
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Los  plans  tangents  au\  dcu\  cùncs  menés  respeclivcmeni  par  les  guides 
OD  et  OD'  font,  avec  le  plan  horizontal,  un  angle  constant  et,  par  suite, 
sont  fi^cs;  ces  deux  plans  se  coupent  suivant  une  droite  fixe  Om.  Pour 
que  le  double  c6ne  semble  remonter,  quand  on  l'abandonne  ù  lui-même 
sans  vitesse,  il  faut  que  Ont  soit  situe  au-dessous  de  O^  (comme  dans  la 
figure).  Nous  appellerons  i  langle  ^Om  que  fait  cette  droite  avec  l'hori- 
zon. La  base  des  deux  cônes  est  un  cercle  constamment  tangent  à  la  droite 
0/?i;  le  centre  G  de  cette  base,  qui  est  en  même  temps  le  centre  de  gra- 
vité de  l'appareil,  décrit  donc  une  droite  O'S  parallèle  à  Om. 

Si  l'on  considère  la  figure  plane  formée  par  la  base  mobile  dans  le  plan 
^Ol^y  le  centre  instantané  de  rotation  est  en  T,  puisque  le  solide  roule  sur 
les  deux  guides.  La  droite  TC,  dont  nous  désignerons  la  longueur  par  r, 
est  donc  normale  à  la  trajectoire  du  point  G,  c'est-à-dire  à  la  droite  O'S. 
Si  l'on  appelle  s  la  longueur  O'G,  0  l'angle  dont  le  double  cône  a  tourné 
à  partir  d'une  position   déterminée,  la    vitesse   angulaire   de   rotation   du 

système  est  -j-»  et  comme  les  vitesses  sont  les  mêmes  que  si  le  >ystème 

tournait  avec  cette  vitesse  angulaire  autour  du  centre  instantané  T,  on  a 
pour  la  vitesse  du  point  G 

(.)  V=^^=r^.         ds^rdù; 

pendant  le  temps  dt,  le  point  G  vient  en  G',  T  en  T',  les  droites  TG  et  TC' 
sont  parallèles  comme  normales  à  la  droite  O'S,  GG'  est  égal  k  ds;  si  par  G' 
on  mène  une  parallèle  G'E  à  Oa-,  GE  est  égal  à  GT — G'T',  c'est-à-dire 
à  — dr.  Dans  le  triangle  rectangle  GG'E  on  a  donc,  en  appelant  X  l'angle 

en  G',  angle  qui  est  constant  comme  étant  égal  à  xOnty 


(-}.)  GG'=  ds  =  rdO  =  — dr  coil, 

Ges  conditions  géométriques  étant  posées,  appliquons  le    théorème  de? 
forces  vives.  La  force  vive  est,  d'après  le  théorème  de  Kœnig, 

MrM  -.-  1   -T-  MAM  -.    I  , 


\dC/ 


•■  m 


en  appelant  MA-*  le  moment  d'inertie  des  deux  cônes  par  rapport  à  le 
axe;  on  a  donc 

t/r^(r»-4- A»)^^yi  =-M^é/rsintcotA, 

car  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  de  liaison  est  null 
le  travail  élémentaire  du  poids  M^  est 


M^.GG'sini;     ou     —  M^  rfr  sini  cotX, 
d'après  la  relation  (2). 
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Appelons  To  la  valeur   initiale  de  r  et  intégrons  les  deux  membres  en 

supposant  que  la  vitesse  initiale,  c'est-à-dire  la  valeur  initiale  de  -y-»  soit 
nulle.  Nous  aurons 

(3)  ^^^~^  ^^^  idï)    =  ^^('"o— '•)sinicotX. 

dr 
d'où  enfin,  en  remplaçant  é/ô  par  la  valeur cot}v,  tirée  de  (2),  et 


désignant  par  fx  la  constante  v/2^  sinttangX, 


coroade  r  va  en  diminuant  à  partir  de  Tq,  ainsi  qu'il  est  évident  géomclri- 
quement  et  qu'on  le  voit  en  remarquant  que  la  quantité  sous  le  radical 
doit  être  positive,  il  faut  prendre  le  signe  — ;  donc  enfin 


^'-r^v^. 


t  est  ainsi  exprimé  en  r  par  une  intégrale  elliptique.  Quand  r  tend  vers 
zéro,  t  augmente  indéfiniment;  le  centre  de  gravité  C  tend  donc  vers  la 
position  limite  A  sans  jamais  Tatteindrc.  D'après  les  relations  (2)  on  a 

dr 

—  =  —  É?6  tangX,         /•  =  roe-^^"«^ 
r 

en  appelant  0  l'angle  dont  le  corps  tourne  à  partir  de  la  position  initiale. 
On  a  ensuite,  toujours  d'après  (2), 

s  —  Sq=.  (tq —  r)cotX; 

cette  dernière  formule  permet  de  transformer  la  relation  (4)  en  une  rela- 
tion entre  5  et  /  :  on  aurait  ainsi  une  formule  définissant  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  C  sur  la  droite  O'S. 

La  vitesse  V  du  centre  de  gravité  est  donnée  par 

'^'=''\di)   =^^sm*cotX-i^3^-^, 

comme  on  le  voit,  d'après  (3).  Cette  vitesse  s'annule  dans  la  position  ini- 
tiale pour  r  =  To,  et,  dans  la  position  limite,  pour  r  =  o.  Elle  passe  donc, 
dans  l'intervalle,  par  un  maximum  aisé  à  calculer. 

Le  mouvement  de  la  base  des  cônes  dans  le  plan  ÇOÇ  s'obtient  en  faisant 
rouler  la  spirale  logarithmique  r  =  roe— ^'*°8X  gur  la  droite  Ox  :  c'est  ce 


lOO 
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qui  résulte  des  équations  précédentes.  (  Voir  une  Note  de  M.  Mannheim, 
Comptes  rendus,  3  novembre  1890;  une  Note  de  M.  de  Saint-GerniaiD, 
Comptes  rendus,  1891,  et  un  article  de  M.  H.  Fleury,  Nouvelles  Annales, 
juin  1854.) 

On  trouvera  aux  exercices  (10)  l'indication  de  la  solution  d*un  problème 
analogue,  dans  lequel  le  double  cône  serait  remplacé  par  une  sphère. 


Exemple  IV,  —  Pendule  elliptique.  —  On  appelle  ainsi  le  système  de 
deux  points  pesants  M,  Mi,  invariablement  liés  Tun  à  l'autre  par  une  tige 
sans  masse,  dont  l'un,  M,  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une 
droite  horizontale  Ox^  et  l'autre,  Mi,  à  rester  dans  un  plan  vertical  xOjr. 

Nous  prendrons  pour  axe  des^  une  verticale  dirigée  vers  le  bas. 

Les  forces  agissant  sur  M  sont  :  son  poids  mg^  la  réaction  normale  N 
de  Ox,  et  la  tension  T  de  la  tige  MMi;  celles  qui  agissent  sur  Mi  sont  :  U 
tension  — T  et  le  poids  nixg.  On  peut  diviser  ces  forces  en  forces  inté- 
rieures T,  — T  et  forces  extérieures  N,  mg^  f^\g\  ou  encore  en  forces 
données  mg,  m\g,  et  forces  de  liaisons  N,  T,  —  T. 

La  conGguration  du  système  ne  dépend  que  de  deux  paramètres  : 
l'abscisse  x  du  point  M  et  l'angle  0  de  MM}  avec  la  verticale;  il  suffit  donc 
de  deux  équations  indépendantes  des  forces  de  liaisons  pour  définir  le 
mouvement  {fig*  209). 

Fig.  209. 

4l« 


La  première  de  ces  équations  nous  sera  fournie  par  le  théorème  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  :  la  somme  des  projections  des  forces 
extérieures  sur  Taxe  des  x  est  nulle,  donc 


(0 


(m-/n,)^=o 


le  mouvement  de  la  projeciioa  du  centre  de  gravité  sar  Ox  est  ainsi  uai- 
forme,  ce  qui  donne  la  première  équation 


(a) 


/W  X  -+-  IW  i  X|  =  C/  -i-  C'. 


En  appliquant  le  théorème  des  forces  vives,  nous  aurons,  les  liaisons 


CHAPITRE    XIX.   —    DYNAMIQUE   DU    CORPS    SOLIDE.  ICI 

:lant  indépendantes  du  temps  et  réalisées  sans  frottement. 


d i-  =  migdyx, 


car  le  travail  de  mg  est  nul. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  les  travaux  des  forces  de  liaisons  ont  une 
somme  nulle  :  la  force  N  reste  normale  au  déplacement  de  son  point  d'ap- 
plication et  la  somme  des  travaux,  des  tensions  T,  — T  est  nulle  en  vertu 
de  cette  condition  que  les  points  MM}  doivent  rester  à  une  distance  inva- 
riable. Si  Ton  intègre  l'équation  précédente,  on  obtient 

(3)  m«;«-4- m|Pf  =  2mi^(^i -h  A); 

les  équations  (2)  et  (3)  définissent  entièrement  le  mouvement. 

Traitons  complètement  le  cas  où  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité 
est  verticale  ou  nulle  :  Téquation  (1)  montre  que  ce  point  décrit  une 
verticale;  nous  la  prendrons  pour  axe  des  y,  et  nous  aurons  {  =  o.  Le 
mouvement  est  alors  défini  géométriquement  de  la  façon  suivante  :  les 
points  M,  G,  Ml  restent  à  des  distances  invariables;  deux  d'entre  eux,  G 
et  M,  décrivent  les  droites  rectangulaires  Oar,  Oy\  le  troisième,  Mi,  se 
déplace  donc  sur  une  ellipse  ayant  ces  droites  pour  axes.  En  posant 

M,M=/,        ^GM,  =  e, 
on  a 


m  -h  TWi  m  -h  /Ml 

Les  coordonnées  des  points  M  et  Mj  sont  donc 

Inix        .    f.  Im        .  7        ft 

X  — sinO,  v  =  o;  X\— sinO,  Vi— /cos6. 

m  -f-  mi  '  -^  *  m  -H  mi  '         "^ 

Pour  calculer  0  en   fonction  de  /,  il  suffit  de   porter  ces  valeurs  dans 
l'équation  (3),  où 

dx^  ,  dx\  -»-  dy\ 

dt^'  '  dt^ 

On  a  ainsi,  après  quelques  réductions, 

(/n4-m,sin«ô)f  ^  j   =  -^(/w  -h  m,)(cosO -f- A), 

où  X  ==  y   On  tire  de  là  t  en  fonction  de  0  par  une  quadrature. 

Les   conditions  initiales  n'influent  que  sur  la  valeur  de  k.  L'expression 
de  -T-  montre  qu'il  y  a  deux  cas  à  considérer  selon  que  k  est  supérieur  ou 
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%%\kzv:\ix  h  -i-  i  ;  il  est  d'ailleurs  toujours  supérieur  à  — cos6^.  paisqae  -^ 

eu  u*:n:ssn'iremeni  réel  à  l'instant  initial.  Dans  le  premier  cas.  6  peot  Tarier 
#j#;  o  i« '/r,  et  le  mobile  Ml  décrit  périodiquement  Fellipse  toot  cDtiére: 
44i$s  le  second  cas,  il  effectue  des  oscillations  entre  les  positions  corres- 
^ffidaui  aux  deu\  valeurs  de  0  qui  annulent  cos 6 -4- X:.  Le  cas  siogolier 
où  k  e«tt  é((al  à  i  est  celui  où  la  tige  MMi,  partant  d'une  certaine  position 
inîtiiilp,  He  déplace  en  tendant  vers  la  verticale  dans  le  sens  des  ^  négatifs, 
•«rH  jamaift  l'atteindre.  (Discussion  analogue  à  celle  du  pendale  simple.) 

fii!venonH  au  cas  général  où  la  projection  de  la  vitesse  du  centre  de 
gravité  sur  l'axe  des  x  est  une  constante  différente  de  o,  et  cherchons  le 
n\i\\isi'.\\\i*\\\  relatif  par  rapport  à  un  système  d'axes  xO' y'  dont  l'un,  O'  jr\ 
puHiifr  coiiHianimcnt  par  le  centre  de  gravité  G,  système  animé,  par  coosé- 
queiii,  d'un  niouvenicnt  de  translation  uniforme  parallèlement  à  Ojt.  Le 
mouvitiiicnl  relatif  est  le  même  que  si  les  axes^'O'a:  étaient  fixes(n*  334) 
«t  l«î  riMilre  (le  gravité  G  animé  d'une  vitesse  verticale;  c'est  le  moove- 
niiMit  que  iiou»  venons  d'étudier  (Jt^.  209). 

Pour  liM miner  la  question,  il  nous  faut  maintenant  calculer  les  tensions 
T,  —  T  di»  la  ti;;e,  ainsi  que  la  réaction  N  de  l'axe  fixe  Ox. 

1/une  defi  é<|Uulions  du  mouvement  du  point  Mi  est 

(1)  "h    ~  =  — Tcos6h-/?Ii^; 

niuii  nouH  avons 


.,.      /on.O.       ;^;^-/s»nO^,^-,      ^  =^ /s.nO^  - /cosO  (^^J 
l.\*quaUon  do»  forces  vives  nou<  a  donné  une  équation  de  la  forme 

quii  pdr  dilVéïvntifition  p«r  rapport  ù  i.  devient 


*//« 


r  t 


ou  potUnl  00*  Nrtlour'*  do  1    ,    \   et    .  •  dans      *     t  nous  obtenons 


/cos65i9>. 


l*rtl  \'\MI*0n(«OHÏ  ou  ^I.  d'A^^lV'*  roN^ujitiv>a  ,^4^ 
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Connaissant  T,  on  a  immédiatement  N  en  écrivant  que  le  point  M  décrit 
l'axe  Ox;  on  doit  avoir 

dt  y 

mg  —  N  -h  T  cos6  =  m  ——■  =  o, 


dt^ 


d'où  Ton  tire  la  valeur  de  N 


N  =  mg-^  Tcosô. 

Exemple  V.  —  Problême.  —  Trouver  le  mouvement  du  système 
constitué  par  deux  barres  homogènes  pesantes  AB,  AB',  de  longueurs 
égales  et  de  même  masse,  reliées  par  des  fils  sans  masse  de  même 
longueur,  la  droite  AB  étant  assujettie  à  tourner  autour  de  son  mi- 
lieu O  et  tout  le  système  à  se  mouvoir  dans  un  plan  vertical  fixe. 

La  position  du  système  dépend  de  deux  paramètres  :  l'inclinaison  ^  de 
AB  sur  la  verticale  Oar,  et  l'angle  0  de  la  droite  00'  qui  joint  les  milieux 
des  deux  barres  avec  cette  verticale.  Le  système  est  soumis  à  l'action  des 
poids  des  deux  barres,  aux  tensions  T,  T'  des  fils  et  à  la  réaction  du  point 
fixe  O.  Pour  avoir  le  mouvement  {fig.  210),  il  nous  faut  deux  équations 

Fig.  210. 


indépendantes  des  forces  de  liaisons   :    elles  nous  seront  données  par  le 

théorème  des  forces  vives  et  par  le  théorème  des  moments  des  quantités 

de  mouvement  par  rapport  à  la  normale  en  0  au  plan  de  la  figure. 

Appliquons  d'abord  le  théorème   des    forces  vives.  La  longueur  des  fils 

étant   supposée   invariable,  les   travaux  des  tensions  s'annuleront  deux  à 

deux;  le  travail    du   poids   de  la  barre  AB  ainsi  que  celui  de  la  réaction 

de  O  sont  nuls;    quant  au   travail  élémentaire  du  poids  de  A'B',  il  a  pour 

valeur 

—  M^/sinôrfÔ. 

D'autre  part,  la  force  vive  de  la  barre  AB  est  MA:*  f  -1^  J  1  celle  de  A'B' 
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c*l  ézil^  à  U  f:r!^  t>-;  iiail-;  moiTemenl  autour  du  centre  de  graTÎtéO': 

//—    - 
Mil*|  -1^  .    •  airm-îatAiT»  «i»?  Ii  force  tîtc  de  sa  masse  M  concentrée  en  O*. 

c'est-à-dire  M^i  -j-  f  -  >oa5  aiiroa«  donc 

que  nou5  écrirons  en  dîti«AAt  p^r  M  c//  et  effectuant  la  différentiation 


1^ 


Pa55on§  maîatenint  au  tliè«>nème  des  quantités  de  mouvement  appliijaé 
à  tout  ie  ?}>tème.  In  calcul  analogue  au  précédent  donne  pour  soauBe 
des  moments  de<  qaantite>  de  mouTement  par  rapport  à  un  axe  Oznoroul 
au  pian 

la  somme  des  moments  des  fonces  se  réduisant  d'ailleurs  à  — M^/sintt, 
nous  aurons 

que  nous  écrirons 

dh 
Multiplions  cette  équation  par 7-et  ajoutons-la  à  l'équation  des  forces 

vives  ^n,  il  nous  vient 
-,-.  É  dz       €ih\  d^z 

La  quantité  ~'  —  '-:-  ne  peut  pas  être  constamment  nulle,  car  à  Torigine 
dt         dt 

du  mouvement  elle  a  une  valeur  arbitraire;  nous  avons  donc 

,i*-z 


dr-      "*' 

la  rotation  de  la  barre  AB  est  uniforme.  L'équation  (II)  nous  donne  alors 

.  -  —  —  ^  sinO, 
cf/«  / 
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équation  du  mouvement  d'un  pendule  simple;  le  point  O' se  meut  donc 
comme  si  le  reste  de  la  barre  A'B'  n'existait  pas  et  s'il  était  relié  directe- 
ment à  O'  par  un  fil  sans  masse. 

Pour  calculer  les  forces  de  liaisons,  nous  appliquerons  d'abord  le  théo- 
rème des  moments  des  quantités  de  mouvement  à  la  barre  AB,  par  rapport 
au  même  axe  que  précédemment,  ce  qui  nous  donnera 

MX:* -7^  =  moment  de  T'^- moment  de,T; 

comme  -ry  est  nul,  et  que  les  tensions  T,  T'sont  parallèles,  de  même  sens 

et  à  la  même  distance  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  ces  forces  doivent 

être  égales 

T  =  T'; 

appliquons  maintenant  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  à 
la  barre  A'B';  son  milieu  0' se  déplace  comme  s'il  était  directement  soumis 
au  poids  M^  de  la  barre  et  aux  tensions  égales  T  et  T' transportées  en  ce 
point.  D'autre  part,  le  mouvement  de  ce  point  est  le  même  que  s'il  possé- 
dait la  masse  M  et  était  relié  au  point  O  par  un  fil  sans  masse;  la  somme 
2T  des  tensions  est  donc  égale  à  la  réaction  du  fil  dans  le  mouvement  du 
pendule  simple  de  masse  M  et  de  longueur  /,  savoir  : 

2T=  î^^(2a— 3/cosO), 

z  étant  une  constante  dépendant  des  conditions  initiales. 

Connaissant  alors  la  tension  T,  nous  calculerons  la  réaction  du  point  0 
;n  écrivant  que  ce  point,  considéré  comme  centre  de  gravité  de  la  barre  AB, 
•este  immobile;  on  trouve  ainsi  que  la  réaction  Q  doit  faire  équilibre  à  la 
ésultante  du  poids  M^  et  de  la  somme  2T,  dirigée  suivant  00',  des  deux 
ensions  appliquées  en  A  et  B. 


m.  —  FROTTEMENT  DE  GLISSEMENT  ET  RESISTANCE 

DE  MILIEU. 

367.  Généralités.  —  Nous  avons,  dans  le  premier  Volume 
Ghap.  IX),  indiqué  les  circonslances  qui  se  présentent  quand 
eux  solides  naturels  A  et  B  sont  en  contact  par  un  point,  dans 
;s  deux  cas  où  ils  sont  en  repos  relatif  ou  en  mouvement  relatif 
'un  par  rapport  à  l'autre .  Nous  avons  vu  que  les  actions  mutuelles 
e    ces  deux  corps  sont  les  suivantes.  Soit,  dans  le  corps  A,  m 
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le   point  malërîel  en    contact  avec  B  :   les  actions  de  B  sur  A 
sont  (y?^.  21 1)  : 

1°  Une  force  N  appliquée  au  corps  A  au  point  m  et  dirigée 

Fig.  211. 


normalement  aux  surfaces  en  contact  :  cette  force  est  la  réaction 
normale  s'opposant  à  la  pénétration  réciproque  des  corps; 

2"  Une  force  F  appliquée  au  même  point  m  et  située  dans  le 
plan  langent  en  ce  point  aux  surfaces  en  contact  :  cette  force  est 
\e  frottement  de  glissement  s'opposant  au  glissement; 

3°  Un  couple  G  dont  Taxe  est  normal  aux  surfaces  en  contact: 
ce  couple  est  le  couple  du  frottement  de  pii^otement  s'opposant 
au  pivotement; 

4^  \h\  couple  H  dont  l'axe  est  situé  dans  le  plan  tangent  com- 
mun aux  surfaces  en  contact  :  ce  couple  est  le  couple  du  frotte- 
ment  de  roulement  s'opposant  au  roulement. 

Les  actions  du  corps  A  sur  B  sont  des  forces  et  des  couples 
respectivement  égaux  et  opposés  aux  précédents.  En  général, 
les  deux  couples  G  et  H  sont  très  petits  par  rapport  aux  forces  N 
cxV.  Nous  commencerons  par  traiter  des  questions  dans  lesquelles 
ce»  cou|)les  sont  négligeables,  en  réservant  pour  le  paragraphe 
suivant  l'étude  spéciale  du  frottement  de  roulement  et  de  pivo-  - 
te  m  en  t. 

Nous  avons  supposé  que  les  deux  corps  A  et  B  sont  en  conlac-=i 
par   une  aire  très  petite  qu'on  peut  regarder  comme  un   poii 
l)iius  rrcri  aines  questions  les  deux  corps  peuvent  avoir  une  iofioi 
iUt  points  «géométriques  de  contact;  c'est  ce  qui  arrive  par  ex4         1 
pour  un  cvlifidre  posé  sur  un  plan  ;  il  faut  alors  appliquer  à  chaque 
point  géométrique  de  contact  les  considérations  précédentes. 

/tf'niarf/iu*.  —   Il  ne  faudrait  pas  croire  que  le  frotlemcDt  es£ 
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force  uniquement  capable  d'empêcher  le  mouvement,  maïs 

de    Tengenclrer.    En    effet,    le    frottement    peut   serv»»',    par 

"nple,  à  transmettre  une  partie  du  mouvement  du  corps  A  au 

>s    B.   Ainsi,   lorsqu'une   courroie,    animée  d'un    mouvement 

de,  vient  à  être  placée  sur  une  poulie  primitivement  au  repos, 

commence  d'abord  par  glisser  sur  elle  et  n'arrive  que  gra- 
llement  à  lui  communiquer  son  mouvement  :  la  force  qui  agit 
iîomnie  force  entraînante  pour  amener  les  points  de  la  circon- 
înce  de  la  poulie  d'une  vitesse  nulle  à  celle  de  la  courroie  est 
rotlement;  il  constitue  une  résistance  pour  le  mouvement  de 
courroie,  tandis  qu'il  accélère  celui  de  la  poulie.  {Voir  Reu- 
tx,  Cinéniatiquey  Notes,  p.  633.) 

M>8.  Frottement  de  glissement.  —  Nous  avons  donné  dans  le 
niier  Volume  (n**  195)  les  lois  empiriques,  généralement 
nises,  du  frottement  de  glissement  dans  Tétat  de  repos  ou  dans 
at  de  mouvement,  avec  les  restrictions  qu'il  convient  d'y 
)orter  d'après  les  expériences  de  Hirn. 

niaginons  un  solide  A  qui  se  meut  en  glissant  sur  un  autre 
Ide  B  :  soient  m  un  point  matériel  du  corps  A  qui  touche  B,  N 

Fig.    212. 


réaction  normale  de  B  sur  A  en  ce  point,  la  force  de  frottement 
t  une  force  appliquée  au  point  m,  dirigée  en  sens  contraire  de 
vitesse  relative  de  ce  point  par  rapport  au  corps  B  et  égale  à/N, 
lésignant  le  coefficient  de  frottement.  Cette  loi  est  applicable 
Il  qu'il  y  a  glissement,  c'est-à-dire  tant  que  la  vitesse  relative 
point  m  par  rapport  au  corps  B  n'est  pas  nulle.  Supposons 
3  cette  vitesse  de^nenne  et  reste  nulle,  alors  plusieurs  cas 
ivent  se  présenter  : 

[°  Ou  bien  le  corps  A  reste  immobile  par  rapport  à  B  :  dans 
cas  la  réaction  de  B  sur  A  suit  les  lois  du  frottement  à  l'état  de 
os; 
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2"  Ou  bien,  et  c'est  le  cas  général,  le  mouvement  relatif  de  A 
par  rapport  à  B  est  un  mouvement  de  roulement  et  pivotement. 
Dans  ce  cas,  il  n'y  a  plus  glissement,  les  lois  du  frottement  de 
glissement  à  l'étal  de  mouvement  ne  sont  donc  plus  applicables; 
on  admet  alors  qu'on  peut  appliquer  encore  les  lois  du  frottement 
de  glissement  à  l'état  de  repos,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  regarder 
la  réaction  totale  de  B  sur  A  comme  formée  d'une  composante 
normale  N  et  d'une  composante  tangentielle  F  <[  /"N.  Nous  sup- 
posons, bien  entendu,  dans  ce  paragraphe,  que  l'on  néglige  les 
frottements  de  roulement  et  de  pivotement;  autrement,  il  faudrait 
ajouter  les  deux  couples  qui  représentent  ces  frottements. 

3**  Il  peut  arriver  exceptionnellement  que  le  corps  A  soit  ter- 
miné par  une  pointe  m  par  laquelle  il  glisse  sur  B,  à  la  façon  d'une 
toupie  qui  glisse  sur  un  plan.  Dans  ce  cas,  le  corps  A  touche  tou- 
jours B  par  le  même  point  m,  et,  si  la  vitesse  relative  de  m  par 
rapport  à  B  devient  et  reste  nulle,  on  applique  les  lois  du  frotte- 
ment à  l'état  de  repos,  et  le  mouvement  de  A  par  rapport  à  B  est 
le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 

Nous  montrerons  plus  loin,  par  un  exemple  (n"  375),  que  ces 
lois  empiriques  du  frottement  de  glissement  non  seulement  sont 
grossièrement  approchées  au  point  de  vue  expérimental,  mais 
peuvent  même  conduire  à  des  contradictions  mathématiques, 
comme  l'a  fait  voir  M.  Painlevé  dans  ses  Leçons  sur  le  frotte- 
ment (Hcrmann,  iSgS). 

369.  —  Discontinuités  possibles  dans  les  équations  du  mouTe- 
ment.  —  1°  Soit  Vr  la  vitesse  relative  par  rapport  au  corps  B  du 
point  matériel  m  de  A  qui  est  au  contact.  Tant  que  Vr  est  diffé- 
rent de  zéro,  il  y  a  glissement  ;  si  Vr=  o,  il  y  a  roulement  et  pivo- 
tement de  A  sur  Bel  de  Bsur  A.  Supposons  qu'à  l'instant  initial/^, 
Vr  soit  nul  :  il  s'agit  de  savoir  si,  à  l'instant  t  >>  /©»  'es  deux  corps 
vont  glisser  ou  rouler  et  pivoter  l'un  sur  l'autre.  Pour  cela,  il 
faudra  essayer  les  deux  hypothèses  : 

i**  On  supposera,  par  exemple,  qu'il  y  a  roulement  et  pivote- 
ment, c'est-à-dire  que  Vr  reste  nul  :  alors  la  réaction  de  B  sur  A 
se  compose  de  la  réaction  normale  N  et  d'une  force  tangentielle  F 
de  direction  indéterminée  et  de  grandeur  F<;/N,  d'après  les 
lois  que  nous  admettons.  On  mettra  le  problème  en  équation  dans 
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ces  hypothèses,   et   l'on    calculera    la  réaction   normale  N  et  la 
réaction  tangentielle  F.  Si  la  valeur  trouvée  pour  F  est  moindre 
que/N,  la  supposition  faite  est  exacte,  le  mouvement  de  A  sur  B 
est  un  mouvement  de  roulement  et  de  pivotement,  et  ce  mouve- 
ment persistera  jusqu'au  moment  où  F  deviendra  supérieur  à/N; 
à  partir  de  ce  moment  il  y  aura  à  la  fois  glissement,  roulement  et 
pivotement,  et  les  équations  devront  être  modifiées.  Si,  au  con- 
traire, la  valeur    trouvée  pour  F  est,   dès  le  début,    supérieure 
à/N,  le  mouvement  de  roulement  et  pivotement,  sans  glissement, 
est  impossible;  il  y  a,  dès   le  début,  un  mouvement  de   glisse- 
ment; il  faut  alors  écrire  les  équations  du  mouvement  en  appli- 
quant les  lois  du  frottement  de  glissement  à  l'état  de  mouvement. 
Ce   mouvement  de  glissement  persistera  tant  que  les  équations 
supposées  intégrées  donneront  pour  V^  une  valeur  différente  de 
zéro.  Si,  à  un  certain  instant  ^i,  l'expression  de  V^  devient  nulle, 
il  s'agit  de  savoir  si,  à  partir  de  cet  instant,  Vr  reste  ou  non  égal 
^  zéro.  On  se  trouve  alors  de  nouveau  en  face  du  problème  dont 
°o«s  venons  d'indiquer  la  solution. 

2®    Si  le   corps  A   touche   B   par   une  pointe  m,  et  si,   à  un 

moment  ^o»  'a  vitesse  relative  Vr  de  m  par  rapport  à  B  est  nulle, 

^'^git  de  savoir  si,  à  l'instant  t>toj  Vr  reste  nul  ou  devient 

"'wei^ent  de  zéro,  c'est-à-dire  si  la  pointe  m  reste  immobile  ou 

^oa   pjar  rapport  à  B.  Pour  cela  on  fera  comme  dans  le  cas  général 

préo^deot  :  on  examinera  successivement  les  deux  hypothèses  et 

i  oa    ^erra  laquelle  des  deux  doit  être  retenue. 

^^    Voici  un  autre  genre  de  discontinuité,  dans  les  équations, 

q^  ^l  importe  de  signaler.  Qu'il  y  ait  glissement  ou  roulement,  il 

pev^t  arriver  qu'à  un  certain  instant  ^  l'expression  algébrique  deN, 

d  atfc^rj  positive,  s'annule  puis  devienne  négative.  Alors,  si  les 

deux  corps  A  et  B  peuvent  se  séparer,  ils  se  séparent  à  l'instant  t. 

Si  les  deux  corps  ne  peuvent  pas  se  séparer,  la  réaction  normale 

cb^nge  de  sens.  Comme  la  force  de  frottement  est  essentiellement 

positive,  elle  doit  alors,  puisque  N  est  négatif,  être  prise  égale  à 

^~/N  dans  le  cas  du  glissement  et  inférieure  à  — /N  dans  le  cas 

du  roulement. 

On  doit  donc,  à  partir  de  l'instant  /,  modifier  les  équations  du 
mouvement  en  changeant/*  en  — /.  Si  l'on  ne  prenait  pas  cette 
précaution,  les  équations,  à  partir  de  l'instant  /,  représenteraient 


un  mouvement  danb  lequel  raclion  langenlielle  de  B  sur  A  len- 
drait  à  accroître  la  vitesse  relative  par  rapport  à  B  du  point  m 
de  A  qui  est  au  contact;  ce  qui  est  absurde. 

370.  Exemple  I.  —  Un  disque  circulaire  homogène  pesant  situé  dans  un 
plan  verlical  {Jl^',  20')  est  placé  sur  une  droite  ii\e  Ox  inclinée  à  l'hori- 
zon d'un  angle  2  et  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse  initiale.  On  sup- 
pose qu'il  y  a  frottement  et  l'on  demande  si  le  disque  se  met  à  rouler  ou 
à  glisser. 

Admettons  qu'il  y  ait  roulement,  on  aura  alors  à  traiter  le  second  pro- 
blème du  n°  3GG  :  on  trouvera,  comme  nous  l'avons  vu,  que  la  réaction 
normale  de  la  droite  sur  le  disque  est  N  =  M^  cosa,  et  la  réaction  tangen- 
tielle  ^M^sina.  Pour  que  le  roulement  soit  possible,  il  faut  que  cette 
réaction  tangentielle  soit  moindre  que  /y,  y  étant  le  coefOcicnt  de  frot- 
tement 

M^  sina 


3 


<  /M^cosa,  tanga  <  3/. 


Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  le  roulement  ne  peut  avoir  lîeo 
sans  glissement;  le  disque  glisse  tout  en  tournant. 

Traitons  le  problème  dans  cette  nouvelle  hypothèse.  La  réaclioD  de  la 
droite  Ox  sur  le  disque  a  alors  une  composante  normale  Net  une  compo- 
sante tangentielle  F=/N  dirigée  vers  le  haut.  L'angle  ACB  =  •  cl 
l'abscisse  OA  =  a:  du  centre  de  gravité  (yî^.  207)  ne  sont  plus  Vié*>  par 
aucune  relation  géométrique,  puisqu'il  n'y  a  pas  roulement.  Les  équations 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  donnent 

d'X 
M -y^  =  M^sina  — /\,  0=  —  M^oosa -+- N. 

La  réaction  normale  est  donc  constante.  Portant  sa  valeur  N  =  M^cosz 
dans  la  première  équation,  on  a 

-^  r^^(siria— /cosa), 

valeur  constante  positive  à  cause  de  l'hypothèse  tanga  >  3^.  Comme  le 
disque  est  supposé  partir  du  repos,  on  a 

X  —  ^^^ —  (sina  —  /  cosa). 
2 

Appliquons   ensuite  le  théorème   des   moments  au   moaTement  relalîf 
autour  du  centre  de  gravité,  nous  avons 

(/'^  0 
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comme  /.*=  — ,  et  que  le  disque  pari  du  repos,  on  en  lire 

^= R 

Comme  vérificalion,  appelons  u  la  vilesse  du  point  du  disque  qui  se 
trouve  en  A  :  celle  vilesse  est  la  réeultante  de  la  vitesse  due  à  la  iransla- 
lion  du  centre  et  de  la  vitesse  due  à  la  rotation  autour  du  centre 


u  = 


dx 
~di 


dt 


D'après  les  équations  précédentes,  on  trouve 

u  —  ^/(sina —  3/  cosa). 

Celte  viicsfe  est  donc  positive  à  cause  de  la  (!ondilion  tanga  >  3/:  elle 
ne  s'annule  jamais;  le  glissement  peisiste  indéfiniment. 

S'il  n  y  avait  pas  de  froiiement,  le  disque,  abandonné  à  lui-même  sans 
vitesse,  glisserait  sans  tourner. 

371.  Exemple  II.  —  Mouvement  avec  frottement  d^un  cerceau  verti- 
cal sur  une  droite  horizontale.  —  Considérons  un  cerceau  homogène,  de 
rayon  R  et  de  masse  M,  placé  verticalement  sur  un  plan  horizontal  et 
lancé  dans  un  plan  vertical.  11  est  évident,  par  raison  de  symétrie,  que  le 
cerceau  reste  dans  le  plan  vertical  initial  que  nous  prenons  pour  plan  de 
la  figure  xOy, 

Soient 

C  le  centre  du  cerceau, 

B  le  point  par  lequel  il  touche  le  plan  horizontal  Ox, 
X  l'abscisse  OB  du  centre  C, 

0  l'angle  dont  le  cerceau  a  tourné  à  partir  de  sa  position  initiale  dans  le 
sens  positif,  de  Ox  vers  Oy. 


a> 


Première  phase.   —    Le  (îcntre  G  a  une  vitesse  horîzonlale  v  dont  la 

dx 
valeur  algébrique  est  --z-  ;  en  même  temps  le  cerceau  tourne   autour  de 


dt 


d(i 


son  centre  avec  une  vitesse  angulaire  to  =  -7-  •  Le  point  du  cerceau  qui  se 
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trouve  en  B  a  une  vitesse  u  résultant  de  la  vitesse  ç  due  à  la  translation 

du  centre  et  de  la  vitesse  R  -r-  due  à  la  rotation  autour  du  centre 

dt 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que.  à  l'instant  /  =  o,  x  soit  nul  et  u 
positif  :  le  point  le  plus  bas  du  cerceau  glisse  alors  sur  Ox  dans  le  sens 
positif  Ox,  la  force  de  frottement  est  dune  dirigée  en  sens  contraire.  Les 
forces  appliquées  au  corps  solide  sont  le  poids  M^,  la  réaction  normale  N 
du  sol  et  la  force  de  frottement  y  \. 

Le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  projeté  surO^,  doDoe 

o  =  N  — M^; 

car  la  coordonnée  ^  de  C  est  constante.  On  a  donc  N  =  M^.  Le  théorème 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  projeté  sur  Ox  donne  ensuite 

d'^x 

Enfin,  si  Ton  appelle  MA:'  le  moment  d'inertie  du  cerceau  par  rapport  a 
un  axe  mené  par  C  perpendiculairement  à  son  plan,  le  théorème  des 
moments  des  quantités  de  mouvement,  appliqué  au  mouvement  autour  du 
centre  de  gravité,  donne 

d^% 

(3)  *'S=-/«^' 

car  le  moment  de  la  force  de  frottement  par  rapport  à  C  est  — ^NR. 

D'après  ces  formules,  le  centre  C  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne 
uniformément  retardé.  L'équation  (2)  donne,  en  effet, 

dx  fst^ 

(4)  -^=-/r^^-^o.  ar  =  -^^-HPo/, 

t^o  désignant  la  valeur  initiale  de  r.   La  vitesse  angulaire  décroit  aassî 
proportionnellement  au  temps 

(5)  57=-^'-^'-" 

u>o  désignant  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  angulaire.  L'expression  (i)  de  a 
donne  alors 

(6)  u=^fg(\  -+-^  W-hMo. 

Uo  étant  égal  à  1^0+  Ro»o*  Cette  vitesse  u  décroit  proportionoeliemeat  à  t  : 
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elle  s'annule  au  bout  du  temps 

T=  "® 


Deuxième  phase.  —  A  ce  moment  le  point  du  cerceau  qui  est  au  con- 
tact en  B  a  une  vitesse  nulle  ;  il  s*agit  alors  de  savoir  si  le  mouvement 
ultérieur  est  un  roulement  ou  un  glissement.  On  peut  prévoir  que  c'est  un 
roulement,  c'est-à-dire  que  la  vitesse  u  du  point  qui  est  au  contact  reste 
nulle  :  en  effet,  si  elle  prenait  une  valeur  différente  de  zéro,  si  petite 
soit-elle,  le  système  se  retrouverait  dans  des  conditions  analogues  aux 
conditions  initiales,  et  la  force  de  frottement  de  glissement /N  ramènerait 
la  vitesse  u  à  zéro.  Donc,  à  partir  de  l'instant  T,  il  y  a  roulement. 

Si  Ton  néglige  le  frottement  de  roulement,  la  réaction  tangentielle  F  du 
plan  horizontal  doit  alors  suivre  la  loi  du  frottement  de  glissement  dans 
l'état  de  repos,  c'est-à-dire  doit  être  une  force  inconnue  moindre  que /*N. 
Nous  allons  le  vériGer  en  montrant  que  F  =  o.  Comme  il  y  a  roulement, 
les  travaux  de  F,  de  N  et  du  poids  sont  évidemment  nuls,  et  le  mouve- 
ment de  roulement  est  uniforme.  On  a  donc 


—  o,  -V—  =  o; 


dt^  '  dt^ 

et  l'équation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  M  -t-j  =  —  F  montre 

que  F  =  o.  Dans  cette  deuxième  phase  du   mouvement  -j-  et  -j-  restent 

donc  constants  à  partir  de  l'instant  T  et  égaux  aux  valeurs  Y  et  i2  qu'ils 
possèdent  à  cet  instant,  valeurs  faciles  à  calculer  par  les  formules  ci- 
dessus;  enGn,  u  reste  constamment  nul,  de  sorte  que 

V-hRû  =  o. 

Nous  venons  d'indiquer  le  moyen  de  calculer  en  fonction  des  données 
initiales  la  vitesse  finale  du  centre.  On  peut  encore  trouver  a  priori  celle 
vitesse  si  Ton  fait  la  remarque  suivante. 

L'élimination  de/ entre  les  équations  (2)  et  (3)  donne 

d^x        k^  d^  _ 
dt^  '^  R  Ht^  ~  ^' 
d*où,  en  intégrant, 

dx       k^  d/O  A2 

La  quantité  (7)  reste  donc  constante  pendant  la  première  et  la  deuxième 
phase  du  mouvement,  car  l'équation  (7)  étant  obtenue  par  l'élimination 
A.,  II.  8 
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de  /,  a  lieu  quelle  que  soit  la  loi  de  la  réaction  tangentielle.  Dans  la  phase 
finale 


dt 


dt 


R 


on  a  donc,  en  portant  dans  (7), 

(8)  V  f  I  -+-  p^  )  =  Va—  -^  wo, 


k^ 


d*où  V.  Par  exemplci  si,  v^  étant  positif,  on  a  Vq —  p-t«>o<  o,  le  moavc-' 

ment  final  de  roulement  est  tel  que  V  <  o;  il  est  de  sens  contraire  au  mou- 
vement de  translation  initial  de  G. 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  réaliser  en  lançant  le  cerceau  ((^o>o)eD 

avant  après  lui  avoir  imprimé  un  fort  mouvement  de  rotation  (  cou  >  -rp  j  ; 

le  cerceau,  après  s'être  d'abord  éloigné,  revient  en  roulant. 

L'équation  (7)  signifie  que,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  le 

point  matériel  du  cerceau  qui  se  trouve  à  chaque  instant  au-dessus  du 

k^ 
centre,  à  une  distance  -^^  a  une  vitesse  absolue  constante.  Si  le  cerceaa 

est  suffisamment  mince  pour  pouvoir  être  assimilé  à  une  circonférence 
matérielle,  k  est  égal  à  R,  et  le  point  dont  la  vitesse  est  constante  est  le 
point  le  plus  haut  A. 

Exemple  m.  —  Une  échelle  AB  {fig,  ai4),  de  masse  m,  est  appuyée 
sur  un  sol  horizontal  Ox  et  contre  un  mur  vertical  O^:  la  ligne  médiane 
de  l'échelle  est  supposée  située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  mur  et  au 
sol,  plan  que  nous  prenons  pour  plan  de  la  figure.  On  imprime  à  Téchelle 
une  vitesse  initiale  tendant  à  rapprocher  le  point  B  du  point  O  ;  trouver  le 
mouvement  en  admettant  qu'il  y  ait  frottement  sur  le  sol  elle  mur  et  que 
le  coefficient  de  frottement  aux  deux  extrémités  soit  Vanité  (/=  1). 

Fig.  ai4. 


1 

W 

B 

/  \ 

/ 

/ 

f 

C 

!      M^ 

A 

ay 

Remarquons   tout  d'abord  que,  le   coefficient    de  frottement  étant  1, 
Téchelle  est  en  équilibre  dans  toutes  ses  positions.  En  effet,  le  centre  de 
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équation  analogue  à  celle  du  mouvement  d'un  pendule  simp 
une  résistance  de  milieu  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse 
Pour  intégrer,  posons 

d%         ,  d^OL        d%'        doL    doL        i  dd'^ 

dt  ~"     '  dt^  "^  dt  ~  d%   dt  '^  1    d%  ' 

Téquatîon  devient 

dx'^ 

(6)  -g-  =Xa'«— fxcosa, 

équation  linéaire  en  a'*  dont  l'intégrale  générale  est 

(7)  a'«=  Ce>» !^(sina  — Xcosa). 

La  vitesse  angulaire  initiale  a^  correspondant  à  oc  =  a«  éta 
on  a 


(8) 


=  e-^a«    a'y*H ^-^-(sinao—  Xcosa©)    . 


Les  formules  (i)  permettent  de  calculer  N  et  N'  en  fonction 
par  suite  en  fonction  de  a.  Les  calculs  précédents  ne  s'applique 
que  N  et  N'  sont  positifs.  Si  l'une  de  ces  réactions  s'annulait  p< 
négative,  l'extrémité  correspondante  de  l'échelle  ne  porterait 
équations  devraient  être  modifiées. 

Si  a^  est  supérieur  a  4  /  - — r >  -7—  est  positif,  au  début,  c 

a'*  va  constamment  en  croissant  et  l'échelle  glisse  avec  une  vil 
santé. 


Si  «i  est  inférieur  à  iy  — — s[ — -j  «'*  va  d'abord  en  diminuai) 

cas,  il  peut  arriver  que,  pour   une  certaine  valeur  de  a,   a'* 
l'échelle  s'arrête  alors  dans  la   position   correspondante,  car 
équilibre  dans  toutes  les  positions. 

On  pourra  traiter  de  même  le  cas  où  le  coefficient  de  frott 
une  valeur  quelconque  y. 

372.  Frottement  des  tourillons  sur  les  coussinets.  —  Poui 
un  solide  à  tourner  autour  d'un  axe,  on  lie  invariablement  au  s 
cylindres  circulaires  droits  égaux  Ti  et  T^,  placés  dans  le  pro 
l'un  de  l'autre  :  ce  sont  les  tourillons.  Ces  tourillons  sont  ens 
sur  deux  surfaces  cylindriques  de  révolution  fixes,  ayant  un  ax 
parallèle  à  celui  des  tourillons;  ces  surfaces  se  nomment  coussi 
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ré  i^fig'  216)  en  Ti  et  Ci  un  tourillon  reposant  sur  un  coussinet,  en 
ant  une  section  droite  du  tourillon  et  exagérant  la  différence  entre  le 
3n  du  tourillon  et  celui  du  coussinet. 


Fig.  2i5. 


supposons  que  le  corps  solide,  rendu  mobile  de  cette  manière,  ait  son 
»tre  de  gravité  sur  l'axe  des  tourillons  et  soit  sollicité  par  des  forces 
i  se  réduisent  à  un  couple  de  moment  H  dont  le  plan  est  perpendicu- 
l'e  à  l'axe  des  tourillons  et  à  une  force  P  de  direction  constante  perpen- 
•ulaire  à  l'axe;  on  peut  toujours  supposer  que  cette  force  rencontre 
^e  en  modifiant  convenablement  le  couple  H.  Dans  la  figure,  l'axe  est 
?>posé  horizontal  et  la  force  P  verticale.  Voyons  ce  qui  se  passe  à  l'une 
^  extrémités.  Le  tourillon  tournant  dans  le  sens  de  la  flèche  B  frotte  sur 
fond  du  coussinet;  il  commence  par  rouler  sur  celui-ci  et  son  centre 
Tête  dans  une  position  Oi,  le  point  de  contact  étant  Ai.  Le  tourillon 
***ne  alors  autour  de  son  axe  Oi  en  frottant  sur  le  coussinet  en  Ap  La 
action  du  coussinet  se  compose  donc  d'une  réaction  normale  Ni,  ren- 
^trant  l'axe,  et  d'une  force  tangentielleyNi  ;  nous  appellerons  «p  l'angle 

Fig.  216. 


c  Ni  avec  la  direction  de  P.  A  l'autre  extrémité,  les  mêmes  faits  se  pro- 
mirent :  les  forces  appliquées  au  tourillon  seront  Nj  et^Nj;  Fangle  cp  sera 
^  même,  car  les  coussinets  obligent  l'axe  à  rester  horizontal.  Le  corps 
ourne  alors  autour  d'un  axe  fixe,  l'axe  du  tourillon  :  son  centre  de  gra- 
^'té  étant  immobile,  la  somme  des  projections  des  forces  extérieures  sur 
'*De  direction  quelconque  est  nulle.  Projetons  successivement  sur  la  direc- 
tion P  et  la  direction  perpendiculaire  à  P  et  à  l'axe,  en  remarquant  que 
le  couple  H  ne  donne  rien.  Il  vient 

P  — (N,-+-Nj)coscp  -/(N,4-N,)  8inç  =  o, 
(Ni -h  N,)  sino  _/(NiH-  Nj)cosy  =  o. 

La  deuxième  équation  donne  tangcp  =  /";  «p  est  donc  \ angle  de  frotte- 
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ment.  La  première  donne  ensuite,  en  remplaçant  /par  tang^, 

Ni-+-  Nj=  Pcos<p. 

Pour  avoir  maintenant  Téquation  du  mouvement,  appliquons  le  théo- 
rème des  moments  par  rapport  à  Taxe  des  tourillons,  en  appelant  MA:*  le 
moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axe,  eu  la  vitesse  angulaire  et  p  le 
rayon  OiAi  des  tourillons  :  il  vient 

M*»^  =  H-/-p(N,-t-N,). 
ou  enfin 

MA»^  =H  — pPsin©. 
dt  ' 

Il  faut  remarquer,  pour  écrire  cette  équation,  que  la  somme  des 
moments  des  deux  forces  du  couple  par  rapport  à  l'axe  est  précisément 
son  moment  H,  car  le  plan  du  couple  est  supposé  perpendiculaire  à  Taxe. 

373.  Modérateur  à  ailettes.  —  Soit  un  treuil  de  masse  M  et  de  rayon  R, 
mobile  autour  d'un  axe  horizontal  par  l'intermédiaire  de  deux  tourillons 
de  rayon  p;  sur  ce  treuil  est  enroulée  une  corde  dont  on  néglige  la  masse 
et  qui  pend  verticalement  en  portant  à  son  extrémité  un  corps  pesant  de 
masse  m.  Sur  certains  des  rayons  du  treuil  sont  montées  des  ailettes  planes 
toutes  égales  entre  elles,  dont  les  plans  passent  par  l'axe;  ces  ailettes  sont 
deux  à  deux  diamétralement  opposées,  de  sorte  que  leur  nombre  n  est  pair. 
Quand  le  treuil  tourne,  ces  ailettes  frappent  l'air;  il  en  résulte  sur  chaque 
ailette  une  pression  normale  dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement  de 
rotation.  Les  ailettes  étant  égales  et  deux  à  deux  diamétralement  oppo- 
sées, toutes  ces  pressions  sont  deux  à  deux  égales  et  opposées  et  se 
réduisent  à  un  couple  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  du  treuil.  Évaluons 
la  somme  des  moments  de  ces  pressions  par  rapport  à  Taxe  :  on  admet 
que  la  pression  p  de  Tair  sur  un  élément  superficiel  di  est  proportionnelle 
à  l'élément  et  au  carré  de  la  vitesse  de  l'élément;  si  donc  on  appelle  r  la 
distance  de  l'élément  de  l'ailette  à  Taxe,  eu  la  vitesse  angulaire  du  treuil, 
on  a 

/>  =  Aoj'r*  di. 

Le  moment  de  cette  pression  élémentaire  par  rapport  à  l'axe  est 

pr  =  hw^  r*  d7 

et  le  moment  résultant  pour  une  ailette 


Aa>«  /  r^d7=:  fxio», 
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[i  désignant  une  constante;  le  moment  résultant  pour  les  n  ailettes  est 
égal  à  n  fois  cette  quantité. 

Ceci  posé,  le  treuil  est  sollicité  par  son  poids  M^  appliqué  sur  Taxe, 
par  la  tension  T  de  la  corde  qui  supporte  le  poids,  par  les  pressions  sur 
les  ailettes,  et  enfîn  par  les  réactions  tangentielles  et  normales  des  cous- 
sinets sur  les  tourillons.  Nous  pouvons  transporter  T  parallèlement  à  elle- 
même  sur  l'axe  dans  un  plan  normal  à  Taxe,  en  ajoutant  le  couple  de 
moment  TR  provenant  du  transport,  couple  tendant  à  faire  croître  eu. 
Nous  aurons  donc,  en  résumé,  une  force  verticale 

appliquée  sur  Taxe,  un  couple  de  moment 

H  =  TR  — /ifjLw*, 

et  les  réactions  des  coussinets. 

D'après  la  formule  du  numéro  précédent,  en  appelant  <p  Tangle  de  frotte 
ment  des  tourillons  sur  les  coussinets,  on  a  donc  l'équation  du  mouvement 

MX:»^^  =TR  — /i|iu)«— p(T-+-M^)sin<p. 

D'autre  part,  la  vitesse  du  corps  m  suspendu  à  la  corde  étant  Rcu,  Téqua- 
lion  du  mouvement  de  ce  corps  sollicité  par  son  poids  et  la  tension  T 
donne 

0 

Éliminant  T  entre  ces  deux  équations,  on  a  l'équation  du  mouvement  sous 
la  forme 

^  =  X(-u..). 
où  X  et  a  désignent  des  constantes 

^^M/t'  +  mR^-mRpsiny'         «  =  ^  [/«R  -  p(M  +  m)sin<p]. 

La  première  constante  X  est    essentiellement  positive,   car  p<R;  la 
deuxième  a  peut  être  positive,  négative  ou  nulle  : 

i'*  2  >  o.  Supposons  le  treuil  abandonné  à  lui-même,  sans  vitesse  initiale. 

Alors  -j-  étant  positif,  a>  croit  constamment  jusqu'à  ci>  =  /a;  quand  u)  tend 
vers  /â, 


-X/       a-a>« 


augmente  indéfiniment.  Donc  la  vitesse  angulaire  va  en  croissant  et  tend 
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vers  v^a.  [Discussion  identique  à  celle  de  la  chute  d'un  corps  pesant  dans 
un  milieu  résistant  (n*^  213).] 
2°  alo.  En   supposant  encore  que  la  valeur  initiale  de  o)  soit  nulle,  on 

trouverait  -.—  <o;  d'après  l'équation  le  treuil  tendrait  donc  à  tourner  en 

sens  inverse  du  sens  dans  lequel  tire  le  poids  mg\  ce  qui  est  absurde. 
Dans  ce  cas,  le  poids  mg  est  insufHsant  pour  vaincre  le  frottement  aa 
départ,  et  le  treuil  reste  en  équilibre.  Les  équations  qui  sont  établies  dans 
l'hypothèse  du  mouvement  ne  s'appliquent  plus.  La  discussion  complète 
dans  l'hypothèse  ojo>  o  serait  analogue  à  celle  du  mouvement  ascendant 
d'un  poids  dans  un  milieu  résistant. 

Le  cas  a^o  ne  peut  pas  se  produire  quand  il  n'y  a  pas  de  frottement  : 
en  effet,  si  ç  =  o,  a  est  positif. 

374.  Arc-boutement.  —  Il  peut  arriver  que  le  frottement 
empêche  complètement  certains  mouvements  qui  seraient  pos- 
sibles géométriquement  s^il  n'y  avait  pas  de  frottement.  On  dit 
alors  qii*il  y  a  arc-boutement.  Ce  cas  se  reconnaît  sur  les  équa- 
tions par  ce  fait  que  l'équilibre  persiste  quelque  grandes  que 
soient  les  intensités  des  forces  motrices. 

Considérons,  par  exemple,  un  corps  pesant  placé  sur  un  plan 
incliné  faisant  avec  l'horizon  un  angle  moindre  que  Fangle  de 
frottement.  Si  ce  corps  est  tiré  verticalement  vers  le  bas  par  une 
corde  passant  dans  une  fente  du  plan,  il  ne  se  mettra  pas  en  mou- 
vement quelque  grand  que  soit  Teflort  de  traction  exercé  par  la 
corde. 

375.  Sur  les  difficultés  qui  se  présentent  dans  l'application  des  lois 
empiriques  du  frottement  ordinairement  admises.  Recherches  de 
M.  Painlevé.  —  Dans  les  deux  premiers  exemples  que  nous  venons  de 
traiter  (n^"  370  et  371),  la. composante  normale  de  la  réaction  des  deux 
corps  au  contact  a,  en  fonction  des  variables  déterminant  les  positions  et 
les  vitesses  des  points  du  système,  la  même  expression  que  s'il  n'y  avait 
pas  de  frottement.  En  d'autres  termes,  cette  expression  est  indépendante 
du  coefHcienty.  Les  problèmes  dans  lesquels  cette  circonstance  se  présente 
doivent  être  regardés  comme  les  plus  particuliers,  et,  en  même  temps, 
comme  les  plus  simples. 

Dans  les  cas  plus  généraux  il  arrive,  au  contraire,  que  les  expressions 
des  réactions  normales  en  fonction  des  variables  déterminant  les  vitesses 
et  les  positions  des  points  du  système,  dépendent  du  coefficient  de  frot- 
tement fi  il  peut  se  présenter  alors,  tant  pour  le  frottement  à  l'état  de  mon- 
vement  que  pour  le  frottement  au  départ,  des  circonstances  singulières  qui 
conduisent  à  des  impossibilités  ou  des  indéterminations.  Ces  faits  singti- 
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lien  ont  été  signalés,  pour    la  première  fois,   par  M.  Painlevc  dans   ses 

Leçons  sur  le  frottement  (*),  et  dans  une  Note  présentée  à  l'Académie 

des  Sciences  (Comptes  rendus,  t.  GXXI,  1895,  p.  112).   Et  il  ne  faudrait 

pas  croire  que,  seuls,  des  systèmes  exceptionnels  peuvent  prêter  à  de  telles 

difficultés  :  c'est,  au  contraire,  dans  les  cas  les  plus  généraux  qu'elles  se 

présentent,  au  moins  dès  que  le  coefficient  empirique  /du  frottement  est 

suffisamment   grand.  Dès  lors,  de  nouvelles  expériences  sont  nécessaires 

pour  trouver  une  loi  du  frottement  ne  prêtant  plus  à  ces  difficultés.  Nous 

ne  pouvons  pas  ici  entrer  dans  le  détail   des  recherches  de  M.  Painlevé  : 

nous  nous  contenterons  de  montrer,  sur  un  des  nombreux  exemples  donnés 

dans  les  Leçons  sur  le  frottement,  quelles  sont  les  difficultés  qui  peuvent 

se  présenter  avec   la  loi   empirique  ordinairement  admise.   On  trouvera 

d'autres  exemples  dans  un   intéressant  article  de  M.   Ad.  Mayer  :  Zur 

Théorie  der  gleitenden  Reibung  {Berichte  der  Kônigl.  Sàchsischen 

Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  3  juin  1901). 

Considérons  deux  points  matériels  M  et  Mi  de  masses  i,  reliés  par  une 
tige  MMi  rigide  et  sans  masse,  de  longueur  r  :  le  point  M  est  assujetti  à 
glisser  avec  frottement  sur  une  droite  horizontale  fixe  Ox,  qu'il  ne  peut 
pas  quitter,  et  le  système  MMi  est  mis  en  mouvement  dans  le  plan  ver- 
tical xOjr  passant  par  Ox,  Trouver  le  mouvement  en  supposant  le 
système  soumis  à  la  seule  pesanteur.  (Painlevé,  Leçons,  p.  98.) 

Appelons  6  l'angle  irMMi  (fig.  217),  x  l'abscisse  de  M,  Xi  et  ^j  les 
coordonnées  de  M|. 

Fig.  217. 
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l^s  forces  extérieures  appliquées  au  système  MMi  sont  le  poids  total  ig 
appliqué  au  centre  de  gravité  G,  milieu  de  MMi,  et  la  réaction  R  de  Ox 
dont  nous  appellerons  R^  et  R^-  les  deux  composantes  suivant  Ox  et  O  y. 

Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  donnent  immédiate- 
ment, en  désignant  par  des  accents  les  dérivations  par  rapport  au  temps, 


(I) 


x''-^x\  =  R^,        y'[  =Ky-\-ig. 


Le  théorème  des  moments  par  rapport  à  des  axes  Ox' y'  passant  par  G 


(  <  )    Autographie,  Hermann^  iSgS. 
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donne  de  ménoe 

r*  r 

(2)  —  e'  = (RyCOsO  —  R;csinO), 

2  2       ' 

/•s 
car  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  G  est  —9  et  les  coordonnées  de  M, 

par  rapport  au\  axes  Qx  y^  sont 

r  r 

cos6, sin6. 

2  a 

Les  liaisons  géométriques  donnent  immédiatement 

j-,  r=  a? -+- r  cos  6,        ^i=rsin6; 

en  portant  dans  les  équations  (i)  on  a 

i  2a:'— rsineO'— rcosee'»=  R;^, 

(3) 

I  rcosee'— rsin60'»=  2^-+-R^; 

et  en  portant  les  valeurs  de  Rx  et  R^,  tirées  de  ces  relations,  dans  l'équa- 
tion (2)  : 

(4)  ar^sinO  —  rO'-i- ^cos6  =  o. 

Appliquons  maintenant  les  lois  empiriques  du  frottement.  La  réaction 
totale  de  Oa^  sur  M  a  été  appelée  R  :  la  composante  normale  est  en  valeur 
absolue  la  valeur  absolue  de  R^;  la  composante  tangentielle  est  en  valeur 
absolue  la  valeur  absolue  de  R^.  La  composante  tangentielle  est  en  sens 
contraire  de  la  vitesse  du  point  M  et  égale  à  la  valeur  absolue  de^Rj, 
/étant  le  coefficient  de  frottement;  on  a  donc,  suivant  les  cas, 

Rx==t:/Rr. 
Nous  écrirons 

(5)  R^=-e/Rj, 

£  étant  égal  à  ±  i  suivant  les  cas.  En  examinant  successivement  les  divers^ 
cas  possibles,  on  voit  qu'on  doit  prendre  les  signes  suivants  : 

Si  Rj-  >  o,  a*'  >  o,  il  faut  R^  <  o,  £  >  o, 

Si  Rjr  >  o,  a:'  <  o,  il  faut  R^  >  o,  e  <  o, 

Si  Rj  <  o,  x'  >  o,  il  faut  R^  <  o,  e  <  o, 

Si  Rjr  <  o,  ar'  <  o,  il  faut  R^  >  o,  e  >  o, 

En  résumé,  e  doit  être  choisi  de  telle  façon  que 

(6)  £a-'Ry>o,  (£r=d:i). 

Remplaçons  alors  dans  (3)  Rx  par  son  expression  — s/Ry,  et  résolrois 
les  trois  équations  (3)  et  (4)  par  rapport  aux  trois  quantités  Rj,  sf  et  9*. 


« 
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En  posant 

(7)  D  =  I -+-cos«0  4- e/sin6  côsO, 
nous  aurons 

i  Dïiy   =_(rO'*sinO-+-2^), 

(8)  I  Dre'  =  (rO'«sinO-f-2^)(cose-+-£/sinO). 

(  Dx^    =  re'*(cose-+-E/sin6)H-^[cos0sin0-he/(i-f-sin«6)]. 

Cela  posé,  nous  montrerons  d'abord  que  les  diTHcuItés  indiquées  par 
M.  Painlevé  se  présentent  dès  que  /  est  sufnsamment  grand. 

Plaçons  le  système  dans  une  position  initiale  obtenue  en  donnant  à  x 
une  valeur  arbitraire  :ro  et  à  0  une  valeur  arbitraire  Oq  comprise  entre  o 

et  -  ;  puis  lançons-le  avec  des  vitesses  caractérisées  par  les  valeurs  Xq 

et  Gq  des  dérivées  x'  et  6'.  EnHn,  supposons  f  assez  grand  pour  que  Ton 
ait 

(9)  H-cos*0o — /sin6ocos0o<  o. 

Nous  allons  voir  que  si  x'q  est  positif,  il   est  impossible  de  satisfaire  à 
la  relation  (6)  par  un  choix  convenable  de  e,  et  que  si  x'q  est  négatif,  les 
deux  valeurs  e  =  ±:  i  conviennent  :  dans  le  premier  cas  aucun  mouvement 
ne  serait  possible,  et  dans  le  deuxième  deux  mouvements  différents  seraient 
possibles. 

En  effet,  si  a?o  ^  o>  ^^  s*  ^'^"  prend  £=-4-1,  on  voit  que  la  valeur 
initiale  de  la  quantité  D  est  positive,  puis,  par  la  première  des  équa- 
tions (8),  que  la  valeur  initiale  de  Ry  est  négative,  le  produit  tx'^y  est 
donc  négatif  et  la  relation  (6)  n'est  pas  vérifiée.  Si,  en  supposant  toujours 
^0  ^  ^f  ^"  prend  £  =  —  i,  on  voit,  d'après  (9),  que  la  valeur  initiale  de  D 
est  négative,  puis,  par  la  première  des  équations  (8),  que  la  valeur  initiale 
de  Rj  est  positive;  le  produit  tx'Ky  est  donc  encore  négatif  y  et  la  con- 
dition (6)  n'est  pas  vérifiée.  Donc,  quand  af^  >  o,  les  formules  montrent 
qa'aucun  mouvement  n'est  compatible  avec  les  lois  empiriques. 

Si,  au  contraire,  on  suppose  x'^  <  o,  on  voit  de  même  que  les  deux 
hypothèses  £=-f-i  et  e  =  —  i  sont  également  acceptables  :  les  formules 
ne  permettent  pas  de  choisir  entre  les  deux  mouvements  correspondants. 

Ces  difficultés  disparaissent  quandy  est  suffisamment  petit  :  par  exemple, 
si  dans  le  problème  actuel/ <  i,  la  quantité  D  est  positive  quel  que  soit 
le  signe  de  e. 

Alors,  en  conservant  les  mêmes  conditions  initiales,  o  <  6o<  ->  on  voit, 

par  la  première  des  formules  (8),  que  R^  est  négatif.  Si  donc  ar^  >  o,  il 
faut  prendre  £  =  —  i ,  et  si  a^Q  <  o,  e  =  -+- 1 .  Dans  les  deux  cas  les  formules 
définissent  un  mouvement  unique  à  partir  de  l'instant  initial,  et  l'on  trouve 
ce  mouvement  pour  une  certaine  période  de  temps  en  intégrant  les  équa- 
tions (8). 
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Si  Xq  =  o,  on  est  en  présence  d'un  problème  préliminaire  :  il  faut  voir 
si  le  point  M  reste  immobile,  c'est-à-dire  si  x'  reste  nu!  ou  si  x'  qui  est  nul 
pour  /  =  /q,  cesse  d'être  nul  aux  instants  suivants.  Pour  trancher  la  ques- 
tion, il  faudrait  faire  successivement  les  deux  hypothèses  suivantes,  comme 
nous  l'avons  expliqué  en  général  au  n"  369  :  i®  Mettre  le  problème  en 
équations  en  supposant  x' =  o,  M  immobile  et  appliquant  les  lois  du 
frottement  à  l'état  de  repos;  2°  supposer  x'  différent  de  zéro  en  appli— 
quant  les  formules  (8)  et  remarquant  que,  x'  partant  de  zéro,  sa  dérivée  ae^ 
est  positive  si  x'  devient  positif  et  négative  si  x'  devient  négatif.  On  verra 
ensuite  quelle  est  l'hypothèse  qui  ne  conduit  pas  à  une  contradiction  : 

c'est  celle-là  qu'il  faut  prendre.  Par  exemple,  si  6©  est  très  voisin  de  -  et  6^ 

très  petit,  Xq  étant  nul,  on  voit  que  x'  restera  nul;  en  effet,  supposons 
x'>  o,  alors  x'  devrait  être  positif,  mais,  comme  R^<  o,  on  doit  prendre 
£  =  —  I,  et  la  troisième  des  formules  (8)  donne  x'<.o;  il  y  a  donc  con- 
tradiction. De  même,  supposons  x'  <C  o,  alors  x"  devrait  être  négatif;  mais 
comme  Ry<o,  on  doit  prendre  e=-+-i,  et  la  troisième  des  formules  (8) 
donne  a7'>o  :  il  y  a  donc  encore  contradiction.  Il  ne  reste  donc  plus 
qu'à  supposer  x'  =  o,  x  =  Xq,  et  à  appliquer  au  point  M  la  loi  du  frotte- 
ment à  l'état  de  repos  :  le  mouvement  est  alors  pendulaire. 

La  place  nous  manque  pour  entrer  dans  plus  de  détails.  Nous  renver- 
rons le  lecteur  aux  Leçons  de  M.  Painlcvé  pour  une  discussion  complète. 
A  la  suite  de  ces  recherches  théoriques,  des  expériences  sur  le  frottement 
ont  été  entreprises  par  M.  Ghaumat  (Comptes  rendus,  i"^  semestre  igoS); 
l'exposé  et  la  discussion  de  ces  expériences  feront  prochainement  le  sujet 
d'un  Mémoire  détaillé  de  cet  auteur. 


IV.  —  FROTTEMENT  DE  ROULEMENT. 

376.  Oénéralités.  —  Dans  le  paragraphe  précédent  nous  avons 
négligé  le  frottement  de  roulement  et  de  pivotement.  Nous  allons 
maintenant  traiter  quelques  exemples  dans  lesquels  nous  tien- 
drons compte  du  frottement  de  roulement ,  en  laissant  de  côté  le 
frottement  de  pivotement. 

Rappelons  brièvement  la  définition  du  frottement  de  roulement 
donnée  dans  le  premier  Volume  (n°  196).  Soit  un  cylindre  droit 
à  base  circulaire  pouvant  rouler  sur  un  sol  horizontal;  lorsqu^on 
veut  tenir  compte  du  frottement  de  roulement,  on  admet  que  la 
réaction  du  sol  se  compose  : 

i^  D'une  réaction  normale  N  appliquée  au  point  de  conlacl 
géométrique  m^ 

2^  D'une  réaction  tangentielle  F  s'opposant  au  glissement; 
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3**  D'un  couple  de  moment  H  dont  l'axe  est  parallèle  aux  géné- 
ratrices du  cylindre,  ce  couple  s'opposant  au  roulement. 
Trois  cas  sont  à  distinguer  : 
Equilibre.  —  S'il  y  a  équilibre,  on  a 

F</N,        H<N8, 

où/  est  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  et  où  8  est  un 
coefficient  linéaire  appelé  coefficient  du  frottement  de  roule- 
ment.  Ce  coefficient  est  une  constante  qui  dépend  du  rayon  du 
cylindre  et  de  la  nature  des  corps  en  contact. 

Roulement,  —  S'il  y  a  roulement  sans  glissement,  on  a 

F</N,        II  =  N8. 

Glissement.  —  S'il  y  a  glissement  sans  rotation,  on  a 

F=/N. 

11  paraît  naturel  de  prendre  alors 

HINS; 

mais,  comme  ce  couple  H  est  très  petit  par  rapport  au  frottement 
de  glissement,  on  peut  ordinairement  le  négliger  et  prendre  H  =  o. 
Glissement  et  rotation.  —  On  a  alors 

F=/N,        H  =  N8; 
GO  néglige  habituellement  H. 

377.  Roulement.  —  Examinons  de  plus  près  le  cas  du  roule- 
ment. Alors  le  couple  H  est  égala  NS;  on  peut  composer  ce  couple 
avec  la  réaction  normale  N  appliquée  au  point  de  contact  géomé- 
trique m.  La  résultante  de  N  et  H  est  une  force  N'égale  et  parallèle 

Fig.  2i8. 


à  N  transportée  en  avant  de  N  à  une  distance  8.  On  peut  donc  aussi 
tenir  compte  du  frottement  de  roulement  pendant  le  roulement,  en 
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admettant  que  la  réaction  normale  du  sol,  au  lieu  d^élre  appliquée 
au  point  géométrique  de  contact  m,  est  appliquée  en  avant  de  ce 
point  à  une  distance  o  de  la  normale  en  m.  La  réaction  tangen- 
tielle  est  toujours  une  force  F  moindre  que/N.  A  l'étal  de  repos, 
on  a  H  <C  NS;  alors  la  réaction  normale  est  transportée  en  avant 
à  une  distance  e  moindre  que  S. 

C'est   sous  cette  forme  que  nous  introduirons  le  frottement  de 
roulement  dans  les  applications  suivantes  : 

378.  Exemple  I.  —  Roulement  d'un  cylindre  circulaire  homogène 
pesant  sur  un  plan  horizontal.—  Le  cylindre  étant  immobile,  cherchons 
d'abord  quelle  force  horizontale  4>  il  faut  appliquer  au  cylindre  parallèle- 
ment  au  sol  et  perpendiculairement  aux  génératrices  pour  le  faire  rouler. 

Appelons  h  la  distance  de  la  force  4>  au  plan,  P  le  poids  du  cylindre. 
Déterminons  d'abord  la  force  4>,  de  façon  qu'il  y  ait  équilibre.  Dans  cette 
hypothèse,  les  forces  appliquées  au  cylindre  sont  la  force  4>,  le  poids  P, 
la  réaction  normale  N  transportée  en  avant  en  m!  à  une  dislance  s  de  la 
normale  moindre  que  o,  enfin  la  réaction  tangentielle  F  moindre  que/N 

Fig.  219. 


Écrivons  que  les  sommes  des  projections  de  ces  forces  sur  la  verticale  cl 
rhorizontale  sont  nulles, 

N  =  P,        F  =  *. 

Écrivons  que  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  aa  point  de  contact, 
géométrique  m  est  nulle  :  nous  avons,  puisque  F  et  P  ont  des  moments 
nuls, 

*A  — Ne  =  o. 


Écrivons  F  <  /"N,  e  <  8,  nous  aurons 
(1)  *<?/•, 


Si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  il  y  a  équilibre. 

Si  elles  ne  le  sont  pas  toutes  deux,  l'équilibre  est  rompu;  mais  il  peal 
l'être  de  façons  différentes,  suivant  que  Tune  ou  l'autre  des  inégalités  n'est 
pas  vérifiée. 
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Supposons  d'abord 

0  0 

alors  on  peut  donner  à  4>  une  valeur  telle  que 

L'équilibre  est  rompu;  il  y  a  roulement,  car^  la  force  4>  étant  inférieure 
au  frottement  de  glissement  au  départ  /P,  le  glissement  ne  peut  pas  se 
produire. 

Supposons,  au  contraire, 


8  .8 


alors  on  peut  prendre 


x>*>p/; 


■1  se  produit  dans  ce  cas  un  glissement. 
Comme  application,  imaginons  que  l'on  ait 


•s 
0 


h>j,  P/>*> 


P8 


Le  cylindre  se  met  à  rouler,  et  à  l'instant  ^il  a  acquis  une  certaine  vitesse. 
Cherchons  quelle  est  la  valeur  qu'il  faut  donner,  à  partir  de  cet  instant, 
à  la  force  horizontale  *  placée  à  la  hauteur  A,  pour  que  le  mouve- 
ment de  roulement  reste  uniforme  ? 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  forces  appliquées  au  cylindre  pen- 
dant le  roulement  se  fassent  équilibre.  En  effet,  le  centre  de  gravité  devant 
être  animé  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme,  la  résultante  des  forces 
appliquées  au  corps  solide  doit  être  nulle.  Puis,  le  mouvement  relatif  du 
corps  autour  du  centre  de  gravité  devant  être  une  rotation  de  vitesse 
constante  autour  d'un  axe  de  direction  ^\e,  le  moment  résultant  de  ces 
forces  doit  être  nul.  Les  forces  doivent  donc  se  faire  équilibre. 

Réciproquement,  si  les  forces  se  font  équilibre  sur  le  cylindre  une  fois 
mis  en  mouvement,  son  centre  de  gravité  décrit  une  droite  d'un  mouve- 
ment uniforme. 

Projetons  encore  les  forces  sur  la  verticale  et  l'horizontale,  nous  avons 

N  =  P,        F  =  *,        d'où        *  <  P  A 

car  il  n'y  a  pas  glissement. 

Prenons  ensuite  les  moments  par  rapport  au  point  de  contact  géomé- 
trique m,  en  remarquant  que  la  somme  des  moments  est  nulle  et  que  la 
distance  de  N  à  m  est  8  dans  le  roulement.  Nous  avons 

*  =  -/r' 
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Ainsi,  j^^cr  mtliTt  it   r^Ilxire  tj^  ibc*cv^iL£at  ca  le  Ciisast  roaler,  il  dot 

FI 
loi  appljquri  ti.*  fc«rre  ♦  Fnî»*TJ«xrf  a  — :-•  BÛsîmfénevreày  P.  Pais,dèi 


que  If  mitre  dt  rr&ritiê  ce  ryllifSrfr  >  itlcxst  la  Titesse  Toalae,  poar  Buia- 
tenir  cti\t  ^iit***  6t  rr-Li^ibfxl.  il  scfÊt  àt  àùmmer  brvsqaemenl  à  la 

ri 

force  ♦  là  vilfLr 


3T^.  RmpkÀ  des  rOMJfmr  pavr  iiiw|M'ler  les  ■■l^riiiii  sur  on lol 
honsoBtiL  —  Scppcrjcoïf  ri.  ciff   liitre  i«es.aste  P  ijant   la   forme  (Ton 
parAllt-ief-::«<-if   reriitrjt  f'.'-t   ^-Lpz-r-rîi^  }*r  dm  rmleaax.  d  et  Ot  de 
même  diAUittr*.  a  &i.t*s  j.*riljfJ£*  r:  re^-i'^tiil  «ir  aa  sol  horizontal.  Cher- 
cha;.* qiii-.e  »:  1*  ::rr*  L:»rir:«Lii:-t  4- j-^r^^eadicalaire  aax  a\es  des  roo- 
leauv   qn  .'.  ftLi  t:;.:.'rLi*  *  ii  ;»jr:-*  F'  î-î-ct  ia  fûre  aTaacer  d'un  mouve- 
roexil  iiii:::nDe,  îi-*   r:«Ej?-n.'v  r:«Liii-i   a  la  f :•!*  *ar  la  pièce  etsurlcscA- 
Leï?  forre*  âpftliçoffs^   t  la  lôi-rt  j-m.:  :  ia  f:«rc*  b&râoDtale  ♦.  le  poids    ^ 
de  v^eîU    j»ifre,  Je*  rtAna:»!^  liLTriUtlk*  F.  el  F.  des  roaleaax  sur       ' 


pw^ce,  cTitt  jr>  rf-arrvM^  r;»ni.tir*  >.  ri  >-  Of*  rcwleaax..  Les  forces  app^^ 
«5«*:^e^  Jii:  r.rcttiec  r^Liftt  J  .  >:t:  .  .•;  j»:oè*  /  de  re  rasleau.  les  forces  t^ 
e;  \.   <ij;:i>  r:   j-i.j»«">»"r>  k  S    t:  \  .  et£r  i«*  réactioes  UBçenUelles 

D*ViT\^i?^  i^a»   it  :r.<:i'U:tJi  r^i    -^.iJî-nifx:.  la  rêactioB  M|  da  sol  « 
y«iac*;*i^  i.  x.jyi   ,%:>:ti>,N'   :   it  T»*«.r:  ^f  r.iiiJir:  re^dikèin^e  Jki  dans  le  S 
•^,i;  :v*.  .-^uûîi:  MT    :   ^:-  .  .•:  .s.  -^i*-:.'.-!  X.  àt  îa  pièce  9ur  le  rouleaa  «     = 
j-.^;ï.n'>.  j.  A.rr  .-.\>;i.r;*;   ?   .■  i  -••   .i  :  û:    ^'.■•i:*,-:  rwoDrtriqTie  B]  dans  le  s« 
»i"^4:  :vj.  ;'Tr;-r:  ,-'*  '^.•i.  rii  >i  •  :i   :*»;•.;-  I-j^  mriiifis  faits  se  prodairool  9>' ^ 
i,'  ;ïr*.v,n-r   :vi,-,ji     .>  ,%vï' :•;■!:>  i*  i-:  t   ecaai  les  aiêaaes  et  les  réarf^' 
lj,Nr>  ;;tf;  if*,N'^:i',>  .-?;     ■   i'*"^».-^:   '.     ~>-  -tasiii  ôe  s;i'metrie^  eoa s  regarda* 
r,M.>  ;.«i:,^  •;*>  :.'"*'r>  *v.îni»;  >;l',":*  clxss  lii  mvJDt  plaa  nomial  aux  axes 

Is  .",Nv  .:ni  i  I  .11 .-.  .  IX  ii.4^\ii..x:  àt  trait$latii>B  aoiforme,  les 
^Nrc*»-^  c«.  *  >,'!.  n:<j^'^i.','i>  X  î.«iù  foi.iïii*re,  £a  projetant  ces  forces 
>*.:    .JL  ^,  v;  «^A'r  o;  .  |jvi"^,"»f  ;i-u     .-i  i  jrt*  Ofxv  r^patioBS 

4.   :i4«'::^;   i^^o.*^».;;:   jl   ^-^^^  «vifr:ua;>  «'vatf  ^t;.  (i^ciaïe  qae  la  soBUBC  des 
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moments  des  forces  appliquées  à  la  pièce  est  nulle  par  rapport  à  un  point 
du  plan  des  forces;  mais  cette  relation  ne  sert  pas  pour  la  suite  :  elle  per- 
mettrait de  calculer  Ni  et  N]. 

Le  rouleau  Oi  étant  animé  d*un  mouvement  de  roulement  uniforme,  les 
forces  qui  lui  sont  appliquées  se  font  équilibre.  Nous  aurons  donc  succes- 
sivement, en  projetant  sur  la  verticale,  l'horizontale,  et  en  prenant  les 
moments  par  rapport  au  point  Ai, 

^_M,-+-N'i  =0,      G,  — f;  =0, 

2RF',  -M,8  — N;8'=o. 
Gomme  N'i  =  Ni  et  F',  =  Fi,  on  tire  de  là  en  éliminant  Mi 

^'=  ÏR 

Od  trouverait  de  même 

/>5-.-N,(S  +  8') 

On  a  donc  enGn,  d'après  les  équations  (2), 

2/?8H-P(8-i-8') 


4>  = 


>.R 


On  peut  ordinairement  négliger/?  devant  P  et  réduire  cette  formule  à 

P(8-f-8') 


*  = 


2R 


Si  la  pièce  glissait  directement  sur  le  sol,  on  trouverait  que  la  force 
capable  de  lui  imprimer  un  mouvement  uniforme  serait /P,  valeur  nota- 
blement supérieure  à  la  précédente. 


EXERCICES. 

1.  Pendule  à  deux  branches  (Métronome).  —  On  considère  un  pendule  com- 
posé constitué  par  une  tige  homogène  mobile  dans  un  plan  vertical  autour  d'un 
axe  O  perpendiculaire  au  plan.  La  partie  de  cette  tige  située  au-dessous  de  O  est 
très  courte  et  porte  à  son  extrémité  un  poids  assez  lourd  qui  constitue  le  poids 
moteur;  la  partie  de  la  tige  située  au-dessus  de  O  est  plus  longue  et  porte  un 
petit  poids  qui  peut  glisser  et  être  arrêté  en  chaque  point  voulu  et  qui  constitue 
le  poids  régulateur. 

Étudier  la  durée  des  oscillations  infîniment  petites  suivant  la  position  du  poids 
régulateur. 

(Il  suffit  d'appliquer  la  théorie  du  pendule  composé  en  remarquant  que  le 
moment  d'inertie  varie  avec  la  position  du  poids  régulateur.  Hirn,  Comptes 
rendus f  t.  CV,  p.  4^.) 

^.  Une  porte  homogène  est  fixée  par  deux  gonds  à  un  axe  faisant  un  angle 
A.,  II.  9 


(RouTH,  Rigid  Dynamics  y  vol.  I,  p.  97). 

3.  Un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axe  fixe  Oz  sous  l'action  de  forces  disposées 
symétriquement  par  rapport  au  plan  du  cercle  décrit  par  le  centre  de  graTÎté; 
le  corps  lui-même  est  symétrique  par  rapport  à  ce  plan.  Calculer  les  pressions 
sur  l'axe  fixe. 

liéponse.  —  II  est  évident  que,  dans  ce  cas,  les  pressions  sur  Taxe  peuvent 
être  réduites  à  une  force  unique,  appliquée  au  point  où  le  plan  de  symétrie  coupe 
l'axe  et  située  dans  ce  plan.  Les  formules  générales  détermineront  cette  force. 

4.  On  considère  une  masse  déterminée  homogène  continue  de  matière  ayant  la 
forme  d'un  cylindre  de  hauteur  donnée  qu'on  fait  osciller  autour  d'une  parallèle 
aux  génératrices.  Quelle  forme  doit  avoir  la  base  et  comment  doit  être  choisi 
l'axe  de  suspension  pour  que  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  soit  mi' 
nimum  ? 

•  Réponse.  —  La  base  doit  être  un  cercle  et  l'axe  doit  passer  au  milieo  du  cAté 
du  carré  inscrit.  (De  Saint-Germain,  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France^  l.  II,  p.  54.) 

5.  Axes  de  suspension  d'un  pendule  composé  pour  lesquels  la  longueur  du 
pendule  simple  synchrone  a  une  valeur  donnée,  —  Imaginons  un  solide  déter- 
miné; si  l'on  suspend  ce  solide  autour  d'une  droite  A  qui  lui  est  invariablemeot 
liée,  prise  comme  axe  de  suspension,  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  a 
une  certaine  valeur  /.  Appelons  point  de  suspension  la  projection  J  du  centre  de 
gravité  G  du  corps  solide  sur  l'axe  A.  Par  chaque  poin  t  de  suspension  J  passent 
alors  une  infinité  d'axes  de  suspension  A  perpendiculaires  à  GJ  :  à  ces  axes 
correspondent,  en  général,  des  longueurs  différentes  /  pour  le  pendale  simple 
synchrone. 

Tous  les  points  de  suspension  par  lesquels  il  passe  au  moins  un  axe  A  tel  que  / 
ait  une  valeur  donnée  k  sont  situés  sur  ou  entre  les  deux  nappes  d'une  sarfaee 
obtenue  en  prolongeant  les  rayons  vecteurs,  issus  du  centre  d'une  surface  des 

ondes,  de  la  longueur  constante  -  •  Par  les  points  de  suspension  situés  sur  aoe 

des  nappes,  il  ne  passe  qu'un  axe  de  suspension  A  répondant  à  la  question  ;  par 
les  points  de  suspension  situés  entre  les  deux  nappes,  il  en  passe  deux;  par 
chacun  des  points  coniques  de  la  surface,  pris  comme  points  de  suspension,  il  et 
passe  une  infinité.  (Bocklen,  Journal  de  Crelle,  t.  93.) 

6.  Deux  barres  matérielles  homogènes  égales  AB  et  AB ',  de  longoear  al  et  de 
masse  M,  sont  articulées  l'une  à  l'autre  par  une  extrémité  A.  On  demande  le 
mouvement  de  ces  deux  barres  en  supposant  qu'elles  soient  lancées  dans  on  plan 
horizontal  XOV  sur  lequel  elles  glissent  sans  frottement. 

On  appellera  Ç,  r,  les  coordonnées  du  centre  do  gravité  G  du  système,  6  Tangle 
de  la  droite  G  A  avec  OX,  22  l'angle  BAB'  des  deux  barres,  et  MA:*  le  moment 
d'inertie  de  chaque  barre  par  rapport  à  son  milieu.       (Licence,  Paris,  i8S5.) 

7.  Un  tube  rectiligne  homogène  AB  de  section  infiniment  petite  et  de  longaenr 
ia  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal;  un  point  matériel  M  dont  la 
masse  est  égale  à  celle  du  tube  est  mobile  sans  frottement  à  l'intérieur  da  tnbe. 
Trouver  le  mouvement  du  système  et  la  pression  du  point  M  sur  le  tube. 

On  appellera  6  l'angle  de  AB  avec  un  axe  fixe  OX  et  a  rie  segment  CM  compté 


r 


T 
*      M 


/ 
CHAPITRE    XIX.   —    DYNAMIQUE    DU    CORPS    SOLIDE.  l3l 

tir  du  centre  C  du  tube.  On  examinera  en  particulier  le  cas  où  la  vitesse 

dr 
I  e  du  cenlre  de  gravité  du  système  et  la  valeur  initiale  de  -rr  seraient  nulles  ; 

diquera,  dans  ce  cas,  la  forme  de  la  trajectoire  du   point  M. 

(Licence,  Paris,  1887.) 
^ultats. 


:prime  en  fonction  uniforme  de  0  par  une  fonction   elliptique.  (Voir /b/ic- 
elliptiques    et  leurs  applications,  par  Greenhill,  traduction    de  Griess, 
7,  n»  86.) 

Sur  un  plan  horizontal  glisse  sans  frottement  un  tube  rigide  de  section  infi- 
ni petite  ;  ce  tube  affecte  la  forme  d'une  courbe  qui,  rapportée  au  centre  de 
té  C  du  tube  comme  origine  et  à  un  axe  CA  invariablement  lié  au  tube 
ne  axe  polaire,  a  une  équation  donnée  8  =/(/•).  Dans  l'intérieur  du  tube 
i  sans  frottement  un  point  m  de  même  masse  que  le  tube.  Trouver  le  mou- 
nt  du  système  supposé  placé  dans  des  conditions  initiales  arbitraires. 

ponse.  —  Le  cenlre  de  gravité  G  milieu  de  Cm  est  animé  d'un  mouvement 
ligne  uniforme.  Rapportons  le  mouvement  à  des  axes  Go:',  G  y'  de  directions 
menés  par  G.  La  position  du  système  est  alors  définie  par    les  coordonnées 

rcs  Oni  —  ->  mGx'  =  <x  du  point  m  et  l'angle  p  de  CA  avec  Gx'.  Le  théo- 
dcs  forces  vives  donne 

lui  des  moments 

/"a'-i-oA^2p'  =  const.; 

leurs  6  =  ACM  —  a  —  p  =/(/•).  D'où  a,  p  et  r  en  fonctions  de  t. 

Uo  lubo  rectiligne  homogène  AB,  de  section  infiniment  petite  et  de  masse  m 

ûobile  dans  un  plan  horicontal  xOy  autour  de  son  milieu   O  qui  est  fixe. 

i>oiol  matériel    M,  de  masse  m,  glisse    sans  frottem  ent  dans   le    tube  et   est 

'é  par  le  point  O,  proportionnellement  à  la  distance.  Trouver  le  mouvement 

ysième. 

n  appellera  nik'^  le  moment  d'inertie  du  tube  par  rap  port  au  point  O,  6  l'angle 

A,  r  la  distance  OM  et  ^mr  la  valeur  absolue  de  l'attract  ion  du  point  O  sur 

oint  M. 

0  étudiera,  en  particulier,  le  mouvement  en  supposan  t  qu'à  l'instant   initial 

0  on  ait 

dr  d^ 

IDS  quel  cas  la  trajectoire  sera-t-elle  une  circonférence  de  centre  O? 

(Licence,  Paris.) 

isuUats.  —  1°  La  somme  des  moments  des  quantités  dt   mouvement  par 


iH  DT?(àMIOrE    frE§    «TSTÈMEf. 

*'  -r   —  '^  T   =  ^- 
1*  Le  xhiif/r^tne  d«  foires  rires  doane 

'/«  A  e«t  aoe  ':/>asUBte  arbitraire.  On  a  aiasi  r  et  H. 
L>limioatioo  de  3-  donae  tta  r  par  vae  qvadratmre. 

10.  Daiks  l'exemple  III.  n*  366.  on  remplace  le  domble  c6oe  par  une  spkére 
avant  son  centre  dans  le  plan  vertical  ;0^  mené  par  la  bissectrice  Ox  de  l'angle 
DOD*.  et  assujettie  à  ronler  sans  glisser  sar  les  guides  OD  et  CD'. 

TroQTer  le  moavement  de  cette  «phêre.  (Bille  de  billard  roulant  sur  deai 
qoeo's  qai  forment  an  angle.) 

lièttdtats.  —  On  TérîBe  sans  peine  qae  le  centre  C  de  la  sphère  décrit,  dans 
le  plan  Tcrtical  yOx  mené  par  la  bissectrice  Ox  de  Tangle  des  deux  guides,  une 

ellipse  hCK  dont  les  axes  sont  a  —  — — «  6  =  R,  où  s  désigne  le  demi-angle  des 
^  sin? 

guides  {.fig-  331)- 


Fig.    321. 


La  sphère  roulant  sur  les  deux  guides.  Taxe  instantané  de  rotation  de  la 
>phére  est  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  avec  les  guides  :  le 
point  T  où  cet  axe  rencontre  Ox  est  le  centre  instantané  <ie  rotation  dans  k 
plan^^Ox,  et  CT  est  normal  en  C  à  l'ellipse  lieu  du  centre.  Appelons  r  la  lon- 
gueur de  cette  nor  nale,  6  Tangle  dont  la  sphère  a  tourné  à  partir  de  sa  positiou 
initiale,  ds  relément  d'^rc  de  Tellipse. 

La  Titesse  >  du  point  C  est 


(i) 


ds  dH 

^=dt=''di 


d'après  la  propriété  fondamentale  du  centre  instantané  de  rotation.  Si  Ton 

par  u  l'anomalie  excentrique  du  point  C  de   l'ellipse,  les  coordonnées  x  et  jr  de 

ce  point  sont 

x  =  acosii,       y  =  b  s'inu. 

On  trouve  facilement,  pour  la  longueur  de  la  normale  CT, 

b^ 
r*=  -i  (a'sin^M  4- ft'cos^ii), 
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jr  l'élément  linéaire  d'ellipse 


a» 


ds^=  (a'5in*w-+-  ô'cos'k)  du}=z  —  r^  du^, 
it  cette  valeur  dans  (i),  il  Tient 

^  du  =  d^  ; 
o 

la   hauteur  ^  du  centre  de  gravité  C,  au-dessus  de   Thorizontale  OÇ  du 
O  est,  i  désignant  l'angle  :rO^, 

C  =  arsint  -h y  cosi  =  a  sini  cosa  4-  b  cosisine^. 
orcc  vive  totale  de  la  sphère  est,  d'après  le  théorème  de  Kœnig, 

tant  le  moment  d'inertie  de  la  sphère  par  rapport  à  un  diamètre;  on  a  donc, 
cliquant  le  théorème  des  forces  vives,  supposant  que  la  sphère  parte  sans 
;  initiale  de  la  position  pour  laquelle  u  =  u^y  et  tenant  compte  de  (a), 

(  -  .^ — h  a'  SI  n^  M  -h  b^  cos'  "  )  (  "77  ) 

—  2g[a  sin«(cosao—  cosu)  -h  b  cosi (sine^^ —  sinw)]. 

e  formule  donne  t  tn  u  par  une  quadrature.  On  peut  ainsi  étudier  le  mou- 
il.  Pour  que  la  sphère  semble  remonter,  il  faut  et  il  suffit  que  le  centre  de 
é  descende  quand  la  sphère  semble  remonter. 

peut  vérifier  que  le  mouvement  de  la  sphère,  au  point  de  vue  cinématique, 
•nt  en  faisant  rouler  une  épicycloïde  sur  la  droite  Ox.  (  Voir  Mannheim, 
al  de  Liouville,  iSSg,  et  Comptes  rendus,  3  novembre  1890.) 

Un  tube  circulaire  homogène  de   masse  M,  et  de  section  infiniment  petite, 

jbile  sans  frottement  dans  un  plan  horizontal  autour  d'un  de  ses  points  O 

se  fixe.  Un  point  matériel  m,  de  masse  ni^  est  mobile  sans  frottement  dans 

ieur  du    tube,  et   est    repoussé   par   le  point  O  proportionnellement  à  la 

ce. 

ivcr  le  mouvement   du   système  en  supposant   qu'il  soit  abandonné  à  lui- 

sans  vitesse  initiale. 

appellera  F<  le  rayon  du  tube,  MA''  son  moment  d'inertie  par  rapport  au 
O,  6  l'angle  que  fait  le  diamètre  OA  avec  un  axe  fixe  Ox,  et  a  l'angle  que 

rayon  vecteur  Om  avec  le  diamètre  OA.  (Licence.) 

On  considère  une  roue  mobile  autour  d'un  axe  vertical  :  les  rayons  de  cette 
>ont  creux;  dans  chacun  d'eux  est  placé  un  boulet  sphérique  de  masse  m; 
lires  de  ces  boulets  sont  tous  à  la  même  distance   initiale  c  de  l'axe  de  la 

net  cette  roue  en  mouvement  en  lui  communiquant  une  vitesse  initiale  n. 
ornent  des  boulets. 

centre  de  chaque  boulet  décrit  une  courbe  dont  l'équation  est  de  la  forme 
=  c.    Greexhill,  Fonctions  elliptiques,  traduction  de  Griess,  n®  88.) 
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13.  On  donne  un  quart  de  cercle  de  rayon  R  limité  par  an  rayon  rertical  &y 
et  une  barre  homogène  pesante  AB  de  longueur  2/ qui  glisse  sans  froltemeol 
sur  le  quart  de  cercle  et  dont  une  extrémité  A  glisse  sans  frottement  sur  lerayoi 
vertical  Oy. 

I*  Trouver  la  position  d'équilibre  de  la  barre. 

a**  La  barre  étant  abandonnée  à  elle-même  sans  vitesse  initiale  dans  la  position 
horizontale,  étudier  son  mouvement. 
On  appellera  2  Tangle  de  la  barre  avec  l'horizontale  Ox  et  l'on  vérifiera  que. 

dans  le  cas  particulier  où  R  =  -^—y  Tangle  3  dans  le  mouvement  oscille  eatrr 

o  et  ^  •  (  Licence,  Paris.) 

14.  Une  barre  homogène  pesante  AB.  assujettie  à  rester  dans  un  plan  vertical, 
est  rattachée  à  un  point  fixe  O  par  un  fil  OC  inextensible  et  sans  masse  fixé  en 
son  milieu  C.  Trouver  le  mouvement  de  cette  barre  et  la  tension  du  fil. 

On  appellera  /  la  longueur  du  fil,  .M  la  masse  de  la  barre,  6  Tangle  du  fil  OC 
avec  la  verticale  Ox,  a  Tangle  de  la  barre  AB  avec  cette  même  verticale. 

15.  On  considère,  dans  un  plan  horizontal  yOx,  une  tige  homogène  OA,  de 
masse  M  et  de  longueur  /,  mobile  autour  de  son  extrémité  O,  qui  est  fixe;  piit 
une  deuxième  tige  homogène  AB,  de  même  masse  M  et  de  longueur  doubles/ 
articulée  à  la  première,  à  Textrémité  A;  le  milieu  C  de  cette  deuxième  tige  est 
attiré  par  le  point  O  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 

Trouver  le  mouvement  du  système. 

On  appellera  6  l'angle  xOA  de  OA  avec  un   axe  fixe   Ox,  9  l'angle  COA  et 

M  IL 

r=T  la  valeur  absolue  de  la  force  attractive  issue  du  point  O.  On  supposera  q«c 
OC* 

le  système  parte  du  repos  et  que  Ton  ait,  dans  la  position  initiale, 

6  =  o,        »  =  r  •  (  Licence,  Paris.) 

16.  Un  carre  matériel  homogène  de  cùté  aa,  d'épaisseur  infiniment  petite  et  de 
masse  m,  peut  glisser  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  :  un  insecte  de 
même  masse,  regardé  comme  un  point,  est  placé  d*abord  au  milieu  d'un  côté  ea  A 
et  le  système  entier  est  immobile;  à  l'instant  f  =  0,  Tinsecte  se  met  à  marcker 
le  long  du  cAté  en  parcourant,  sur  le  côté,  des  longueurs  proportionnelles  âni 
temps.  Mouvement  du  système. 

Réponse,  —  Le  centre  de  gravité  reste  immobile.  Prenons  alors  ce  point  O 
pour  origine  et  prenons  pour  axes  Ox  et  Oy  des  axes  parallèles  aax  cdiés  4n 
carré  dans  la  position  initiale.  A  l'instant  t,  l'insecte  est  en  M,  le  centre  da  carré 
en  C,  le  point  A  milieu  du  côté  en  A',  et  l'on  a  par  hypothèse  A'M  =  vt^  vêtant 
constant.  D'ailleurs  la  masse  du  carré  et  celle  de  Tinsecte  étant  égales,  O  csl  le 
milieu  de  CM  {fig.  222). 

Soient  a  l'angle  dont  le  carré  a  tourné  dans  le  sens  négatif,  c'est-à-dire  l'angle 
de  C'A'  avec  Ox;  r  et  6  les  coordonnées  polaires  de  M.  On  a 


D'ailleurs,  les  coordonnées  polaires  de  C  sont  r  et  6  +  7. 
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omme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  O  est  nulle, 
e  cette  somme  est  constante  et  que  sa  valeur  initiale  est  zéro.  On  a  donc 

ion 

2^26'  — A-2a'=o, 


aquellc  mA^  est  le  moment  d'inertie  du  carné  par  rapport  à  son  centre 
équation,  jointe  aux  deux  précédentes,  donne  r,  6  et  a  en  fonction  de  /. 


3/ 


C     0 


Fig.    222. 


JC 


Vfème  problème  quand  on  remplace  la  plaque  carrée  par  une  plaque  de 
quelconque,  définie  comme  il  suit.  C  désignant  le  centre  de  gravité  de  la 
:,  A  un  point  fixe  sur  le  contour,  M  un  point  variable  tel  que  arcAM  =  Sj 


CM  =/{s),        ACM  =  9(*). 

0/156.  —  L'insecte  partant  de  A  et  parcourant  un  arc  s  =  vt  proportionnel 
nps,  on  a,  avec  les  notations  de  l'exercice  précédent,  les  relations 

)intes  à  celle  que  fournit  le  théorème  des  moments, donnent  /*,  0  et  a  en 
ns  de  /. 


Dans  l'exercice  IV  du  n*  366,  Pendule  elliptique,  calculer  la  durée  des 
lions  infiniment  petites;  que  devient  cette  durée  quand  m  augmente  indé- 
it? 

onse.  —  Appelant  a  l'angle  d'écart  initial,  on  a  A  = —  cosa.  Comme  6  et  ot 
es  petits,  on  peut  faire 


n  a 


sinO  =  0,         cos8  =  i »         cosa  =i ; 

2  2    * 

K'dt]  "  1 


ni 


éveloppant  le  dernier  facteur,  suivant  les  puissances  de  6',  et  négligeant 
ssances  supérieures  à  la  deuxième  et  le  produit  a'6',  on  a 


ï'  -a. 


ii  n  «u-iraens*  ansâinsesi.  •«  Twwnt  ::HBBr  Saute  la  livrée  des  oscillalioas 
ni  a«iza-*  Tionae.    ?  zsi  ^k  smsaL  x  j#  JvL  ar  ates  la  masse  m  ne  boage 

A  1  r-*flLii-- -PTTiiati*  ^•ï^aiB.  a^BOH-n  i  ?ster  4uas  ««  plan  Teitical,  glisM 
saina-  r-'-.tearran.  =iEr  j=.  «ir  ^-rrzL-WÊLS^  :  z  «ir  jafsd  il  repose  par  an  cAté  de 
'iosjr  ET*  t  -«*r  "x^TSMcsnBK  "^we  m  nsçiK  -««rtical  koao^ne  pesanL  Moa- 
^nriM  m  -^-eirarr  (Licence.) 

?t-ji',-iar.  —  "—   ^/ï*::-*x   xa   ^al-jc  aacaÂ  m  étms.  paramètres  :  Tabscisse 

1^   at*r-nxv  c-t-  :Ti2ir.:.fc>  et  Bi*u^r-BeK  sciH-sas  «x  Ox  et  le  théorème  des 


5>.  .  I  as^rn  ■t-M'-c'ai  snaui.  ^mt-  c«ik&  m.  lûan  Tcrtical.  ronle  sans  glisser 
<ir  tift  £r•ul^  t:a-  .'r  a-  'r  n«ii  e  :suzt  itk  ias^ve  est  attiré  proportion- 
na*.! i:*jicut   «   M  usicd-rr  sijr  uK  2win   LS.S  T  xe  «i  ôvcie.  MosTement  du  disqne. 

(Licence.) 

/<.iA'*i&«  --  ^  «snHLSBv;  :*;aii  t  îîiflîMic^  Txmtù^gsuBL.  saas  frottements,  il  snif l 
c'itiinitru'^  <!*  uiAïr-^snv  a^  ui*-ts^  v<-7*s.  If  nuvitmcBt  est  tantochrone. 


:.  .jt^.-rr  n  iii.^>  n»«urc*s  a-  ib£â«^  «çktrsw  as^njecii?  à  rester  snr  an  plai^^ 
Di\iA^'  IV  ."  i«^*^£.iii*nt:ri^  ïvii.  'f-jiffic  %Ti  nrinT  T'iamctî  d*nn  losange  arti^— 
TL't  ra  .  !■>  ruicrt  ^-^lt^  s^ul    'ju^siiiurï'  hc  çucre  txpes  rigides  et  sans  miii^ 

.'•r    ir.Ti-.iit'  ài  ^-ro^vjiv  ui  oirur-rnieii:  riitiiic  au»  le  plan  donné,  et  ronpro— 
i»:rsr  €*:  r-'i-a*^  -  %t  n»'a  -  ^ni'*ji.  iitt^rririr.  n.  aûiurUAii  fa'anmne  force  extérieni 
r    r  rrr^-'"!'!»"  ,v  ci  i    m  ^  ic>«ciuatr  j^htjji  irccmncst  au  attîcnlations. 

rr>L~  p -:;Tn   n,'^   i.   ip  <t  ^:*m.-ti.  eu  «lin  iirc  fcieirs fne denx. des  poinls seront 
v;f.t.>  ^^  .  t«.*;tu>.>    i.i   ^y.i-n '-;   .rr>  Mt  i*:^  r/imiDf  ôes>  cvps  ahsolnment  dénoéf 

ILx'^n.  nrr  rr  r4£ir:jrij]ir:  m  ^.K^  m.  a  J'iiïsian:  iaiLia]«)cs  mîlienx  de  den  côCés 
ofiprrscs  rL  .•rrstfttC^  «^uTiiMïii;  o»^  VijASA&r  bbîtrs.  (Licesce,  Caen.) 

ce.  M.-'Lt-crTKTi;  ot  •;  n%»?\..K  l  \;m<i(«c  àutf  rair  çvand  on  snppose  <|ne  l'air 
cvrr.T.  si;-  •.'^  .i:*l\  nirf:i«i:*<-  i«rsiiMr>  snsMOiihies-  an  dm  fils,  nne  résistance 
profn-*r:>.ir.n.'-.>i  «   ik.  v.^p^sr  i licence,  QeraBoot.) 

i!S.  L  nf  :i^c  F^i'  es:  sssu«c::ic  t  rits^n  snr  ont  droite  fixe  x'x.  Cette  tige  se 
meut  siMi>  i'»r:>rir  r!  ur.  r  '.r:  i~.\:  \  eu:  hxurt  tr»s$  les  éléments  de  BC  propor- 
tion nenorncrjt  i.  ii.  .']:>:« If rt  c:  k  u  iTf&sM  àt  r»  éléments.  La  tijv  DC  est  komo- 
erof -.  I  .btirifriMi.  »iL  pfi.ri:  \  >i;7  uii  cieme'ni  de  BC.  de  masse  i  à  la  distance  i* 
produit  une  U*tcl  c^Siif  fc  I  ul::x..  \  ]  finpor  dn  temps,  la  ti^  BC  est  immobile: 
si,  du  point  A.  iVin  ;<i*iii?ij^r  su:  j  x  une  pcriH^nâirolaiiY  AO.,  la  longnenr  AO  est 
ofalc  a  3â  et  la  disianrf  dr  O  Sio  niilien  de  BC  est  A  Toiigiine  dn  temps  égale 
i  7  a.  Trouver  le  moment  de  BC.  . 

1*  En  supposant  que  BC  {:lisse  s&nf  frottement  sarx'x; 

a*  En  supposant  que  x  x  s(*ii  dépoli  et  qne  le  cïoctfcàent  dn  ftolUminl  de  BC 
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^  ^-oi  C  I.  Trouver,  dans  ce  cas,  au  bout  de  combien  de  temps  la  tige  BC  sera 
'*    ^t    quelle  sera  alors  la  position  de  cette  tige. 

(Licence,  Marseille,  1884.) 

^"^^  sphère  homogène  pesante  est  placée  sur  un  plan  incliné  rugueux,  le 
^■^^  de  frottement  étant/;  la  sphère  commence-t-elle  par  rouler  sans 
»  ^>^:».     par  glisser? 

^**  S^^ant  l'inclinaison  du  plan  sur  Thorizon ,  il  y  a  roulement  si  /  >  -  tangoc. 

dynamics,  vol.  I,  n»  161.) 


UiA^    sphère  homogène  animée  d'une  rotation  Û  autour  d'un  diamètre  hori- 
*  ^^t.   posée  sur  un  plan  horizontal  rugueux.  Trouver  son  mouvement. 
^*^^^ïïie   analogue   à   celui   du   cerceau   n«  371.   Il   y  a   glissement  jusqu'à 

**^^  *t  =  — 7—»  a  désignant  le  rayon;  après  il  y  a  roulement  uniforme  si 

■^^^l-ige  le  frottement  de  roulement.  Routh,  n*  162.) 

^■le  barre   homogène   pesante  AB   est    terminée    par  deux   anneaux   qui 
''^^     aver,  frottement  le  long  de  deux  liges  horizontales  rectangulaires   Ox 
^'^    Xa  tige  est  lancée,  avec  une  vitesse  angulaire  instantanée  Q,  dans  une 
^  infiniment  voisine  de  Ox,  Mouvement. 
^    a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  /  est  supérieur  ou  inférieur  à  y2. 
>  Jbid.,  n«  166.) 


n  cercle  matériel  homogène  pesant  peut  glisser  sans  frottement  sur  un 
Orizontal.  Ce  cercle  étant  immobile,  un  point  matériel  pesant  de  même 
^ue  le  cercle  est  placé  en  m^  sur  le  cercle,  et  lancé  horizontalement  avec 

esse  donnée  t^o  perpendiculaire  au  rayon  qui  passe  par  m,. 

^er  le  mouvement  du  système,  sachant  que  le  cercle  frotte  sur  le  point  et 

coefficient  de  frottement  est  /. 

^ans  le  pendule  elliptique  du  n**  366,  on  suppose  que   le  point  m    glisse 
ottement  sur  Ox.  Le  pendule  étant  écarté  d^un  angle  a  de  la  verticale,  on 
aller  sans  vitesse  initiale.  Que  doit  être  cet  angle  a  pour  que  le  point  m 
•^    immobile?  {Voir  fin  du  n-  375.) 

J^endule  isochrone  de  Phillips.  —  Soit  un  pendule  dont  l'axe  de  rotation 

^^jetle  en  O,  et  dont  le  centre  de  gravité  est,  à  un  instant  quelconque,  en  G. 

^  XiBE  un  petit  ressort  en  acier,  formé  d'une  lame  encastrée  en  D,  où  sa  tan- 

"^^^  est  horizontale  et  perpendiculaire  à  l'axe  O.  Son  extrémité  E  est  libre  et 

"^*ssc  un  peu  la  verticale  OV.    Le   ressort  est  relié  au    pendule  par  une  bielle 

X^g.  223)  de  petite  section,  et  de  très  faible  masse,  articulée  d'une  part  avec 

*  pendule  en  A,  et,  d'autre  part,  en  B  avec  le  point  du  ressort  qui,  dans  la  posi- 

^*û  d'équilibre,  se  trouve  en  C  sur  OV  de  sorte  que  OC  =  OA  -+-  AB.   D'ailleurs 

OA  :=  AB. 

On  peut  régler  l'appareil  de  telle  façon  qu'en  écrivant  Téquation  du  mouvement 

d'Oi 
«second  membre,  développé  oar  raooort  aux  puissances  croissantes  de  a,  con- 


J JE  "  T    1^    •-'ST 


".    a.zï    33--=r:rar    i-jk^  :e  s=iie&  ïTiiFfiri— t  (Conyf et  rtndui. 


\^ 


'  i;i>    Il    -  «il    cr::.=^  :««  ixkr  m  lu^me  rzcmlftav  A  dont  la  circooférocc 

..    .  .    o^:^!.    -r^.-.    **   :s«    -t^JLT-  tsib-  nccsse  laitiaJe  «or  la  circonférence  di 
.-.><U':    ^  «.ii:s>    :        7^-**.^^   la  ii..aL    e  3iii«  luaC  ds  dîsqve  A. 

:-r'B.C'.-;  :t  .-  .r-iuc»r  '  ^;::e  sjoimum  x  qae  doit  faire  le  rajoa  q*i 
•«&*<  *.*r  ■•  -■,  •  .■■•-..  ^  ^T-itiic  liriÇîe  ver»  fe  haat  poor  que  lepoialP 
•:^«<  .  '.r^  1  ûuii.^rr  *  -«  cï  pwioc  P  esc  placé  sar  le  disqoe  sans  fitesie 
uiii^w  ;c  tt^L::crv  me  e  -rv^-a  nu  pos^c  par  Le  poîst  P  fasse  arec  la  Terticale 
tu  iii;^  c  i:i  .n-i  ?iu>  ^nou  iQc  z.  .e  puiat  P  clisse  d*abord  sur  le  disqset  p*i^ 
t'iii''.  K  ii>«cuc  Jq  it «a .«nav  ;e  i> mer  l'e-.fvatioKqvidoBBeraDgle  de  la  Tertical^ 
-.    -t^    Il    ;•;.    ?..><«  74r  ?.   «/rs^e  '.-e  poiml  P  se  détache  do  disque  po«^ 

''..    Sur   tf  n^>;u«  .'.tyrii^ur-  \.  iao<  !tf  plan  de  ce  disqae,  on  place  un  deoii^^ 
j:>^iit   .'.^.'Xi^.rt   -cï^tii  '3  itn  ^>c  iii. mu^siie  et  doat  le ra JOB  esl  égal  à  la  moitié 
iu  -  I-    il  iu  ii^^iuv   \.  Lu  rtr-^jaiVrmce  «ie  B  est  dépolie,  eo  sorte  que  les  des  "^ 
i:?<iics  V*jv'.Lu;    'in  ?ur  '^utm  oa  ae^li^  U  résistance  au  roulement. 

V  .';r'^!je   e  i:>^uc  3  ?^c  si3s  ▼:!.«>$«  et  le  rajon  du  disque  A  aboulissailv 
pciti:.   jc   .-'. ii.jcc    itrs   icu.\  i::ïi{aes  fait  avec  la  verticale  ascendante  un  angl 

fc'uLrv  v|iit:t!e>  !ïiitiC'.<«^  iu.c  ^tre  cvospris  \  poar  que  le  disque  B  roule  d*aboi^ 

Ku  jJtucttjuû  ^'i<*  e  i:si{tie  B  commence  parrouler,  étudier  son  moufementct 
t'oruicr  les  i.-v{uji  •. u>  ^ui  dcaaeat  :  i*  l'angle  que  fait  aTCC  la  Terticale  asccn- 
Jjiite  le  rj\oa  d«  A  vju:  pas^e  par  le  centre  de  B  à  l'instant  où  cesse  le  roule- 
ment simple  >au:»  «ti^^oieoc;  i*  l'angle  analogue  à  l'instant  où  le  disque  B  se 
détache  de  A. 

l>un$  lc5  deux  questioDs.  on  dèïignera  par /  le  coefficient  du  frottement  de 
glissement.  (Agrégation,  1896.) 

31.    Un   triangle   équilatéral   matériel  OAB  pouTant  glisser  sur  un  plan  hoii- 
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ntal  fixe  xOy  est  assujetti  à  tourner  autour  de  son  sommet  O  qui  est  fixe.  Un 
int  matériel  M,  de  masse  i,  est  assujetti  à  glisser  sur  le  côté  AB  et  est  attaché 

sommet  O  par  un  fil  élastique  et  sans  masse  OM  dont  la  longueur  à  l'état 
lurel  (quand  il  n'est  pas  allongé)  est  égale  à  la  hauteur  OH  =  a  du  triangle. 
I  admet  que  la  tension  de  ce  fil  est  proportionnelle  à  son  allongement  à  partir 

l'état  naturel  a,  de  telle  sorte  que,  quand  le  fil  a  une  longueur  OM  =  r,  sa 
Dsion  a  pour  expression  2A:(r— a),  A:  désignant  une  constante  positive. 
Trouver   le   mouvement  du    système  en   supposant  les  liaisons  réalisées  sans 
ttements. 

\otations  et  conditions  initiales.  —  On  appellera  r  la  distance  OM,  a  Tangle 

3M,  7  Tangle  :rOH,  I  le  moment  d'inertie  du  triangle  par  rapport  au  point  O, 

,.  a 

I  on  remarquera  que  cosa  =  -  • 

On  prendra  comme  paramétres  indépendants  r  et  9,  et  Ton  admettra  qu'à 
instant  initial  le  système  part  du  repos,  le  mobile  M  étant  en  A. 

(  Licence,  190a.) 

Réponse.  —  On  peut  appliquer  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
ouvement  par  rapport  à  O  et  le  théorème  des  forces  vives.  On  a  ainsi  les  deux 
aations 

■(.^)"*(£)'-(i-ll)'=-«<'-''*«- 

I  la  constante  des  forces  vives,  d'après  les  conditions  initiales,  a  pour  valeur 

éliminant  a  et  9,  on  arrive  finalement,  pour  r,  à  une  équation  de  la  forme 

i  V(r)  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  r^a  que  peut  prendre  r.  Il  faut 
JC  le  deuxième  membre  soit  positif  aussi,  ce  qui  exige  r<  -^• 

On  peut  trouver,  sous  forme  finie,  la  relation  entre  r  et  9. 
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aouvement  d'un  corps  grave  de  révolution  suspendu  par  un  point 
le  son  axe  {Mécanique  analytique,  Section  IX);  ce  même  pro- 
•lème  a  été  postérieurement  traité  par  Poisson  comme  entière- 
lent  nouveau;  la  solution  qu'il  en  donne,  sans  citer  aucunement 
.agrange,  se  trouve  dans  le  XV!*"  Cahier  du  Journal  de  V École 
Polytechnique  (iSio), 

Poinsot,  revenant  au  cas  particulier  où  les  forces  extérieures 
ont  nulles,  déjà  traité  par  Euler,  en  a  fait  une  étude  synthétique 
»rofonde  {Journal  de  Liouville,   \^^  série,  t.  XVI)  :  il  est  arrivé 

une  représentation   géométrique  du  mouvement  d'une  rare  élé- 


;ance. 


Jacobi  {Journal  de  Crelle,  t.  39)  a  donné  la  solution  définitive 
lu  problème  d'Euler  par  l'emploi  des  fonctions  elliptiques,  en 
îxprimant,  par  des  fonctions  uniformes  du  temps,  les  neuf  cosinus 
les  angles  que  font  les  axes  principaux  d'inertie  du  corps  avec 
rois  axes  fixes.  En  i883,  Hermite,  dans  son  Mémoire  Sur 
quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  a  ramené  le 
alcul  de  ces  neuf  cosinus  à  l'intégration  de  l'équation  de  Lamé 
t  a  déterminé  analytiquement  tous  les  éléments  de  la  solution  de 
^oinsot. 

Enfin  M"*^  Kowaleski,  dans  un  Mémoire  couronné  par  l'Aca- 
lëmie  des  Sciences  {Acta  mathematica,  t.  XII),  a  découvert  un 
louveau  cas  d'intégrabilité  des  équations  du  mouvement  d'un 
orps  solide  pesant  autour  d'un  point  fixe. 

^ous  indiquerons,  dans  le  courant  du  Chapitre,  les  perfection- 
lemenls  apportés  par  divers  auteurs  à  ces  théories  générales. 


I.  —  ÉQUATIONS  GENERALES. 

381 .  Préliminaires  géométriques.  Variables  serrant  à  définir  la 
;K)8ition  d'un  trièdre  mobile  par  rapport  à  un  trièdre  fixe  de  môme 
commet.  —  Imaginons  un  trièdre  trirectangle  fixe  Ox^y^z^^  et 
jn  trièdre  trirectangle  mobile  Oxyz  orienté  comme  le  trièdre 
îxe;  nous  supposons  que,  dans  les  deux  Irièdres,  une  rotation 
ie  go**  dans  le  sens  positif  autour  de  l'axe  des  z  amène  l'axe  des  x 
iur  l'axe  des  y.  En  Géométrie  analytique,  on  définit  ordinaire- 
nent  la  position  du  trièdre  Oxyz  par  les  neuf  cosinus  des  angles 


^       v. 


MXiiHIQUE    DES    ST§TtliE5 

^    '  :  ♦  c  .ivt»c  les  axes  0,  r.  •.-.  r. 


%     - .», 


^.au>    *\t>teiit  six  relatioas  aiefi«:3i 

u.-     i\.    «uiveuablemeatchoLsià.    etirwL rîw 

^      îMi::tuT'>.  ^^n  comprend  Jès  iors    m   ar^ozTi 

^•:!u>     H  tiiuclion  de  trois    irtioïc-    xi*- 


.  \ 


• .  4tu  it^c  U'ulerne,  les  paranirtrçi   l  '  *  iime 

^•*i  ■  U      rV-  'i  ^4^  rintersecU'ja  la  iiaa 

>ivuons  arbitrairement  rar    îtti 

^;  *t.  ^U    K  li'si^aons  par  i  Taoïpe  le    eiie 


•  i 


V  f  ;  «. . 


•  .  •  «. 


**.  *  •        "-  ;> 


t;t:;to  etULQt  compte  positive- 

;t  ^  r>tuùons  positives  autour 

vu  Ml  AI  IV  iu  plan  wO-3|.   Soit  h 

vviv'xcmcut  de  0^1    vers  Oj 

-   uii^*ar   i<  01.  L^axe  Oj  est 

4  r^c  doQt   il  faut    taire 

M.i^   g   ><fa$  positif  pour  la 
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Irois  angles  6,  cp,  ^  sont  évidemment  indépendants  l'un  de 
;  et  peuvent  être  choisis  arbitrairement.  A  chaque  système 
eurs  de  ces  angles  correspond  une  position  et  une  seule  du 
3  mobile  Oxyz, 

analogie  avec  la  terminologie  employée  en  Astronomie,  on 
e  quelquefois  01  la  ligne  des  nœuds,  '^  Tangle  de  préces- 
I  l'angle  de  nutalion,  o  Tangle  de  rotation  propre.  Ces  expres- 
s'emploient  surtout  quand  les  axes  Oxyz  sont  liés  à   un 

de  révolution  autour  de  Oz, 

nules  d'Olinde  Rodrigues,  —  II  est  facile  d'exprimer  les  neuf 
;  en  fonction  des  angles  0,  cp  et  ^j^.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à 
trer  ces  formules  qui  se  trouvent  dans  tous  les  Traités  de  Géo- 
analylique;  nous  nous  bornerons  à  les  écrire  ; 

cos(:r,  J^i)  =  coscp  cosi}/  —  sincp  sin^'  cos6, 
cosfj-,  ^i)  =  coscp  sin»]^  -h  sincp  cos^'  cosO, 
cos(ar,  ^i)  =  sincpsinO; 
cos(^,  ^1  )  = —  sincp  costj;  —  cos^  sin<{;  cos6, 
cos(  j', y\)  —  —  sincp  sin^j;  -+-  coscp  cos^j^  cos6, 
cos(/,  Zj)  —  coscp  sinô; 

cos(-3,   J^i)—       sin^'sinô, 
cos(5,  ^,  )  =  —  cos^'  sin  6, 
cos(2,  .3i)  —      cosO. 
>n  pose 

>.          .0        il  — '^ 
-  —  sin-cos-^ -j 


z  1  À 

V  0      .       6  -h  C5 

-  —  cos  -  sin , 

-z  1  -2 


.    6    .     4^  —  9 
sin-  sin 

2                  '2 

P 

6         il  -h  9 
—  cos- cos -^ i 

2                   -2 

ive  immédiatement  que  ces  quatre  rapports  sont  liés  par  la  relation 

X^H-   (JLÎ-h  V2-+-  p2=  T*. 

i  ensuite,  en  exprimant  les  neuf  cosinus  en  fonction  des  quatre 
ts,  puis  éliminant  -:'  à  l'aide  de  la  dernière  relation,  les  formules 
le  Rodrigues 

cos(:r,  Xi )  =  r- '— '—  , 

2(X(JL   —  Vp) 

C0S(X,   V,)   —    r- ^ -^ -, 

\      >^  */  X*-f-  {JL^-h  V*-l-  p* 

a(XvH-(jLp) 

^  ^         X'-h  (JL^-H  vi-h  p* 


•  •  » 
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ft)Dclion  des  neuf  cosinus  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  au 

'emps  (n®  51).   Actuellement,  nous  nous  proposons  de  calculer 

Pt  7j  /'  en  fonction  de  9,  '^,  4  et  de  leurs  dérivées  8',  (p',  i}/'  par 

'apport  à  t. 

Pour  amener  le  Irièdre  de  la  position  qu'il  occupe  à  Tinstant  t 

et  qui  correspond  aux  valeurs  9,  cp,  if  des  trois  angles  à  la  position 

infiniment  voisine  qu'il  occupe  à  l'instant  t  -\-  dttX,  qui  correspond 

aux    angles  9  -h  ûf9,  'p  -h  rf'^,  i  -h  d^^t  on  peut  procéder  comme  il 
suit    : 

On    fait  d'abord  tourner  le  trièdre  de  di(  autour  de  O^i  ;  alors 

V  augnienle  de  rfi,  9  et  '^  ne  changent  pas.  Autour  de  la  nouvelle 

position  de  01  on  fait  tourner  le  trièdre  de  dh\  enfin,  autour  de  la 

nouvelle  position  de  Oz,  on  le  fait  tourner  de  rf<p.  Si  l'on  conçoit 

que     ces  trois   déplacements  angulaires  se  font  dans  l'espace  de 

lenaps  dt^  les  vitesses  angulaires  de  rotation  correspondantes  sont 

•y,  ^'  et  -y. 

I 

On  peut  dire  que  la  rotation  instantanée  tu  du  trièdre  est  la 
''ésu  hante  des  trois  rotations  tj^',  9' et '^'effectuées  autour  de  O^i,  01 
^^  O^.  Ces  trois  rotations  composantes  sont  représentées  (y?^.  224) 
P^r  des  segments  égaux  à  ^',  9'  et  cp',  portés  sur  les  axes  0:;i,  01 
^^  Oc.  La  rotation  résultante  tu  est  la  somme  géométrique  de  ces 
^^ois  segments  :  sa  projection  sur  un  axe  quelconque  est  donc 
^S^le  à  la  somme  des  projections  des  composantes  tj^',  9'  et  <p'  sur 
*^  lïiême  axe. 

■Nous  chercherons  d'abord  les  projections  de  la  rotation  instan- 
^'^ée  (o  du  trièdre  mobile  sur  les  trois  axes  rectangulaires  01, 
^^-i  O5,  Taxe  OJ  étant  situé  dans  le  plan  xOy^  et  faisant  avec  01 

*^^gle  -h-;  appelons   w/,  (uy,  to^  ces   trois  projections,  dont  la 

^ï'oisîème  est  r.  Pour  les  obtenir,  il  suffit  de  remarquer  que  le 
^^cieur  'V  étant  dans  le  plan  ^O  J  peut  être  décomposé  en  ses  deux 
Projections  A/^*^  'K  ^"'^  ^^  ^^  Oz^  à  savoir 

'].;  =  •]/' sine,        ^/l  =  f  cosO. 

On  a  alors,  suivant  01,  OJ,  O3,  les  trois  composantes  de  10 

Pour  avoir  ensuite/?,  q^  il  suffit  de  faire  la  somme  des  projec- 
tions des  composantes  to/  et  wy  sur  Ox  et  0/  :  comme  les  axes 
A.,  II.  10 
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rectangulaires  lOJ  sont  dans  le  plan  xOy  el  que  Ox  fait  avec  0\ 
Tangle  '^,  on  a  immédiatement 

p  =z  (o/coso  -h  oiysincp, 

q  =  a>/cos(  ^  -f-  -  )  -4-  wycosîp. 

D'où,  enfin,  les  formules  donnant/),  q,  r  : 

Ip  =  'Y  sinO  sin«p  -4-  O'cosç, 
q  =  ^'  sinO  cos<p  —  6'  sino. 
r  =  «ycosô  -+-  f'. 

Remarque.  —  Dans  ces  formules,  les  trois  premiers  terra 
des  seconds  membres  représentent  respectivement  les  trois  p; 
jections  du  vecteur   ^'  dirigé  suivant   0:^1  sur  Ox,  Oy^  Oz. 
en  déduit  que  les  cosinus  y,  y',  y'' des  angles  que  faitO^iav 
Ox,  Oj%  Oz  sont 

comme  nous  l'avons  déjà  vu  dans  le  numéro  précédent. 

11  faut  observer,  au  sujet  des  formules  établies  dans  le  numé 
actuel  et  dans  le  numéro  précédent,  que,  dans  certains  Ouvrage 
principalement  dans  les  Traités  de  Mécanique  céleste,  les  angl 
0  et  <!/  sont  comptés  positivement  dans  le  sens  opposé;  de  sof^ 
que  les  formules  de  ces  Ouvrages  se  déduisent  de  celles  que  no  u 
employons  par  le  changement  de  8  et  <}/  en  —  6  et  —  <{/. 

Problème  inverse,  —  Nous  venons  de  voir  comment,  connaiî 
sant  le  mouvement  du  trièdre  Oxyz^  c'est-à-dire  les  expressico^- 
de  0,  cp,  ^  ou  des  neuf  cosinus  a,   (i,  y,  ...   en  fonction  de  f,  oa 
peut  calculer  les  composantes/?,  q^  r  de  la  rotation  instantanée  du 
trièdre  en  fonction  de  /. 

Inversement,  su|)|)osons  que  l'on  connaisse/?,  çr,  r  en  fonction 
de  ^,  et  que  Ton  veuille  calculer  0,  cp,  ^  ou  les  neuf  cosinus  a,  ^, 
y,  ...  en  fonction  de  t.  Il  faudra  alors  intégrer  les  équations  (2) 
du  premier  ordre  en  6,  '^,  ^.  On  peut  démontrer  que  ce  problème 
se  ramène  à  Fintégration  d'une  équation  de  Riccati  à  cocfOcients 
complexes  [  Voir  Darboux,  Leçons  sur  la  Théorie  générale 
des  sur/aces,  1. 1,  Chap.  Il,  et  Mayer,  Sjmmeirische  Losung,  ... 
[Berichte  der  hônigL  scichs,  Gesellschaft  der  fVissenscha/ten 
zu  Leipzig,  2  mars  1902)]. 
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3.  Corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe;  emploi  d'un 

re  mobile  invariablement  lié  au  corps.  —  Imaginons  un  solide 

tcriel  en  mouvement  autour  d*un  point  fixe  O.Pour  déterminer 

position  de  ce  corps  par  rapport  aux  axes  fixes  Oj:«  y<s«,  îl 

fît  déconsidérer  un  trièdre  Irirectangle  Oxj^z  invariablement 

au  corps  :  la  position  du  corps  sera  alors  définie  à  chaque 
tant  par  celle  du  trièdre,  c'est-à-dire  par  la  connaissance  des 
îs  angles  d'Euler  6,  cp,  «^  en  fonction  du  temps. 

^a  rotation  instantanée  eu  du  corps  solide  est  alors  identique  à 
1  e  du  trièdre,  et  ses  composantes  />,  q^  r  suivant  les  axes  mobiles 

yz  sont  données  par  les  formules  (2)  ci-dessus.  Nous  allons 
couler  la  force  vive  du  corps  et  le  moment  résultant  des 
^2ntités  de  mouvement  des  points  du  corps  par  rapport  au 
înt  fixe  O. 

f^orce  vive  du  corps,  —  Soit  v  la  vitesse  d'un  point  m  du 
:*ps  ayant  pour  coordonnées  x^  y^  z  par  rapport  aux  axes 
^l)iles  Oxyz  liés  au  corps.  Les  composantes  de  la  rotation 
»t^ntanée  eu  suivant  ces  axes  étant/?,  q^  r,  les  projections  Vx,  <V» 
de  V  sur  les  axes  sont  (44) 


V 


Vx=qz  —ry,         Vy=  rx—pz,         Vz=py  —  q^y 

on  a 

i'»  =  ^' J  H-  ç>^  H-  p?  =  />î  (  ^*  -h  -S*  ;  -h  y  *  (  -S*  -4-  :r*  )  H-  r'  (  X*  -h  ^*  ) 

—  iqryz  —  irp  zx  —  ipq  xy. 

Reprenons  les  notations  employées  dans  le  n"  318 
ïm(r*-+-  -*)  =  A,         "Lw^z^-^x"')  =  B,         2m(T«-+-^«)  =  C, 

où  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inerlie  du  corps  par  rapport  aux 
aies  Ox,  O y^  Oz.  Nous  aurons  alors,  en  calculant  la  force  vive 
totale  Imr^,  que  nous  appellerons  aussi  2T, 

S/?ifî=  2T  =  A/?«-i-  B7«-HGr2  —  îDyr  —  i^irp  —  iVpq. 

Si,  en  particulier,  on  prend  pour  axes  Oxyz  liés  au  corps  les 
xes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  O,  les  coefficients  D, 
i,  F  sont  nuls  et  la  force  vive  devient 


>4^  lT>4MU*r£    I>£f    f1§TCM£f. 

'••Df  M#=  ir  sii*iiifii:   cii»-?-^»*  ou  cor|»f  par  nppcs-t  à  Fa».*  imzaafLnt.  et 
•  r.  t.  r  itf*  ■-■f^îi'c*  Qi'r.-.eu'-  àt  r*rt  tvr  jmr  rapport  mm\  m\*s0jy2..  %■«* 

L*  *  .:t*î-^  RijTuair^  6r  riCaiicm  ttant  u*.  la  forer  wt  ^«  «irp*  «€ 
^«*fc--  c  »Li-^  jA—.  y  f  '-  projerlJoa*  lie  cw  «ir  les  aie».  m«I  êxaa\ 
»   c&.   ro     r!k     F-t-iLUii  jf  |«r£>biijt   Mi-tv^.  cm  obiieat  iiatiJiUffi 

-V.  T*:^''.  :.<  i"^.*  ^i.-rz.z^s  d'f  mou*rem^nt.  Moment  r^sultami, 
—  C:-->:-.:  s.î-  *  ^-T-siix:  :  î*  m*>iDeDt  résalunt  O^ck*  qaafilitcf 
de  iL>cu^"?aiTi.:  irr^  £  i-fTf  foîniî'  d a  corps  f»ar  rapport  à  O.  L^ 
\es:;^-:r  %Jt  *  r-.-.rr  r-r:  >ïr:!: >:.!.?>  r-.  r».  t-  sur  1rs  a\es  mobiles  :  L 
^uasii:^  r...  la*  -f^far^f .  -r>:  la  >c*mjDe  des  momeDls  des  qwinlilê<^ 
de  nK»ui';fa:^c:  :^r  n:c»:e^  *  Oj.  La  qoautilê  de  moaTemenl  da 


ï».  -         '*  . . .     *•  * -. 


Là  somxi-f  r.  i-i-y  ztj^Zfeais  i'^^  ^aantîtés  de  mooTemcol  de  loa^ 
lf>  poia:>  di  o:c^>  par  rk'.  z»x^  a  Ox  est  dooc 


«        V 


OU,  eu  orUoaojuDt  chat  r*p<.^~r:  a  r-.  7.  r. 

ileUe  \jileur*  cvuDporvif  ±  celle  de  U  force  vive  aT,  montre  que 
y.t  ,  ;  ou  ji  Je  luèax^;  !•?>  ^omoies  Tr  et  y-  des  moments  des 
i|u<»ulUês  de  mojL^eineat  pjr  npport  Aa\  axes  O^v  et  Os 

_  jT  iiX 

Si  Ton  a  prix  pv>ur  jL\e$  Oryz  le>  axes  principaux  dlnertie  du 

\'or|»>  it'Uiit*N  jiu  jkùlU  O»  les  valeurs  de  Tr,  3y,  t,  se  simplifient 
rt  dcvieiiiioiit 

t\\fuaCu*ft^  Ju  rni.Hiytfmen:.    —  Arrivons  maintenant  au  pct>- 
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blême  de  Mécanique.  Le  corps  solide  est  sollicité  par  des  forces 
données  Fi,  Fa,  . . .,  F^  et  par  la  réaction  Q  du  point  fixe  O. 
Nous  allons,  pour  obtenir  les  équations  du  mouvement,  appliquer 
le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement. 

Soient  L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  données 
par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz,  Si  Ton  construit  le  moment 
résultant  de  ces  forces  par  rapport  au  point  O,  on  obtient  un  vec- 
teur OS  dont  les  projections  sur  les  axes  Oxyz  sont  précisément 
L,  M,  N.  Ce  vecteur  est  le  moment  résultant  par  rapport  à  O  de 
toutes  les  jorces  extérieures  {Jig>  226),  car  ce  moment  se  com- 


pose du  moment  des  forces  données,  qui  est  OS,  et  du  moment 
de  Q,  qui  est  nul. 

Nous  avons  vu  que  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  s'exprime  géométriquement  de  la  façon  suivante  :  à 
chaque  instant  la  vitesse  absolue  u  du  point  7  est  égale  et  parallèle 
à  OS.  Les  projections  de  cette  vitesse  sont  donc  égales  à  celles 
de  OS,  c'est-à-dire  à  L,  M,  N.  Or  le  point  a  a  pour  coordonnées, 
par  rapport  aux  axes  mobiles,  <Tj;,  «t^,  o-^.  Quand  t  varie,  «r^,  <t^,  «t^ 
varient  :  le  point  7  se  déplace  par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz 
avec  une  vitesse  relative  ayant  pour  projections  sur  Ox,  O y^  Oz 


d'Sx       drjy       chz 

ITT'    It'    ~dî'' 


la  vitesse  d'entraînement  du  point  <t,  dans  le  mouvement  des  axes, 
a  pour  projections,  sur  les  mêmes  axes, 

La  vitesse  absolue  u  du  point  <t  étant  la'somme  géométrique  de 
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sa  vitesse  relative  et  de  sa  vitesse  d^eiitraioement  a  donc  pour 
projections 

d^x  d^Y  diz. 

Diaprés  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement, 
ces  projections  sont  égales  à  L,  M,  N;  on  a  donc  les  équations  da 
mouvement 

\  -jj  -^-qTz-rrjy=  L,  -^^ryjc  —  piz=  M. 


dt 


-+-/>T, —  q^x=  N, 


dans  lesquelles  t^,  t_^,  t^  doivent  être  remplacés  par  leurs  expres- 
sions précédemment  trouvées  en  fonction  de />,  q^  r. 

384.  Équations  d'Euler.  —  On  prend  habituellement  com 
aKcs  Oxyz  liés  au  corps  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs: 
point  O.  On  a  alors 

Portons  ces  valeurs  dans  les  équations  que  nous  venons  d^^^ 
blir,  elles  deviendront 

(7)  {    B^-^(A-C)r/>  =  M, 

G^  -i-(B-A)/>y  =  N. 
dt 

Ce  sont  les  équations  d'Euler.  En  les  joignant  au  groupe  (2)dé 
nissant/>,  q,  r,  nous  aurons  six  équations  difTérenti elles  du  pr    -^ 
mier  ordre  pour  calculer  les  six  inconnues  />,  y,  r,  8,  o,  !>, 
fonction  de  /. 

Les  seconds  membres  L,  M,  N  de  ces  équations  sont  des  foo  -^ 
lions  de  9,  :p,  A  si  les  forces  données  dépendent  uniquement  de  ^ 
position  du  corps;  ce  sont  des  fonctions  de  8,  ^.  <}»,  />,  y,  r,  si  c  ^^ 
forces  dépendent  aussi  des  vitesses.  Si  Ton  voulait  calculer  dire^^ 
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teineol  9,  cp,  <};,  rélimination  de  /?,  q^  r  conduirait  à  Irois  équa- 
tions du  second  ordre  en  9,  cp,  •}.  Les  intégrales  générales  con- 
liendront  six  constantes  qu'on  déterminera,  connaissant  la  position 
initiale  du  corps  et  la  rotation  instantanée   initiale,  c'est-à-dire 

3SS.  Réaction  du  point  fixe.  —  Pour  calculer  les  projections 
de  cette  réaction  (Qj?,  Q^,  Qr)  nous  appliquerons  le  théorème 
des  quantités  de  mouvement  projetées  avec  son  interprétation 
géométrique;  l'extrémité  p  de  la  résultante  générale  des  quantités 
de  mouvement  a  une  vitesse  absolue  égale  en  grandeur  et  en  direc- 
tion  à  la  résultante  générale  des  forces  extérieures,  laquelle  a  pour 
projections  sur  les  axes  mobiles 

SXh-Q^,    SY-i-Qj.,    SZh-Q„ 

^^>    ^^>  2Z.  étant  les  sommes  des  projections  des  forces  données. 
^ous  avons  donc,  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent, 
en  appelant  ^r,  6,  c  les  coordonnées  du  point  p  par  rapport  aux 
^^^s  mobiles, 

■  ^^  I  ^^  H-  ra  -^pc  =  2  Y  -H  Qj., 

^   premiers  membres  représentant  les  projections  de  la  vitesse 
^soltie  du  point  p  sur  les  axes  mobiles.  Nous  avons  d'ailleurs 
P^^**  n  la  valeur  S/nt^x»  c'est-à-dire 

a  =  I.m(qz  —  ry)  =  ql,mz  —  rl.my, 

»^^    ïious  écrirons  en   introduisant  les   coordonnées   Ç,  tj,  Ç  du 
**^^e  de  gravité  par  rapport  aux  axes  mobiles  Smj:  =  M ç,  ..., 


noii^ 


aurons  aus.-i 


6  =  M(r$-/>Ç),         c=M(pr^-qi). 

*^Ortons  ces  v.  leurs  de  a,  b,  c  dans  les  équations  (8),  nous  au- 
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rons,  en  définitive, 

^dr       ^  dp  ^     ^  ^         ^  ..        Qy-+-2Y 

dp        ydq  Q--4-2Z 

''^Tt'-^dt  "^^(''^  -^^>  -  ^(^î  -  ''^' >  =  —M—  ' 

car  i,  7,,  2^  sont  des  constantes. 

Si  le  corps  est  suspendu  par  son  centre  de  gravité, les  premiers 
membres  des  équations  précédentes  sont  nuls,  et  les  équations 
donnant  la  réaction  se  réduisent  à 

La  réaction  Q  est  alors  égale  et  opposée  à  la  résultante  gêné — 
raie  R  des  forces  données,  résultat  évident  d'après  le  théorème  din 
mouvement  du  centre  de  gravité. 

386.  Emploi  d'axes  mobiles  dans  le  corps.   —    Dans  ce  < 
précède  nous  avons  supposé  les  axes  Oxyz  invariablement  l 
au  corps  solide.  Imaginons  que  Ton  rapporte  le  mouvement 
corps  à  un  trièdre  Oxyz  dont  le  sommet  coïncide  avec  le  poii    i 
fixe  O  et  qui  est  animé  d'un  mouvement  connu    dans   TespaC'    : 
Appelons  OÛ  la  rotation  instantanée  de  ce  trièdre,  P,  Q,  R  s    - 
composantes  suivant  les  axes  mobiles  Oxyz,  Soient,  d'autre  p; 

0(1)  la  rotation  instantanée  du  solide;  />,  q^  r  ses  composant 

suivant  les  mômes  axes.  Comme  le  trièdre  Oxyz  n'est  plus  lié 
corps,  0(1)  est  difierent  de  OÛ.  En  suivant  la  même  marche  (^i 
plus  haut,  nous  obtiendrons  les  résultats  suivants. 

Vitesse  absolue  d'un  point  du  corps.  —  Soient  r  la  vitesse-- 
absolue  d'un  point  m  du  corps  ajant  pour  coordonnées  x^y^  - 
par  rapport  aux  axes  Oxyz,  Cette  vitesse  étant  le  moment  linéain^ 
du  vecteur  (i)(/>,  q^  r),  par  rapport  au  point  m,  a  pour  projections 
sur  les  trois  axes 

v^=  qz  ~  ry, 
Çy  =  rx  —  p  Zy 

vz  =  py  —  q^' 
Force  vive  du  corps,  —  La  force  vive  2T  est  donnée  par  la 
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formule 

En  posant,  comme  plus  haut, 

T>='Zmyz^         E  =  2m-sar,         ¥  =  'Lmxy^ 
on  Irouve  encore 

Dans  ces  formules  A,  B,   C  sont,  à  l'instant  ^,  les  moments 
d 'inertie  du  corps  par  rapport  aux  axes  Oxyz,  et  D,  E,  F  les 
produits d*inertie  par  rapport  à  ces  axes.  Comme  le  trièdre  Oxyz 
est    supposé  mobile  dans  le  corps  et  dans  l'espace,  ces  six  quan- 
tités varient  a\ec  le  temps. 

3drcmeni  résultant  des  quantités  de  mouvement.  —  Le  mo- 
ment résultant  Oo-  des  quantités  de  mouvement  des  divers  points 
du  corps,  par  rapport  au  point  fixe  O,  est  un  vecteur  ayant  pour 
pï^ojeciions  sur  les  axes  Oxyz  les  quantités 

(T-=  I,m{xvy—yv^). 

En    remplaçant  Çj^^  Vy,   Vz  par  leurs  expressions  ci-dessus,  on 
irouve 

(j-  =  Cr  —  E/?  —  D7=  T— • 
\  ^  ^        or 

bornent  résultant  des  forces.  —  Soit  OS  le  moment  résul- 
tant des  forces  appliquées  au  corps  par  rapport  au  point  O  :  nous 
désignerons  par  S^,  Sj^,  S^  les  projections  de  ce  vecteur  sur  les  axes 
Oxysj  c'est-à-dire  les  sommes  des  moments  des  forces  par  rapport 
à  ces  axes . 

Equations  du  mouvement.  —  Nous  devons  écrire  que  la 
vitesse  absolue  u  du  point  o-  est  égale  et  parallèle  au  vecteur 
Oi{Jig,  225).  Pour  cela,  nous  écrirons  que  les  projections  de  la 
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n.  -  PREMIÈRE  APPLICATION  DES  ÉQUATIONS  D'EULER  AU 
CAS  OU  LES  FORCES  EXTÉRIEURES  ONT  UNE  RÉSULTANTE 
UNIQUE  PASSANT  PAR  LE  POINT  FIXE. 

387.  Intégrales  premières.  —  Le  cas  ie  plus  simple  qui  puisse 
se  présenter  est  que  les  forces  extérieures  aient  une  résultante 
unique  passant  par  le  point  fixe,  comme  il  arrive  pour  un  solide 
pesant  suspendu  par  son  centre  de  gravité.  Dans  ce  cas,  le  corps 
abandonné  à  lui-même  sans  vitesse  serait  un  équilibre  dans  toutes 
les  positions  qu'il  peut  prendre  autour  de  O. 

Le  moment  résultant  des  forces  extérieures  par  rapport  au 
point  O  est  alors  nul;  les  quantités  L,  M,  N  du  n°  383  sont  égales 
à  zéro  et,  si  Ton  prend  pour  axes  liés  au  corps  les  axes  principaux 
d'ineriie  Oxyz  au  point  O,  les  équations  d'Euler  (n®  384) 
deviennent 

A  J-h(G-  B)çr,.  =  o, 

(11)  (  B:^^(A— G)  rp^o, 

dr 
G  ^  H-(B-  A)/>çr  =  o. 

Comme  ces  équations  ne  contiennent  que  /?,  y,  r,  et  non  0,  '^,  »]/, 
l'intégration  des  équations  du  mouvement  se  divise  en  deux  par- 
lies  :  on  a  d'abord  à  intégrer  les  équations  d'Euler  (ii),  qui 
donnent  /?,  ^r,  r  en  fonction  de  t\  puis  il  faut  calculer  0,  '^,  ^  en 
fonction  de  t. 

Le  svstème  (ii)  admet  deux  intégrales  faciles  à  former.  En 
multipliant  la  première  de  ces  équations  par/>,  la  deuxième  par//, 
la  troisième  par  r  et  ajoutant,  on  a  la  relation 

,      dp        ri     dq  dr 

^  dt  '  dl  dt 

ou,  en  intégrant  et  appelant  h  une  constante  arbitraire, 

(12)  A/?«-hB^«-hGr»=  A, 

Multiplions  de    même  cts  équations  par  A/?,  B^,  C/*,   nous 


avons,  en  ajoutant, 

^  dt  ^  dt  dt 

OU,  en  intégrant  et  appelant  t^  une  constante  arbitraire, 
(i3)  A«/>*+  B«^«-f-C*r«=  /*. 

Ces  deux  intégrales  ont  une  signification  simple;  elles  résultent 
immédiatement  des  théorèmes  généraux.  En  effet,  la  force  vive 
totale  du  corps  a  pour  expression  A/?^  H- By^4- Cr*;  Téqua — 
tion  (12)  exprime  donc  que  la  force  vive  du  système 
constante,  ce  qui  est  évident,  car,  les  forces  données  se  réduisais 
à  une  résultante  unique  passant  par  O,  celte  résultante  peut  toià. 
jours  être  transportée  en  O,  et  son  travail  est  évidemment  nul. 

Pour  interpréter  de  même  inéquation  (i3),  nous  rappellero 
que  le  moment  résultant  O?  des  quantités  de  mouvement  a  pc^ 
projections  sur  les   axes  mobiles  A/?,  By,    Cr.  L*équalion  (^ 
exprime  donc  que  sa  longueur  est  constante  :  ce  qui  résulte  enc 
des  théorèmes  généraux.  Car,  actuellement  L,  M,  N  étant  n  xi 
OS  est  nul;  le  point  a-,  ayant  une  vitesse  nulle,  est  fixe,  et  la  I 
gueur  Ot  est  constante  et  égale  à  /.  Le   théorème  des  aires  s'i 
plique  à  la  projection  du  mouvement  sur  un    plan   quelcon^  «Lxe 
mené  par  O.  Le  plan  perpendiculaire  à  Ot  est  le  plan  du  raa 
mum  des  aires. 

L'élimination  des  termes  constants   entre   les   équations  (1 
et  (i3)  conduit  à  la  relation 


1- 


A(A/i—  /s)/?«-+-B(BA  — /*)çr«-+-C(C^  — /»)r«  =  o. 

Les  équations  de  Taxe  instantané  par  rapport  aux  axes  mobiL 

étant  —  r=  -^  =  " ,  on  voit  que  cet  axe  décrit  dans  le  corps  le 
P        q        r  ^  * 

du  second  ordre 

A(AA—  /«)x»-+-  B(BA  —  /«)^«-f-C(CA  — /«)««=  o, 

qui  sera  discuté  plus  loin. 

Une  conséquence  immédiate  des  équations  précédentes  est  ^p^^ 
la  projection   de    la   rotation   instantanée   sur  la  direcM^ 
fixe  Ot  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  î§^ 


<s 
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constante  (Poinsot).  En  effet,  l'angle  de  l'axe  instanlané  co 
avec  0(T  a  pour  cosinus 

/\         p.kp  -\-  g ,^q  -^  r.Cr 
costo,  1  = — f^ , 

d'où 

quantité  constante. 

Pour  mettre  rhomogénéité  en  évidence,  nous  poserons  avec 
M.    Greenhill   {Fonctions    elliptiques,    traduction    de    Griess, 

l^  l^       r^ 

d'où 

^  =  D|JL^      /=Dfi. 

La  constante  arbitraire  [jl,  projection  de  co  sur  Ot  est  alors  une 
rotation,  et  la  constante  arbitraire  D  est,  au  point  de  vue  de  l'ho- 
mogénéilé,  une  quantité  de  même  nature  que  A,  B,  C. 

388.  Étude  du  mouvement  :  intégration  par  les  fonctions 
elliptiques.  —  Supposons  A  >>  B  >>  Cet  supposons  que  la  constante 
arbitraire  D  ne  soit  égale  à  aucune  des  quantités  A,  B  ou  C.  Les 
composantes />;  q^  r  de  la  rotation  instantanée  sont  définies  en 
fonction  du  temps  par  les  trois  équations 

A  /?«-hB  72-+- G  /»=  D  fi«, 

(1  5)  { 

Hj-f-(A-C)/>r    =0. 

Nous  tirerons  p  et  /•  des  deux  premières  équations  et,  en  1rs 
portant  dans  la  troisième,  nous  aurons  une  équation  différentielle 
du  premier  ordre  en  q.  L'élimination  de  /•  entre  les  deux  pre- 
mières équations  donne 

A/>*(A  — G)-+-  B^î(B— G)  =  D(D  — G)|i2. 

D'après  les  grandeurs  relatives  de  A,  B,  C,  on  voit  que  la  diffé- 
rence D  —  C  est  essentiellement  positive  5  elle  ne  pourrait  être 
nulle  que  si/>o  et  q^  étaient  nuls  tous  deux,    c'est-à-dire  dans  le 
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moment  où  q  atleiol  la  valeur  -h/;  puis,  q  décroissant  de  -f-/à 
— /,  le  radical  doit  élre  pris  ne^gativemenl,  et  ainsi  de  suite. 

On   voit  que  t  est  donné   en  fonction  de  q  par  une  intégrale 
elliptique,  que  nous  ramènerons  à  la  forme  normale  en  posant 

la  r  /,         /*         (A-B)(D-C) 

Nous  aurons  ainsi,  en  résolvant  par  rapport  à  dt  et  intégrant, 

r'  ds 

(17)  /i(/  — /o)=    /         ,  » 

OÙ  n  désigne  la  constante  positive 


^''^  ^=^H/ ABC 

el  /oî  une  nouvelle  constante  arbitraire,  représentant  Fépoque  où 
y  s'annule  en  croissant.  Le  module  k^  est  moindre  que  i  puisque 
g2-^  j-i  j  \\  est  égal  au  rapport  anharmonique  de  A,  (],  B,  D. 

Ces  formules  donnent  /?,  q,  r  en  fonctions  uniformes  du  temps. 
En  effet,  en  posant,  pour  abréger, 

l'inversion  de  l'intégrale  elliptique  donne 


.V  =  sut; 


g  =/s 


^  /D(D^C) 


/      ^  r.   /H(B  — C)    / —  ,     ^    /D(D  — 


-G) 


/B(A-R^    / ^_^        ^         /D(A-n).  \ 

où  (JL  est  positif  et  où  £,  s',  c''  sont  égaux  à  zii  • . 

D'après  les  propriétés  élémentaires  des  fonctions  sn,  en,  dn, 
ces  formules  montrent  que  p  ei  q  s'annulent  périodiquement, 
tandis  que  /*  ne  s'annule  jamais. 

Si,  comme  précédemment,  nous  supposons  ro>o,  r  reste 
constamment  positif  et  il  faut  prendre  e"=  -h  i .  Alors,  d'après  la 

première  équation  d'Euler,   on  voit  immédiatement   que  --p  ei  q 


l6o  DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 

doivebt  être  de  mêmes  signes,  ce  qui,  d'après  la  formule  connue 

dcQz 


dt 


=  —  snxdnT, 


mon  tre  que  es'  =  —  i .  Nous  prendrons  s'  =  —  i  et  £  =  -h  i . 

Les  valeurs  de  />,  ^,  r  sont  des  fonctions  périodiques  de  t  et 
admettent  la  période 


_  4K  _  4   r* dl 


/(l-5«)( 

Quand  le  temps  augmente  de  cette  quantité,  y?,  q,  r  reprennent 
les  mêmes  valeurs,  Taxe  instantané  de  rotation  reprend  alors  sa 
position  primitive  dans  le  corps,  mais  npn  dans  Tespace,  comme 
nous  le  verrons  plus  loin. 

Il  faut  maintenant  calculer  les  trois  angles  d*Euler  en  fonction 
du  temps.  Pour  simplifier  le  calcul,  nous  supposerons  qu'on  ait 
pris  pour  axes    des  ^i   la  direction   invariable  de   Taxe  O7  du 

Fig.  226. 


moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  :  cet  axe  Ov  est 
connu  par  les  conditions  initiales.  Ecrivons  que  les  projections 
du  segment  Oo-  =  /  sur  les  axes  mobiles  sont  respectivement  A/>, 
By,  C/*,  nous  aurons 

Il  sinO  sino  =  A/>, 
/  sinO  cosçp  =  B^, 
ZcosO  =  G/-; 

car  les  cosinus  v,  y',  v"  des  angles  de  Ox,  Oj*,  Oz  avec  O^i  sont 
sinOsin'^,  sinOcoscp  et  cosQ.  Ces  équations  donnent,  sans  ÎQlé- 
gration,  0  et  cp  en  fonction  de/>,  //,  /*,  et  sont  compatibles  en  vertu 
de  Téquation  (i3). 
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Pour  calculer  ^y  nous  nous  reporlerons  aux   deux  équations 
ablies  précédemment  : 

p  =  <};'sinO  sino  -+■  ô'cos^, 
q  =  t}/'sin6  coscp  —  6'  sinqp; 

éliminant  8',  nous  en  tirons 

, ,        p  sino  -h  g  coscd 

O    :—     — î 2 L   • 

'      .  sinO 

?s  équations  (20)  nous  donnent 

/?  sin  o  -+-  ûT  cos  9  =      ^,    .    ^-^^  ,  /«  sin*  6  =  A»  p*  -h  B*  <7*  ; 

^^ession  de  'Y  devient  donc 


.♦ 


A2/?l-^  B2<7:i  /2_-C«r« 

mme  à'  est  posilif,  l'angle  'i  va  toujours  en  croissant;  le 
^  ZiOz  tourne  toujours  dans  le  sens  positif  autour  de  O^i, 
^— H-dire  de  Ot.  En  remplaçant  p  et  q  ou  r  par  leurs  valeurs  en 
^tion  de  t^  on  a  'i  en  /  par  une  quadrature  portant  sur  une 
^tion  elliptique.  Nous  montrons  plus  loin  (n'*  391)  comment 
p€ut,  en  elTectuant  cette  quadrature,  exprimer  ^  et,  par  suite, 
neuf  cosinus  a,  ,3,  v,  a',  [ï',  y',  7!' ^  j3",  y"  en  fonction  du  temps. 
Les  principales  circonstances  du  mouvement  résultent  des  for- 
clos précédentes  :  lorsque  le   temps  t  augmente  de  la   période 

i  K 
=:  — ,  h  et  cp  reprennent  les  mêmes  valeurs,  ainsi  que/?,  q^  /•, 

après  les  formules  (lio).  Quant  à  Tangle  •!>,  il  augmente  d'une 
3ostante  :  en  cfTet,  en  appelant  '}(/)  l'expression  de  ^  en  fonction 
u  temps,  telle  qu'elle  résulte  de  la  formule  (^1),  on  a 

.y(^4-T)=..y(/), 

r  'V  est  une  fonction  de  /  qui  admet  la  période  ï;  donc,  en 
tégranl 

désignant  un  angle  constant. 

A.,  11.  Il 


389.  Cas  particnlierE.  —  Nou?  a^on^  siipj»osê  qu'aucun  d« 
iioi-  hiuoiut'b  A  —  L».  L  —  L».  C  —  D  ij'eî.1  nul.  Des  circonsUocfs 

tulit'j'riJi'rTil  diC«:T*:"Llfr  i»t  }Tf:»eijleDl  daD^  Je  mouxemeut.  soÎTaot 
*^ut  I  uii  Uf5-  L'iiiC-uiCr  fiUriTie^.  ou  le  LiDome  moven.e^l  nul. 

I  •'  ^oJi  d'faL'.'jJ  *^  —  L>  =  ■:-.  Nous  a\oD5  vu,  n"  388.  que  celle 
coudJlioD  De  j.»eui  t-iie  itiD].»îîe  que  «i  les  \aleurs  mitia]es/>«  et  f« 
tout  uulle&.  Alors  i'tqud'Jon 

ifioiilre  (jue  lou  doit  i\oir  conslammeDl  p  =  Oj  y  =  o.  L*axe 
intiaulané  de  loUliou  coïncide  doue  avec  O^  pendant  toute  la 
durée  du  iiiouvenjeut.  Il  a  uue  posîiion  fixe  dans  le  corps  :  il  est 
^-j^aleni eut  fixe  dans  reFpa^t-.cai  Jesdeux  premières  équations (20  > 

rnontreul  que,  />  et  y  ttaul  nu/s,  h  Test  aussi  :  Taxe  instantané  Os 
coïncide  dbnc  avec  Taxe  Or,  lî\e  dans  l'espace.  Le  niouveineot 
est  alors  une  rotation  autour  d'un  axe  fixe.  Diaprés  réqualîon 
C/'  =  /  cosO,  la  \iti;sse  angulaire  de  celle  rotation  est 

Nous  retrouvons  ici  la  propriété  des  axes  |>ermanents  de  rota- 
lion.  On  suppose  qu'à  rinslanl  initial  le  corps  tourne  autour  de 
Taxe  Oc  qui  est  un  axe  principal  d'inerlie  relatif  au  point  G  :  ce 
niouvenicnl  de  rotation  persiste  indéfiniment. 

•2"  Si  A  —  D  =  o,il  faut7o=  /*o  =  o;on  trouve  alors  9  =  /-=o. 
1/axc  instantané  de  rotation,  fixe  dans  le  corps,  est  dirigé  suivant 
Ojc.  Dans  Tespace,  il  est  aussi  fixe  et  dirigé  suivant  G-,,  car,  q 

et  /•  étant  nuls,  les  équations  (20)  donnent  6  =  - ,  ^  =  -.  Le  mou- 
vement est  donc  encore  une  rotation  de  vitesse  angulaire  constante 
p  ==^>^=  --  =  jjL  autour  d'un  axe  fixe. 

Le  fuit  que  dans  les  deux  cas  Taxe  de  rotation  coïncide  avec  Oi| 
tient  à  ce  qu'on  a  choisi  pour  axe  Oc,  le  moment  résultant  des 
(|uantilés  de  mouvement  Ot.  Le  fait  que  dans  ces  deux  cas  la 
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vitesse  angulaire  de  la  rotalion  est  [jl  lient  à  ce  que  ul  désigne,  en 
général,  la  projection  de  la  rotation  instantanée  co  sur  Oo",  et 
actuellement  to  coïncide  en  direction  avec  Ot. 

3"  Soit  enfin  B  —  D=:o;  en  éliminant^  entre  les  deux  premières 
équations  (i5),  nous  avons 

(a2)  A/?»(A  — B)  — Cr2(B  —  C)  =  |i»D(D  — B)  =  o; 

donc,  pour  que  le  cas  actuel  se  présente,  il  faut  et  il  suffit  qu'on 
ail  au  début  du  mouvement 

A/>J  (  A  -  B)  -  C/-J  (B  -  C)  =  o, 
c'est-à-dire 


.       ^  /C(B-G) 


si  celle  condition  est  remplie,  on  aura  constamment,  d'après  (22), 


P  ^■^_.  /C(B-C)_  po 
r       -y    A(A-B)        ro 


ce  qui  montre  que   le   lieu  des  axes  instantanés  dans  le  corps  se 

réduit  au  plan  x  =  —  z  passant  par  Taxe  moyen. 

Dans   le  cas    qui    nous  occupe,  on  a   g  =zfz=z  ^l,   le   module 

A'^  =  ^  se  réduit  à  l'unité,  et  toutes  les  intégrations  peuvent  être 

effectuées  par  les  fonctions  élémentaires.  L'équation  différentielle 
en  s  se  réduit  en  effet  à 

(a3)  ^^=±n(i-5«), 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant  et  choisissant  le  signe  4-, 

'in(  t  —  /n  )  =  loe • 

Posant,  comme  plus  haut,  -:  =  n(t  —  t^),  on  a  donc 

l-}-5__l  —  5_  25  __  2  _     / 
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Comme  on  a  ir  =/ =  ;jl.  les  valeurs  de  p,  y,  r  de%'ienDeoi 


^   =    -AS  =  fJL 


(ai) 


/Bi  B  -  C  .   ^ ,        /B(B--C>        2 

^       '   \      V.  A  — c'  'V    A(A  — C»^'— ^-^ 

BTÂ^nr,  / — ,  ^     /B(A-B>     > 

'  \     Cv^  — ♦•'  V    C(A  — C;<r-— ^• 


(»ii  s,  t\  s,"  sont  encore  égaux  a  irz  i.  Nous  mêlions  un  faclear  £ 
(levant  la  valeur  de  </,  car,  suivant  qu'on  prend  dans  (23)  le  signe  ^ 
ou  le  signe  — ,  on  trouve  pour  q  une  valeur  ou  celte  valeur  chan- 
j;éc  de  signe.  Si  r^  est  supposé  positif,  on  prend  e*==  -r-  i  ;  si,  par 
exemple,  p^  est  négatif,  £'  =  — i;  alors  la  première  équation 
d*Kuler  exige  c  ^-^  -i-  i .  ^lous  prendrons  celle  délermiDatioo  des 
.'>ignes.  Lorsque  /  croit  indéfiniment,  on  voit  que^  a  pour  limile  a, 
lundis  que/>  et  r  ont  pour  limite  o;  par  conséquent,  Taxe  înstao- 
tuné  do  rotation  tend  ù  prendre  dans  le  corps  une  position  limite 
(|ui  est  Taxe  moven  de  Tellipsoïde  d'inertie.  Dans  Tespaoey  cet 
axe  tend  dailleurs  vers  la  direction  0:^1  du  moment  résultauldes 
quantités  de  mouvement,  car  les  équations  (20)  montrent  que  ( 

doil  tendre  vers  *'  et  ç  vers  zéro  ;  la  limite  de  O^  est  donc  bien  O^i. 

liC  mouvement  tend  ainsi  vers  une  rotation  uniforme  de  vitesse 
an^ulaire  [x  autour  d'un  axe  fîxe. 

Si  p  et  /*  étaient  nuls  à  T  instant  initial  ^  =  o,  il  faudrait  dans  les 
é(|uutions  {a:\)  supposer  la  constante  i^  =  ±oo\  alors  p  et  r  res- 
teraient constamment  nuls  et  q  constamment  égal  à  jx.  Dans  ce 
cas,  le  corps  commencerait  à  tourner  autour  de  Taxe  d*inertie  O^* 
et  ce  mouvement  subsisterait  indéfiniment. 

3iM).  Cas  où  rellipsolde  d'inertie  est  de  réTolutioii.  —  Suppo- 
ton.H  (|ue  rdlipsoïde  d'inertie  soit  de  révolution,  autour  de  O^  par 
exemple,  et  soit  par  suite 

A  =  B, 

(!,  étant  supérieur  à  A,  et  B,  si  relUpsoïde  est  aplati,  inférieur  $*il 
est  allongé. 

Le  module  k^  est  alors  nul  et  les  fonctions  elliptiques  deviennent 
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•es.  Tout  d'abord  la  iroisième  équation  d'Euler 

/-i  dr        ,  _        . 
C^^H-(B-A)/>9=o 

là 

dr 

'•re  des  équations  (20) 

/ces  6  =  Cr  =  Cro 

que  0  doit  être  constant^ 

0  =  Oo,         /cos6o  =  Cr^; 
♦i,  la  formule  établie  précédemment 


n 


d^ 

_  /(A/^ï-f-Bçr») 

dt 

"    A» /?»-+-  B^y» 

d^        l  . 

lonc  proportionnellement  au  temps.  Ensuite  la  formule 

r  =  <j/'cos6  -+-  ^' 
do 


=  /*o 


gcose.=  ro(.-^); 


arie  proportionnellement  à  t^  et  Ton  a 


?  =  ?o-+-(i-^j/-o^ 


,  les  deux   premières  équations  (20)  donnent  />  et  9  en 
de  t  par  les  formules 

A/?  =  /  sin6osin  C5,         Açr  =  /  sin0ocos«p. 

avons  vu  précédemment  (n°  382)  que  la  rotation  instan- 

est  la  somme  géométrique  des  trois  rotations  6',  cp'  et  'V 

respectivement  suivant  01,  Oz  et  O^i.  Actuellement, 

3O3,    est  constant,  0'  est  nul,  cp'  et  i^'  sont  constants.  La 


rouvor.  .:.'  :t\  Jtzn-t  u  ^^-.  .»  i-tr:c^-*  du  parallélogramme  con- 
jîlriiit  *--•  -  -;'  -  1*  ;:irk_-t-.:-znii=i?  n?>le  égal  à  lui-même  peo- 
A'Aul  to.-.'ï  Jk  iiTi^  :i  jiiMT-ïaKnl.  Le  lîea  de  Taxe  îastanlaDé  id 


r-i. 

117. 

-^ 

/ 

é 

dans  le  corps  est  donc  un  côoe  de  révolulîoo  d*axe  O3;  le  lieu  de 
Taxe  instanlaDé  daos  l'espace  est  un  cône  de  révolution  d^axeO^i. 
Le  mouvement  fini  s  obtient  en  faisant  rouler  le  premier  cône  sur 
le  deuxième  d'un  mouvement  uniforme  (/?»".  22^). 

391 .  Indications  sommaires  sur  le  calcul  des  neuf  cosinus  en  fonetioa 
du  temps.  —  Les  expressions  des  neuf  cosinus  données  par  Jacobi(yourmi/ 
de  C relie,  t.  39 >  peuvent  être  calculées  par  la  voie  élémentaire  suivante, 
qui  se  présente  immédiatement,  et  qui  est  à  peu  de  chose  près  celle  qa'a 
suivie  Somoff  (Journal  de  C  relie,  t.  -42).  Nous  avons  déjà  obtenu  6  et  o 
en  fonction  du  temps  par  les  formules  (20);  calculons  4^.  Nous  avons  trouvé 

di,  ^   A/>«-hB^« 

—r-    =  'X  D =:-^ • 

dt        '       A«/>«-hB«y« 

Posons  comme  plus  haut  1  =  /i(/  —  /o);  remplaçons,  dans  Texpression 
de  -j  1  p  t\.  q  par  leurs  valeurs  (19)  et  cn*T  par  1  —  sn*T;  nous  avons 

^  _  |iD      (B  — G)>-(B  — Ajsn'T 

du  ~    n     A(B  — C)-C(B  — A)sn«T' 

ce  qu*on  peut  encore  écrire^  en  effectuant  la  division, 
d^        aD        jjil)  (C  — A)(B  — C) 


d'.        /iG       /iG  A(B  — G)  — G(B  — A)sn«T 

Pour  mettre  en  évidence  les  pùlcs  de  la  fonction  doublement  périodique 
eu  second  membre,  déterminons  un  argument  constant  ic  vérifiant  la 
relation 

A«B  — C» 
i..^B  —  A  y 
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comme  A  >  B,  la  valeur  de  sn ic  est  purement  imaginaire  :  on  peut  donc 
prendre,  pour  l'argument  iCf  une  valeur  purement  imaginaire,  et,  par 
suite,  pour  c,  une  valeur  réelle.  Nous  pourrons  alors  écrire 

d'!f>       [iD       fiD  (G  — A)(B  — G)  i 


d-z        nC        nC         G(B  — A)  sn«ic— sn«T 

D'après  les  relations  élémentaires  qui  lient  les  fonctions  sn,  en,  da  d'un 
même  argument,  on  tire  de  (ij) 

B(A  — G)  ,   ,.         D(A-G) 

^"'  '^  =  C(A^B)>  ^"'^^  =  G(A-D)' 

Extrayant  les   racines    carrées  et  tenant  compte  de  la  valeur  de  /i,  on 

trouve 

.       .         ...         fiD  (G  — A)(B  — G) 

I  sn  ic  en  ic  dn  ic  =  ^—p;    — ^  ,  ,^    — : ^  • 

nC         G(B  —  A) 

Il  faudrait  mettre  un  double  signe  devant  le  deuxième  membre,  mais, 

comme  on   peut  changer  le  signe  de  ic  sans  que  les  relations  antérieures 

soient  changées,  on   peut   toujours  prendre   le   signe  ■+•  devant  le  second 

d'L 
membre.  L'équation  qui  donne  -7^  s'écrit  alors 

Cl  w 

d^        jjL  D        f  sn  fc  en  te  d n  ic 
dz         nL  sn*/c  —  sn**: 

Cette  expression  est  maintenant  aisée  à  intégrer.  On  a,  en  effet,  quels 
que  soient  les  deux  arguments  u  et  i\  l'identité  {voir,  par  exemple,  Briot 
ei  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  p.  494)» 

qui  donne,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  par  rapport  à  u, 
2snwcnwdn//  _  6' (m)        W {u  —  v)        H'(ze-hi') 


sn^w  — sn*i^  B(m)        H  (a  —  v)        \l{u-\-v) 

On  a   donc,  en  faisant  n  =  /c,  t»  =  t,  et  désignant  par  X  la  constante 
réelle  ^  —  /  y 

^i_X    .    '    W'iic  —  z)    .    i   ir(«c-hT) 


dz  9.  H  (  fc  —  T  )        2  H  (  fc  -h  T  ) 

fatégrant  et  supposant  les  axes  choisis   de   telle  façon    que  "^  s'annule 
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avec  T,  on  a  enfin 

Les  trois  angles  6,  «p,  ^  sont  ainsi  exprimés  en  fonction  du  temps,  et  Ton 
peut  déterminer  la  position  du  corps  à  un  instant  quelconque.  Les  sinus 
et  cosinus  de  ces  trois  angles  s'expriment  par  des  fonctions  du  temps  qui 
sont  ou  uniformes  ou  racines  carrées  de  fonctions  uniformes.  Mais  il  est 
très  remarquable  que  les  neuf  cosinus  a,  p,  y,  a',  P',  y»  *'»  P'>  Y*  sont  des 
fonctions  uniformes  du  temps.  Ce  résultat,  dû  à  Jacobi,  peut  s'établir 
comme  il  suit.  Les  formules  (20)  donnent  déjà  y>  Y  »  T*  ^"  fonctions  uni- 
formes de  t.  On  en  conclut 


.    .       \/ \* p^ -\- \\* q^ 
sin6  =  '—r- ^-9 

ou,  en  remplaçant />^  et  q^  par  leurs  valeurs, 


.    ft      ,  /C(A-B)(D-C;  ^  /~ 


A(B-.C) 

C(B  — A) 


Introduisant  l'argument  ic  défini  parla  relation  (26),  puis  tenant  compte 
de  l'identité  (27),  dans  laquelle  on  fait  1/  =  t  et  v  =  ic,  on  trouve  pour 
sinO  une  expression  de  la  forme 

.    .           /H(t  — IC)H(T  -4- ic) 
^*"^  =  ^ ëôô ' 

où  V  est  une  constante  dont  il  est  inutile  d'écrire  la  valeur.  On  voit  ainsi 
que  sinO  est  la  racine  carrée  d'une  fonction  uniforme.  En  calculant  e*^, 
co%^,  sxtL^  d'après  la  formule  (28),  on  trouve  que  ces  fonctions  dépendent 
de  la  même  irrationnelle  que  sinO;  cette  irrationnelle  disparait  ensuite 
dans  les  combinaisons  qui  donnent  a,  a',  a',  ^,  ^\  ^'. 

On  arrive  encore  à  la  même  conclusion  en  calculant  directement  en 
fonction  de  t  l'expression 

w  =  «"l'sinO. 

La  diflTérentiation  donne 

I    dw        .dit  ^  d^ 

T-  =  ^-i-  -^  cot6  -j-  ; 

IV   dt  dt  dt  ' 

remplaçant  j'  par  sa  valeur  (21)  et  0  et  -1-  par  leurs  valeurs  déduites  de 

/cosô  =  Cr,  on  trouve,  pour >  une  fonction  elliptique  de  f  qui,  par 

une  quadrature,  donne  w  en  fonction  uniforme  du  temps. 
Si  Ton  veut  comparer  le  calcul  précédent  à  celui  de   Somoff  (/oicr/ia/ 
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de  CrelUf  t.  42),  il  suffit  de  remarquer  que  l'argument  appelé  ia  par 
Jacobi  et  Somoff  est  lié  à  ic  par  la  relation 

lûf  -h  ic  =  tK  . 

Le  cadre  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permet  pas  de  développer  davantage 
ces  calculs.  Nous  renverrons,  pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  de  M.  Her- 
raite  :  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  où  se 
trouvent,  avec  des  indications  sur  les  travaux  de  Brill,  Chelini,  Siacci, 
deux  méthodes  différentes  pour  calculer  directement  les  neuf  cosinus,  et 
au  Traité  de  M.  Halphen  (t.  II). 

Lorsque  D  =  BCn**  389,  3"),  le  module  A*  =  i,  les  angles  6,  p,  ^  et  les 
neuf  cosinus  s'expriment  par  des  fonctions  élémentaires.  Alors,  d'après  les 

relations  (24),  la  fonction  5  =  snx  devient ou  —  1  tangtx,   et  les 


fonctions  cut  et  dnx  se  réduisent  à  i/i  —  5*  ou  à    — :- •   En  introduisant 

'  COSIT 

un  argument  purement  imaginaire  ic  défini  par  la  relation  (25),  c'est- 
à-dire 

j    _  A(B  — C)  I       _  B(A-C) 

tang  c-  (.(^__gj»  ^^g,^  -  CcA-B)' 

on  remplacera  la  formule  (26)  par 

d^    _  H^^        tangc  i 


t^B 


d-z        nC        cos'c  tang*c  —  tang*tT 

qui   donne,  en  intégrant   et  désignant  par  X   la  constante  ^^  4-  tangc, 

,       ..          i,       sin(c-f-tT) 
<^  =  AT Log  -r-) r-:  • 

On  déduit  de  là  les  expressions  des  neuf  cosinus. 

Lorsque  A  =  B  (n*  390),  le  module  est  nul;  snx  se  réduit  à  sirn:;  nous 
avons  donné,  pour  ce  cas,  les  expressions  de  6,  cp,  ^. 

392.  Représentation  géométrique  du  mouvement  d'après  Poinsot. 
—  DaDs  un  Mémoire  inséré  au  Tome  XVI  du  Journal  de  Liou- 
ville,  Poinsot  a  donné  une  représentation  géométrique  du  mou- 
vement, fondée  sur  les  théorèmes  de  Cinématique  suivants,  qui 
s^appiiquent  au  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe. 

Considérons  Fellipsoïde  d'inertie  du  corps  relatif  au  point 
fixe  O,  et  soient  Ox^  Oj/",  0-3  les  axes  principaux  de  cet  ellip- 
soïde. A  un  instant  quelconque,  l'axe  de  la  rotation  instantanée  co 


170  DYNAMIQUE    DES    SYSTEMES. 

roDcoulrc  la  surface  de  Tellipsoide  en  un  poinl  m,  que  Poiasol 
nomme  pôle. 

Théorème  I.  —   La  Jorce  vue  du  corps  est 


Om 


En  eflfet,  diaprés  la  dëfîniiîon  même  de  rellipsoïde  d^înerlief  le 

moment  d'inertie  du   corps  par  rapport  à  Taxe  Ow  est         ^t  et 

Om 

comme    les  vitesses  des  points  du  corps  sont  les  mêmes  que  s'il 

tournait  avec  la  vitesse  angulaire  co  autour  de  Oco,  la  force  vive 

Smr^  est  le  produit  du  moment  d'inertie  par  le  carré  de  la  vitesse 

angulaire  (n®  359)  ^  * 

Om 

Théorème  II.  —  ./  chaque  instant,  le  plan  tangent  à  rellip- 
soïde d^ inertie  au  pâle  ni  est  perpendiculaire  au  niomeni  résul- 
tant Ot  des  quantités  de  mouvement. 

En  effet,  rdlipsoïde  d'inertie  rapporté  aux  axes  Oxyz  a  pour 

équation 

Aa:«-+-  B7«-+-G5«=  I. 

Les  cosinus  directeurs  de  0(o  étant—*  — »     »   les  coordonnées 

10      tu      (O 

x^y,  z  du  pôle  m  par  rapport  aux  mêmes  axes  sont 


T  =  O //i  —  »  V  =  Om-  9         z  =  Om—' 

(o  *  o>  eu 

L'équation  du  plan  tangent  au  point  m(x^y.  z)  étant 

AXx-r-BY  )  -f-CZ5  =  i, 

cette  équation  devient 


«  A  /)  \  -H  B ^  Y  H-  G  rZ  I  =  i . 


équition  d*un   plan  perpendiculaire  à  la  droite  Ordonl  les  pro* 
jections  sont  A/>,  Bq,  C/*. 

Théorème  III.  —  La  distance  du  point  fixe  au  plan  tancent 
à  rellipsoïde  au  pôle  est  égale  à  la  racine  carrée  de  ia  force 
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vive  divisée  par  le  moment  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment. 

En  efTet,  la  distance  ù  de  Torigine  O  au  plan  langent  est 

^  to  I 

0  = 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Appliquons  maintenant  ces  trois  théorèmes  au  cas  particulier 
où  les  forces  appliquées  au  corps  solide  ont  une  résultante  unique 
passant  par  le  point  fixe.  Alors  :  i"  la  force  vive  est  constante  et 
égale  à  A  ou  à  D[jL^;  on  a  donc 


(O 


Om 


v/Â  =  av^; 


2"  le  moment  résultant  Oor  des  quantités  de  mouvement  a  une 
direction  fixe;  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  en  m  a  donc  égale- 
ment une  direction  fixe  perpendiculaire  à  Oor;  3^  le  moment 
résultant  Ot  ayant  une  longueur  constante  /  ou  [jlD,  la  distance 
du  plan  tangent  en  m  au  centre  O  est 

elle  est  donc  constante. 

En  résumé,  le  plan  II  tangent  en  m  est  Jlxe,  car  il  a  une  orien- 
tation constante  et  il  est  à  une  distance  constante  du  point  fixe  O. 

Nous  arrivons  donc  à  ce  résultat  que  Tellipsoïde  d'inertie  reste 
constamment  en  contact  avec  un  plan  fixe  II.  Le  point  de  contact 
m  est  le  pôle  ;  la  droite  Om  est  Taxe  instantané,  et  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  instantanée  est  o)  =^Om\/h  :  elle  varie  propor- 
tionnellement à  Om,  Poinsot  SLppeUe  polhodie  la  courbe  décrite 
par  le  pôle  m  à  la  surface  de  Tellipsoïde,  et  herpolhodie  la  courbe 
décrite  par  le  pôle  sur  le  plan  fixe  II  {fig»  228).  Le  cône,  lieu 
des  axes  instantanés  dans  le  corps,  a  pour  sommet  le  point  O,  et 
pour  directrice  la  polhodie;  le  cône  lieu  des  axes  instantanés  dans 
Tespace  a  pour  sommet  O  et  pour  base  Therpolbodie.  Pour  obtenir 
le  mouvement,  il  faut  faire  rouler  le  premier  cône  sur  le  second 
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effet,  rapportons  Tellipsoïde  d'inertie  à  ses  axes.  Nous  pourrons 
définir  la  polhodie  comme  le  lieu  des  points  m{Xyy^  z)  de  cet 
ellipsoïde  où  le  plan  tangent 

Ao-X-t-  BjkY-i-C^Z=  I 

est  à  une  distance  constante  o  =  -=  de  l'orîffine.  Cette  condition 

y/D  ° 

s'exprime  par  Téquation 

(29)  A«ar2-+-  B«j^î-hC«^«=:  D. 

Cette  équation  et  celle  de  l'ellipsoïde 
(  io)  Ax«-t-  B7Î4-  C^*=  1 

définissent  la  polhodie  qui  est  ainsi  une  courbe  algébrique  du 
quatrième  ordre  ;  on  se  rendra  compte  de  sa  forme  en  la  regardant 
comme  Tintersection  de  l'ellipsoïde  et  du  cône  lieu  des  axes 
instantanés  Oni  dans  le  corps  ou  cône  roulant.  L'équation  de  ce 
cône  s'obtient  par  une  combinaison  homogène  des  deux  équations 
ci-dessus,  ce  qui  donne 

A(A—  D)arî-+-B(B  — D)j^2-i-C(C  — D)5«=o. 
Pour  que  ce  cône  soit  réel,  il  faut  que  l'on  ait 

c'est  la  condition  évidente  que  la  distance  du  plan  tangent  à 
l'origine  -j—-  doit  être  inférieure  au  grand  axe  --=  et  supérieure  au 

petit  -p^'  Le  cône  se  réduit  à  deux  plans  imaginaires,  c'est-à-dire 

/A 

à  une  droite  confondue  avec  O^  ou  Oz  lorsque  l'on  a  D  =  A 
ou  D  =  C;  il  est  facile  de  le  voir  géométriquement,  puisque  les 
extrémités  c,  c'  du  grand  et  a,  a'  du  petit  axe  sont  les  seuls  points 
réels  où  le  plan  tangent  est  à  sa  distance  maxima  ou  minima  de 
l'origine.  La  polhodie  est  alors  formée  de  deux  points  c  et  c' 
oa  a  et  a'  {Jig*  229).  Pour  D  :=  B,  le  cône  se  décompose  en  deux 
plans  réels  passant  par  l'axe  moyen 


^=-V^(^^ 


174  DYNAMIQUK    DES    SYSTÈMES. 

Ce  sont  bien  les  plans  que  nous  avons  déjà  rencontrés  dans 
l'étude  analytique  du  problème;  la  polhodie  est  alors  formée  de 
deux  ellipses  ee^  se  coupant  aux  extrémités  bV  de  Taxe  moyen. 

La  polhodie  est  donc  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  d'un  cône 
du  second  ordre  ayant  les  mêmes  plans  de  symétrie.  Elle  se  com- 
pose de  deux  branches  fermées  distinctes  symétriques  l'une  de 
Tautre,  par  rapport  au  centre  et  à  l'un  des  plans  principaux  de 
l'ellipsoïde  :  chaque  branche  admet  comme  plans  de  symétrie  les 
deux  autres  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  (^fig^  ^^-9)  ^^  possède 

Fi  g.  229. 


quatre  sommets  1,2,  1,2  pour  lesquels  le  rayon  vecteur  Om  issu 
du  centre  est  minimum  ou  maximum.  Dans  le  mouvement,  une 
des  branches  de  la  polhodie  roule  sur  le  plan  fixe  II.  Cette  branche 
est  seule  utile;  l'autre  branche  roule  sur  un  plan  symétrique  de  O 
par  rapport  au  point  O. 

Il  est  important  de  se  rendre  compte  des  formes  diverses  de  h 
polhodie  suivant  les  conditions  initiales.  Représentons  rellipsoîde 
d'inertie  {fig-  229).  Comme  nous  supposons  A  >  B  >  G,  l'axe  Ojp 
est  le  petit  axe,  O2  le  grand.  Nous  appellerons  aal^  bb\  ce  les 
sommets  de  la  surface.  Suivant  les  conditions  initiales,  la  cons- 
tante D  varie  entre  A  et  C.  Pour  D  =  A,  le  cône  lieu  des  axes 
instantanés  dans  le  corps  se  réduit  à  l'axe  Ox  et  la  polhodie. 
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înterseclloD  du  cône  et  de  l'ellipsoïde,  se  réduit  au  point  a  et  au 
sjmélrîque  a'.  Quand  D  diminue  un  peu,  la  polhodie  se  compose 
d'une  petite  courbe  fermée  /  entourant  a  et  d'une  courbe  symé- 
trique y  entourant  a'.  D  continuante  diminuer,  les  courbes /et/' 
s'éloignent  de  a  et  a',  et,  pour  D  =  B,  ces  courbes  se  rejoignent 
aux  points  b  et  b'  en  se  décomposant  alors  en  deux  ellipses  e  et  e'. 
De  même  pour  D  =  G,  la  polhodie  se  réduit  aux  deux  sommets 
c  et  c'  :  D  augmentant,  elle  est  d'abord  formée  de  deux  petites 
courbes  symétriques  g  et  g'  entourant  ces  sommets;  puis  ces 
courbes  grandissent,  et  pour  D  =  B  elles  se  réduisent  encore  aux 
ellipses  e  et  e'. 

Il  y  a  donc  deux  sortes  de  polhodies  :  les  unes  entourent  les 
sommets  du  petit  axe,  les  autres  les  sommets  du  grand  axe;  ces 
deux  sortes  de  polhodies  sont  séparées  par  la  polhodie  singulière 
correspondant  à  D  =  B,  formée  de  deux  ellipses  e  et  e'.  Par 
chaque  point  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  il  passe  une  polhodie  et 
une  seule;  ces  courbes  étant  supposées  tracées,  pour  connaître 
la  polhodie  correspondant  à  des  conditions  initiales  données,  il 
suffit  de  connaître  le  point  m^  où  la  rotation  instantanée  initiale 
perce  l'ellipsoïde;  la  polhodie  cherchée  est  celle  qui  passe  parmo. 
Quant  au  plan  fixe  II  correspondant,  c'est  le  plan  tangent  en  nio 
à  l'ellipsoïde  dans  sa  position  initiale. 

HerpoUiodie.  —  Si  l'on  abaisse  du  point  fixe  une  perpendicu- 
laire OP  {y o\r  Ji g,  228)  sur  le  plan  II,  la  longueur  OP  est  égale  à 

y^'  Le  rayon  vecteur  Pm  =  p  d'un  point  de   Therpolbodie  est 
donc 


p  =  ^Om  -i 


Nous  avons  vu,  d'après  la  forme  de  la  polhodie,  que  la  distance 
Om  du  pôle  au  centre  varie  entre  un  minimum  et  un  maximum; 
donc  p  varie  également  entre  un  minimum  et  un  maximum  cor- 
respondants Pi  et  pa-  L'herpolhodie  est  donc  comprise  entre  deux 
cercles  concentriques  de  rayons  pi  et  p^  qu'elle  touche  successive- 
ment en  des  points  tels  que  m,,  ma-  Elle  a  la  forme  indiquée  sur 
la  figure  228;  c'est  une  courbe  tournant  partout  sa  concavité  vers 
le  point  P  et  ne  présentant  pas  de  points  d'inflexion.  Cette  cir- 
constance, remarquée  pour  la  première  fois  par  Hess  {Inaugural 


'Ml  |)'*iii    s»»  •l#>ni;*n<l«*r  maint «^nani  -i    e  iiL«=iTt-cu?î!i     e    ruuia 

/'/)>/'/>/  v/^//>//»  'O^y  />6A>.  On  <l:i,  en  :»*^n#?rai-    iii  m.  siruvcîaeeK  « 
t.ii»Uv     1    ''n  morlifiarit  itifinimenf.   peti   fine  muxerr-    m:r] 
Ir-'i  roiiflin^'^n^  iniiM!^**,  on  mo»litî#*  ;ndiiim»^i  >?^   i-  m^iii^i 
iiM  n  />ir.'' m/ rit  ^^i  in^r;khl<^,  .««t  ane  rno«titic:ULiDH    oxKzaieEi   «ent 
'hffi-4   1^4  ffttifVitiftfK  iniriaU^  am«^nK  'in    •nsmzffmtai    cj.   oib- <• 

f>  iK^iwl,  i»  A  ^y*  ^  C,  U  rouiioo  auimir  tu  jniifi  -^  ia  i^ii. 

I   w^    ntf*yfft.    i'tt   f  fîf'K  fifiitnon^  le  corp^  I*-ine  ^•ikiion    muxife 

iiif/r»»f  fin  pMif  rt«/';  rflof^  f-^:t  aift  ffî^ifrt  ÛTt*.    e  iMÎe  u-  ^•taïudi- 

r^oV.riH/^  Avff  If'  <ofi.tri('l  fs^,  Ift  plan   uacieiic  IL.  -n  f «.  -«i  Da&  5 

|V.^»  ^ri^^lif»^'  ir>flriirri#'fil  p^ni  Iéï4  condicioQîï  iniiiaii-^-.   »i  muirmoL 

)i»  ^/rrri^   fir /■  f/»(/ifiMi  ffiiliale  dritoor  d'un  «ixis  ^uniunirai:  ^au 

i\t  i^fu,  i"  fi<'  h'^di^'  i\vsu%%\  wuf.  petite  coiiri:«  tkrait-f*   mimiTif 

shf^tftf    fhi    ^tuiuu  I  /Im   parfit  aif:  :  donc  rax<:  .n^iBiiimif  œsx 

/U^i<(  1/  M'rfr«  fin   «Ah^T  rroiiv^rrlure  ioliaiiii«at:  ptfuiis  uiiuiir  lira 

i,ff.tht'ii  ynutiiiw  i\itii%  l/î  rorp^.  Le  plan  li:*fî  II.    iiiiiiui*  '«lin* 

.j,it\t^  tt*.it    if.fi^^nt   tliiitH  If!  rioij%^aii  moav<iiii»{nr.  -f^^.  nrimmiim 

.•hfth  fU   Uh,  *t  1'»  |'<'i|''iHlirijlair#;  0F%  aLaiiéise  ie  »>  sir  :*î  ]>bb^ 

/  -  f  f^hhfMirot  viMftiiM^  <fi  lon^urur  cl  dir^Ktion  -icf  «-.Nr,     «  n;*» 

.//Mil*    O///   d'im    |.oiiil  /// dr  riif.Tpolhodie  ajifl  .    ia»i  jineuBT 

M  ffff'M  I  Ml  vf'KiMc  <lr  (  )^l^^  i*<'(:;jf  U:  irifinimcDl  pîn  ir*  ji  itfr*iifaii- 

/  fif'fMr  <  H'.  <  «  -«•  •!  «liir  ilr  O/^/o  :  donc  Taie  în^Uncia-e  iiî-irc  mb» 

ff.h-.  I  I  •  h'iM    MM  «ùMr  ihliMiuM-nl   voisin  de   sa  p«:-3>Lui>:a  ^i 

/l.iff:  I  f  ■  !•••'  f  .   I«(  Mihilîon  (  <insid<l'rëe  est  donc  stable.  L  -fn  ?)é 

i\i   tiii  Mif   d(-  l'i  M'Iiihnn  iinlour  du  ^rand  axe. 

M.ti:  •<<  h'   MM|i4   liMiinr    d'aliord  autour  de  l'axe   o^>««fs.  «k 

MM'difli  m(Ii*m  MiliMiMH  m(  prlitr  dr.s  i!ondilions   initiales  afl»ê»<n  le 

I  ^If.  iImii.i  mi*i<   jUMiiMMi  ///„,  i\  fiarlir  de   laquelle  il   dêcnra  «ae 

I  rilliKfljf-  miImimhmI,   ".nil  Ir  noninirt  (if  soit  le  sommet  ci   Taxe 

ii..ihi*«  iiliii  !  iruhr  i|niinh((^  finie  de  sa  première  po«>itîfMi:  b 

I  i.l'iliiill   I      I    lll>ili(lil«* 

I  I  .  I  |li|.  I  I  .  t  «  I  r't'\  /ii;,  •ii())|)urtiigentrellipsoîde  en  q«atre 
liM.HM  iti  iM  iiihlrninil  Irn  Moniincls  a  et  a' et  les  deux  antres 
lr«  •  iinMH  1-1  I  \\  •  Sui\un(  uiio  remarque  de  Bour,  il  est  natatd 
di<  |iii  Milii  I  iMMinr  inr«uiT  k\v  In  sUibililé  de  la  rotatioo  autour  de 
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l'axe  Oa  le  rapport  de  Taire  du  fuseau  conlenant  a   à  la  moitié 
de  l'aire  de  l'ellipsoïde  d'inertie.  En  effet,  si  les  conditions  initiales 
sont  modifiées  de  telle  façon  que  le  pôle  tombe  dans  ce  fuseau, 
Taxe  instantané  décrit  dans  le  corps  un  cône  autour  de  sa  direc- 
tion primitive  Oa.  De  même,  on  mesurera  la  stabilité  de  la  rota- 
tion autour  de  Oc  par  l'aire  du  fuseau  qui  contient  cet  axe.  Par 
exemple,  si  l'ellipsoïde  est  très  voisin  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion autour  de  O5,  c'est-à-dire  si  A  —  B  est  très  petit,  le  fuseau 
contenant  a  est  très  petit,  de  sorte  que  la  stabilité  de  la  rotation 
autour  de  Oa  est  faible,  car  un  petit  déplacement  de  l'axe  peut 
faire  sortir  le  pôle  du  fuseau  et  l'amener  à  tourner  autour  de  Oc. 
Si  l'ellipsoïde  est  rigoureusement    de  révolution  (projectiles 
oblongs),  il  n'y  a  de  stable  que  la  rotation  autour  de  l'axe  de  révo- 
lution :  en  effet,  si  le  corps  tourne  autour  d'un  axe  principal  du 
plan  de  l'équateur  et  que,  pour  une  cause  quelconque,  le  pôle  m 
soit  un  peu  écarté  de  ce  plan,   il  ira  décrire  sur  la   surface  de 
l'ellipsoïde  un  cercle  parallèle  et  presque  égal  à  l'équateur.  L'axe 
dans  le  corps  s'écarte  donc  beaucoup  de  sa  position  primitive  :  il 
est  bon  de  remarquer  que  dans  l'espace  il  reste  très  voisin,  au 
coDliaire,  de  sa  position  primitive,  car  la  longueur  Om  diffère 
peu  du  rayon  équatorial. 

Si  l'ellipsoïde  d'inertie  est  une  sphère,  tous  les  axes  sont  égale- 
ment stables,  ou  plutôt   indifférents,  car,  si  l'axe  instantané  est 
porté  du  lieu  où  il  se  trouve  dans  un  autre,  il  redevient  immobile 
et  dans   le   corps  et  dans  l'espace.  (  Voyez  Bour,  Dynamique, 
p.  i65.) 

393.  Équation  de  llierpolhodie.  —  Poinsot  obtient  l'équation  différen- 
tielle (le  rherpolhodie  en  remarquant  que  l'expression  de  l'arc  de  cette 
courbe  en  fonction  du  rayon  0 m  est  identique  à  l'expression  de  l'arc  de 
polbodie  en  fonction  du  ménie  ra}on,  car  les  deux  courbes  roulent  l'une 
sur  l'autre.  Nous  emploierons  une  autre  méthode  qui  conduit  à  des  calculs 
un  peu  moins  longs  et  que  nous  empruntons  à  une  Note  de  M.  Darboux  à 
la  Mécanique  de  Despeyrous. 

Soient,  comme  plus  haut,  x,  y^  z  les  coordonnées  du  pôle  m  par  rap- 
port aux  axes  principaux  d'inertie  Oxyz\  puisque  le  rapport  pj —  est 
constant  et  égal  à  /Â,  on  a 

(3.)  ^  =  1  =  1  =  ^=.^. 

V       y       Z       Om 
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«lomme  p.  q.  r  «oat  des  fonctions  elliptiques  de  /(19),  il  en  est  de  même 
de  jc.  y.  z.    Liïs  équations  d'Euler,  dans  lesquelles  on  remplace  />,  9,  r 

par  X  ^ni,  Y  v'A.  -  yh.-,  donnent 

(3-2»    A '-^  —  v'XC— B)  K5  =  0,         B -7^  H-/Â(A  — C);ur  =  o, 
Ut  ai 

Appelons,  •rijmme  précédemment,  F  la  projection  du  point  O  sur  le  plan 
ti\e  U.  qui  contient  Therpolbodie,  et  désignons  parp  et  y^  les  coordonnées 
polaires  d'un  puint  m  de  la  courbe  rapportée  au  point  P.  Comme 

0P=  ^, 
/D 

011  u  les  équations  suivantes 


/    xî-f-^«-^5«=p«-H   g, 


^^^  ■  A  x*-+-B  ^«-hC  5«=  I, 

A»x»-H  B«^«H-  C«^«  =  D 


dont  la  première  exprime  que  O//1  =Pm  -+- OP  ,  et  dont  les  dernières 
x4>iii  les  cquation>  de  la  polhodie.  Résolvant  ces  équations  par  rapporta 
^■>,  K*.  3*.  OH  il,  en  posant 


l'i 


A  =  (A  — B)(B  — C)(C  — A) 


yW-  D)(G  — D)  .       _  (C  — D)(A  — D) 

*'"•"■  BCD       .     '  CAD 


(A-D)(B  — m 

CArA  — 0 


^""  ABD 


t  ii) 


BC(C-B),  ,  -       CArA  — 0     ,      , 

\  ,       AB(B-A)^   ,        ^ 


%,»u^  a\ons  supposé  A  >  B  >  C  et  D  compris  entre  B  et  G;  alors  A  efi 
iM'K'titl»  *'^  ^*^*"  i>  «  >  o,  ^  >  o,  c  <  o.  Donc  5*  est  essentiellement  posiiif 
1 1  m-  «'iiiiiiulc  jamais,  ce  qui  est  d'accord  avec  le  fait  que  r  ne  s*ansole 
{.iiiiiiM.  lN»ur  que  X»  et  ^'  soient  positifs,  il  faut  que  p« — a  soit  positif  et 
s*  b  iM'KUtil'  :  p*  oscille  donc  entre  a  et  b.  On  retrouve  ainsi  ce  résdttt 
iiiiii  II)  ia>oii  vecteur  de  Therpolhodie  oscille  entre  un  minimum  /aetuo 
é<i4%iuiuiii  yT».  En  différentiant  la  première  des  équations  (33),  on  a 

dp  dx         dy         dz 

^  de  dt       -^  dt  dt 
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OU,  en  tenant  compte  des  équations  (82), 

^^^-Mixxy^y     A      ^       B      ^      C     ;/"  ABC     ' 

cette  équation  donne  enfin,  en  remplaçant  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  (34), 
et  /Â  par  ^vÔ, 

(55)  p  J  =  (iv/Dv'-(p«-aHp'-6)(p'-c;, 

équation  qui  permettrait  de  retrouver  p'  en  fonction  de  /  par  une  fonction 
elliptique;  cette  expression  de  p*  en  fonction  de  /  nous  est  déjà  connue, 
puisque  x,  y^  z  sont  des  fonctions  elliptiques  de  t. 

Pour  obtenir  une  autre  équation  où  figure  l'angle  polaire  ^  d'un  point 
de  i'herpolhodie,  on  part  de  la  remarque  suivante  :  si  /n  et  m'  sont  deux 
positions  infînimcnt  voisines  {x^y^z)  et  {x  -^  dx^  y  -J(-  dy,  z  -^  dz)  du 
pôle  dans  le  corps,  le  plan  du  triangle  élémentaire  mOm'  est  tangent  au 
cône  lieu  des  axes  instantanés  dans  le  corps,  et  les  projections  Sx»  Sy,  S^ 
de  l'aire  S  de  ce  triangle  sur  les  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  sont 

7.S^-=  y  dz — zdy,         2Sy=  z  dx  —  x  dz^         2Sz=  ^  dy  —  y  dx, 

I^'autre  part,  comme  le  cône  lieu  des  axes  Om  dans  le  corps  roule  sur 
le  cône  fixe  ayant  pour  sommet  O  et  pour  base  I'herpolhodie,  le  plan  mOni 
*'si  aussi  tangent  au   cône  fixe,  et  l'aire   élémentaire  S  est  aussi  égale  à 

l'a'  •  ...  .     . 

•aire   comprise  entre  les  deux  génératrices  infiniment  voisines  correspon- 
dani^sdu  cône  fixe.  La  projection  de  l'aire  S  sur  le  plan  II  qui  contient 

"^•"polhodie  est  alors  un  secteur  élémentaire  de  cette  courbe  -  p*  d'/^. 

^ornme  les  plans  xOy,  yOz^  zOx  font  avec  le  plan  II,  perpendiculaire 
*     '^  >  des  angles  dont  les  cosinus  sont  y,  y»  Y*»  ^"  ^ 

cai^vilonsle  second  membre.  D'abord 

•^uis,  en  vertu  des  équations  (32),  déduites  des  équations  d'Euler, 

2S^  =  ydz-zdy='^[BiA-B)y^-^C{X^C)z*]dt; 

h  quantité  entre  crochets  est  égale  à  A  —  D,  comme  on  le  voit  en  élLmi- 
nant  x^  entre  les  deux  dernières  équations  (33).  On  a  donc 


Lit»:Liii:   i;  jLè^mt  S.-  5^  T»i*  m^t  r'^r»Etii»>«  d*5  lettres  ei  portant 
if-  \— r*  F  —  t»  O  — D 

,::  J>,  ''_%        •  AB  ' 

lux*  Z't'Z'*  Ti'.fS'.'Z,  iii'-L^  reiL:.i*:firM:*   fxin   jr*,  ^r*,  s-  par  leurs  ti- 
Ji'tr^    ?».     ;t  :.  tr'tîMi  5*  i-  k  »:•«  itT-M:*-  ijoè*  rcJactioa.  «ne  relation 

£7 


Aliuï' 


Irfs  Sftv  r;v,t:i:itf    .'■:     fc     >^     ô  ii-i»f'.L:  i  «  jr  *a  f>»clJon  do  tenps. 

■ -— 1  g- 

>;-  /T:  =:  : =^ —  —  - 


r4  *«—;--  c      r-  — 1      i=—  f 


f:  vî!r.t»;-  rt  t:.»;  14  ;•!:-  t'-LtiiLMi*.  î'l  mtrc'iiai  i^  rav^c«  de  covrlMire 
îa  5/ti*:':-»rii  ûi  ;  vz  it.-ii:*!.!':  rt  *.  i»?  Of^'tMw  jL1bii2$>  î&imi.  Ce  résaliat 
;ifrT":  i.   .'  .wiTiiJ'^i   \  \  F-  —  r  ri-:  i«;   ••*  truî^  ibMiffaAf  fimertîe.  0«  Toit 

i^inî^n»;'!-;  ror      t«;^»ri.i':«a»'   1  1    Lfà-  o;   7»ri:iiTf  o*  rflic*r««e»eat.  car -==• 

iif  h:^  «ît:  ios  il.  :*''L*  •:>  VM:*!.--^  n;  I*  ^llIllIl^I*»J!S  -piftrf  a  et  6.  Si  Ton 
T*îiniiiiiirf*  ."  :-.:.ir«<;i»û:  t'.r;*.-  «î  i.i*  li  :-.îiii!«ia'iôf  rsiùrnftçve  «^n  par  un 
i  »7«f'i«  i«;i'':»:  ri  .a  3i-.~ii.:  -iiturc  j-:  ii  «  /c-r  slt  jj  iâ«t  i:vt  B^  l'Wrp^lhodie 
r/i-^*<joiiû«.i  :i  jt.»i-"^i;  :  ii-*i'5i:'.T»;:tr  otï-  .iif»:v»fiis  la  ûe*  r:i<<»««<«^eat3 : 
i  i»M- — I  ;  t  l^fîs  I.-*'  ^i'*  t  !•;  •;  -i  v/n  '«•:Ta**ij:  J  m  xrf  liauite  pi*  tovjonrs 
Gfcï:-  1;  ij»:  n-:  ^r.irs  X.ii>  ri-i  ••*• — riiri.  j*htr  iiOf  c^ftTJssbri)  f^B«  détaillée 
nj  r^ii:  ^u^^i  »v«i  n;  .%  MOif. -«;.  1  it  V/cî  iii  M.  ItHTi^rin,  MéciMMÙqut 
xw  T»rsii.  »-^/»i>  IL  V;.'n»:i.T  n.*  5fï^  ic  yum  7eSk|CftSMi  de  7  es 
M^:^:•:lI  rw  -.  m  T-ti-  :  *•;  ^  ,^-*^'.Mji]  ."Iiifn.  lU  .. 
r»i.i-  «i  ri>  J4i~- i.i.:«.'*  .'1    f  =r  ^"     I  j«!?c  nu.   c  *c  r  *its3l.  «  la  nadi 

i.-rj     Cl:      /<   .1  Iiï     •       Jifl       -  ;T»;«  •   l';'*     I      '  b^OJ     lift»    j|f&r!Ilfaff 
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Cl,  en  faisant  1/  -  =  X, 


{h 

P 


»aX 


XX 


C'est  là  réqualion  de  la  spirale  représentée  dans  la  figure  23o. 

On  peut  également  obtenir  les  équations  (35)  et  (38)  en  partant  de 
cette  remarque  que  la  vitesse  absolue  avec  laquelle  le  pôle  m  décrit  l'her- 
polhodie  est  égale,  à  chaque  instant,  à  la  vitesse  relative  par  rapport  au\ 
axes  Oxyz  avec  laquelle  le  point  m  décrit  la  polhodie  :  ce  fait  résulte  de 
ce  que  les  arcs  correspondants  des  deux  courbes  sont  égaux.  On  obtient 
alors  les  deux  équations  en  écrivant  que  les  projections  de  ces  deux 
vitesses  sur  P/n  sont  égales  et  que  les  moments  de  ces  deux  vitesses,  par 
rapport  à  OP,  sont  égaux. 

Herpolhodo graphe  de  MM.  Darhoux  et  Kœnigs,  —  On  a  fait  à  la 
représentation  de  Poinsot  le  reproche  qu'elle  ne  représente  pas  le  temps, 
EflTectivcment,  si  Ton  avait  réalisé  matériellement  les  deux  cônes  de 
sommet  O  ayant  pour  bases  la  polhodie  et  Therpolbodie,  et  si,  par  un 
engrenage,  on  les  obligeait  à  rouler  l'un  sur  l'autre,  on  n'aurait  pas  encore 
la  représentation  complète  du  mouvement,  car  il  faudrait  en  outre  imprimer 
au  cône  roulant  une  vitesse  angulaire  instantanée,  qui  fût  à  chaque  instant 
proportionnelle  à  Om.  M.  Darboux  a  montré  (Note  à  la  Mécanique 
de  Despeyrous)  qu'on  peut  construire  un  appareil  réalisant  cette  condi- 
tion, en  a<«sociant  la  représentation  précédente  du  mouvement  avec  une 
autre  représentation  qui  est  aussi  due  à  Poinsot. 

Soit,  comme  précédemment,  m  le  point  de  contact  de  l'ellipsoïde  d'iner- 
tie avec  le  plan  FI,  P  la  projection  du  centre  O  sur  II.  Menons  par  le 
centre   Oi^fig.  23 1)  de  Tellipsoïde  un  plan  II'  parallèle  au  plan  fixe  D  et 

Fig.  23i. 


appelons  m' la  projection  de  m  sur  II'.  La  rotation  instantanée  w  =  0  m  v^ 
dirigée  suivant  Om  peut  être  décomposée  en  deux,  Tune  dirigée  suivant 

OP  ayant  la    valeur  constante  [i=OP.v/^,  l'autre  dirigée   suivant  Om' 

égale  à  Om'./Â.  Si  donc  l'on  imprime  au  plan  D'  une  rotation  constante  \l 
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ue  le  point  m'  est  sur  le  cône  (C) 

A  T^  B  vs  C  z^ 

-f-    ..    ^   ^.   H-  -. rr  =  O. 


A—D        B-D        C  —  D 

si  l'équation  du  cùne(G'),  lieu  des  droites  O  m'  dans  le  corps;  il 

lu  second  ordre. 

it  étant  établi,  revenons  au  mouvement.  En  rapprochant  les  deux 

représentation  du  mouvement  donnés  par  Poinsot,  on  voit  que, 
e  roulement  de  l'ellipsoïde  central  sur  le  plan  fixe  II,  le  cône  (C), 
ornent  lié  au  corps,  roule  sur  le  plan  II',  tandis  que  celui-ci 
ec  la  vitesse  angulaire  constante  \l  autour  de  OP. 
supposons  le  cône  (C)  de  sommet  fixe  O  et  le  plan  II'  réalisés 
jment,  Itî  plan  W  pouvant  tourner  autour  de  OP  et  le  cône  (C) 
'aide  d'un  cnj^renage,  assujettie  rouler  sur  le  plan  II';  supposons 
art  la  polliodie  réalisée  matériellement  sur  l'ellipsoïde  et  assu- 
r  un  engrenage  ou  par  un  frottement  considérable,  à  rouler  sur 
;  enfin,  imaginons  le  corps  solide  animé  de  son  mouvement  :  il 
a  le  cône  (G)  qui.  en  roulant  sur  le  plan  II',  obligera  celui-ci  à 
vcc  une  vitesse  angulaire  constante.  Inversement  si  l'on  oblige, 
nécanismc  d'horlogerie,  le  plan  II'  à  tourner  autour  de  OP  avec 
se  angulaire  constante,  ce  plan  entraînera  le  cône  G'  qui,  à  son 
géra  la  polliodie  à  rouler  sur  le  plan  H  conformément  à  la  loi  du 
nt.  C'est  d'après  ces  principes  que  MM.  Darboux  et  Kœnigs  ont 
ruire  un  appareil,  Vliei'polhodographe,  qui  fournit  une  réalisa- 
matique  complète  de  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
(S  solide.  \ous  n'insisterons  pas  sur  les  détails  de  construction  de 
eil  dont  on  trouvera  une  description  dans  un  article  de  M.  Kœnigs 
énérale  des  Sciences,  3o  avril  1891;  Garré).  Terminons  par  une 

due  à  M  Kœnigs  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
t.  W'III,  p.  i63  et  i3i  ).  La  loi  de  la  vitesse  étant  le  but  essentiel 
reil,  il  est  à  souhaiter  que  les  variations  en  soient  assez  sensibles 
;  perçues  à  l'œil.  Malheureusement  il  se  trouve  qu'on  est  très 
cet  égard.  Si  l'on  fait  rouler  sur  un  plan  un  ellipsoïde  quel- 
ont  le  centre  demeure  fixe,  suivant  la  loi  de  Poinsot,  c'est-à-dire 
vitesse  angulaire  proportionnelle  au  diamètre  du  point  de  con- 
ipport  de  la  plus  petite  valeur  de  la  vitesse  angulaire  à  la  plus 
;ut  prendre  toutes  les  valeurs  voulues  entre  o  et  i.  Il  suffit  de 
mvcnahlement  relli[)soïde  et  le  plan  sur  lequel  il  roule.  On  peut 
nir  des  variations  de  vitesse  angulaire  allant  du  simple  au  double 
ntuplc  et  très  facilement  perceptibles.  Mais,  dans  le  cas  du  mou- 
un  corps  solide,  l'ellipsoïde  roulant  est  un  ellipsoïde  d'inertie  et 
C  B  -h  G.  Getle  inégalité  limite  le  choix  que  l'on  peut  faire  de 
e  roulant,  et  il  arrive  que  le  rapport  de  la  plus  petite  valeur 
^esse   angulaire  à   la  plus  grande  est  alors  nécessairement 
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axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  O,  avec  les  mêmes 
notations  que  précédemment.  Appelons  M  la  masse  totale  du 
corps;  il,  'r[iy  î^,  les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité  G  par 
rapport  aux  axes  fixes;  Ç,  r^,  ÎJ  les  coordonnées  du  même  point  G 
par  rapport  aux  axes  mobiles  :  ces  dernières  coordonnées  Ç,  iri,  Ç 
sont  évidemment  des  constantes.  On  peut  alors  écrire  les  deux 

intégrales  premières  suivantes  : 

1**  Intégrale  des  forces  vices,  —  La  force  vive  du  corps  étant 

A;>2-|- By-H- C/'2  cl  la  seule  force  agissant  sur  le  corps  étant  le 

poids  M^  appliqué  en  G,  on  a 

(44)  Ay?2-+-  Bq^^  C/'2  =  —  9.iM^'r,-f-  /i. 

2°  Intégrale  des  aires.  —  Les  forces  extérieures  agissant  sur 
le  corps  sont  la  réaction  du  point  fixe  qui  rencontre  Osi  et  le 
poids  M^  parallèle  k  Ozi  ;  la  somme  de  leurs  moments  par  T^p- 
pOTlàO>3|  e^i  nulle  :  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
'"■Mouvement  par  rapport  k  Ozi  est  donc  constante  ;  le  théorème 
i^s  aires  s'applique  à  la  projection  du  mouvement  sur  le  plan 
*^  «  0^',.  Nous  avons  vu  que  le  moment  résultant  Ou  des  quan- 
■  ^-és  de  mouvement  a  pour  projections  A/?,  By,  Cr  sur  les  axes 
^--*  o",  Oy,  Oz  :  ce  moment  a  donc  pour  projection,  sur  O^i, 

A/)Y  -f-  BqY-^  Cr/; 
^^^tle  projection  étant  constante,  on  a  la  deuxième  intégrale 

On  ne  connaît  pas  d'autre  intégrale  première  que  ces  deux-là, 
dans  le  cas  où  le  corps  est  quelconque  et  le  centre  de  gravité 
placé  d'une  manière  arbitraire.  Ce  n'est  qu'en  faisant  des  hypo- 
thèses particulières  sur  la  nature  du  corps  et  la  position  du  centre 
de  gravité  qu'on  a  pu  trouver  une  troisième  intégrale.  Les  cas 
particuliers  ainsi  complètement  résolus  sont  les  suivants  : 

i"  Cas  d'Euler  et  de  Poinsot.  —  Le  corps  est  quelconque, 
mais  le  centre  de  gravité  est  au  point  fixe  O.  C'est  le  cas  traité 
dans  le  paragraphe  précédent. 

2**  Cas  de  Lagrange  et  de  Poisson.  —  L'ellipsoïde  d'inertie 
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a,  6,  a,  p  élant  des  constanles,  dont  les  premières,  a,  6,  sont  des 
constantes  positives  déterminées,  puisque  leurs  valeurs  sont  res- 

pectivement  — ^-^  ^^  r'  ^^  ^^^  deux  autres  a  et  p  des  constantes 

arbitraires. 

Nous  supposons  dans  ce  qui  suit  Tq  différent  de  zéro  :  si  r^ 
était  nul,  le  mouvement  de  l'axe  O-s  du  corps  serait  identique  au 
mouvement  du  fil  d'un  pendule  sphérique  (n**  277). 

Les  angles  cp,  6,  ^j^  sont  liés  à/?,  q^  r  par  les  relations 

p  =  ~-  smO  sin<o  h — ,  coso, 
'^       dt  '        dt        ^' 

d^    .    .  dO   . 

q  =   -y^sinO  cos^ —  -j-  sincp, 

d^        û  d^ 

r  =  ~  cos6  -h  -j^' 

dt  dt 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  ci-dessus,  elles 
deviennent 


•■■""(S)'-(sy— —• . 


\dt  J         \dt  I 

(49)  I  ^*"*^^/  ^  ?— ^'-ocosô, 

d^        -        do 

L'élimination  de  -^  entre  les   deux   premières    nous   donnera 
l'équation  en  8 

(p  — 6rocose)î-hsin2o/'^y  =  sin«e(a  — acose), 

ou,  en  posant  cosO  =  w, 

la  seconde  équation  donne  d'ailleurs 

d^  _  ^  —  brpu 
^^'^  di-     i-a«    ' 

et  la  troisième 

é/©  d'^  P  —  ôro  a 


tgo  DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 

Le  polynôme  f{u)  est  négatif  pour  les  valeurs   — oo,  — i   et 
+  I  de  Uj  tandis  qu^il  est  positif  pour  la  valeur  initiale  u^  de  i/, 

qui  rend  nécessairement -t-  réel,  et  pour  w  =4-00;  il  a  donc  ses 

trois  racines  e/j,  «o,  u'  réelles  et  comprises  respectivement  dans 
les  intervalles 


(—1,  Uo),     (mo,-+-0 
Nous  pouvons  alors  écrire 


et 


(-hi,  -h»). 


f{u)  =  a{u—  Mi)(w,—  u)(u'—  u); 

le  dernier  facteur  est  essentiellement  positif,  puisque  £/,  étant  un 
cosinus,  reste  toujours  compris  entre  —  i  et  -+-  i  ;  u  partant  de  !/#, 
qui  est  compris  entre  Ut  et  «2,  doit  demeurer  dans  l'intervalle 
w,,!/2  pour  que /(w)  reste  positif;  il  en  résulte  que  l'angle  0  oscille 
entre  les  angles  limites  6|,  02(61  >>  62)  dont  les  cosinus  sont  i/| 
et  e/2  i  quand  //  augmente  de  {/|  à  U2f  il  faut  prendre 

puis,  quand  u  diminue  de  U2  à  ^i,  il  faut  prendre  le  signe  — . 

Si  donc  on  décrit  (Jig'  282),  autour  de  Ozi  comme  axe,  deux 
cônes  de  révolution  C|  et  C2  de  sommet  O  et  de  demi-angles  aux 
sommets  0{  et  62)  Taxe  O^  sera  constamment  compris  entre  ces 
deux  cônes.  Pour  faire  la  figure,  décrivons  de  O  comme  centre 

Fig.  332. 


une  sphère  de  rajon  égal  à  Tunité;  les  traces  des  deux  cônes  C| 
et  C2  sur  cette  sphère  seront  deux  cercles  C|  et  C2  de  pôle  ^i, 
en  appelant  Zt  le  point  où  Taxe  O^i  perce  la  sphère.  Le  poini  s^ 
où  Taxe  de  révolution  0.3  perce  la  sphère  a  pour  cote  u  :  il  esl 
toujours  compris  entre  les  deux  cercles  et  décrit  une  courbe  qui 
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va  de  Fun  à  Taulre.  Quand  ces  deux  cercles  sont  très  rapprochés, 
l'axe  du  cône  décrit  approximativement  un  cône  de  révolution 
autour  de  Oz-t  ;  quand  les  conditions  initiales  sont  telles  que  ces 
deux  cercles  soient  confondus  (wi  =  ^2),  l'axe  Oz  décrit  rigou- 
reusement un  cône  de  révolution  autour  de  O^,.  En  général,  la 
courbe  décrite  par  z  est  tangente  aux  deux  cercles  G|  et  C2.  En 
effet,  définissons  la  position  du  poinl  z  sur  la  sphère  par  l'arc 
vecteur  3|  3  :=  0  et  par  Tangle  polaire  XiZi  z  =  y  que  fait  Zt  z  avec 
le  méridien  ZiXt.  Cet  angle  est  mesuré  sur  le  grand  cercle  de 
pôle  Zt  par  Taie  Xifi.  Comme  la  droite  01,  qui  fait  l'angle  »}  avec 

Oxi,  est  perpendiculaire  au  plan  5,  O^,  Parc  ni  égale  -  et  Ton  a 

(Jig.  232) 


<k 


(53)  /.  =  '^-^- 


Comme 


on  a,  en  éliminant  dt^ 

(  p  —  br^u)  du 


(54)  d/= 


{i-u^)^/{u) 


équation  différentielle  de  la  courbe  lieu  du  poinl  z.  Cette  équation 
donne  y  en  fonction  de  w,  c'est-à-dire  en  fonction  de  0  par  une 
quadrature. 

L'angle  V  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  sphérique  lieu  de  z 
avec  l'arc  vecteur  ZiZ  est 


,,       sinO</y 
ta  n  "■  V  1=  — -  ' 


c'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  en  considérant  le  triangle  rec- 
tangle zm  z'  /orme  par  un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe  zz\ 
l'arc  de  parallèle  zm  et  l'arc  de  méridien  mz']  dans  ce  triangle, 
l'angle  en  z'  est  V,  l'arc  mz'  est  rfO,  l'arc  mz  est  sinôrf'^,  car  le 
rayon  de  cet  arc  est  sinQ  (Jfg-  282,  I).  Comme  nous  avons  posé 
cosO  =  a,  nous  avons 

tangV  = ^^ 


L'angle  V  est  droit  chaque  fois  que  u  prend  une  des  %aleur^ 
//,  et  ^2  cjui  annulent /(m).  La  courbe  est  donc  bien  Uogeoto  aoi 
deux  cercles  {fig*  ^^2,  I  el  III).  Il  y  aurait  exception  dans  le  ca* 
particulier  où  une  des  limites  {/|  et  u^  annulerait  le  numènteur 
3  —  br^it]  sur  le  cercle  correspondant,  tang  V  serait  alorî  nulU 
et  la  courbe  présenterait  des  rebroussements  sur  ce  cercle 
(  lig,  282,  II).  Nous  verrons  plus  loin  que  ce  fait  ne  peut  se  pré- 
senter que  sur  le  cercle  supérieur  Cj. 

Pour  voir  quelles  sont  les  différentes  formes  de  celle  courbe. 
voyons  dans  quel  sens  tourne  sur  la  sphère  l'arc  vecleur  z^  z. 

D'après  la  relation 

dy^  _  rf'^    _  ^  —  br^t  u 
li  "  'di  "      I  —  a« 

si   la    valeur  t^>    qui  annule  le  numérateur,  n'esl   pas  compris-^      — 

d't 
entre  les  limites  //|  et  2/29  -k  garde  constammeni  le  même  sign^ 

et  Tare  vecteur  z^  z  tourne  toujours  dans  le  même  %tMï%i  la  coa 

3 
a  alors  la  forme  1  {fi g-  ■>'32);   si  ^  est  compris  entre  Ui  cl 

'-I'  est  tantôt  positif,  tantôt  négatif,  Tare  vecteur  z^z  loume 

toi  dans  un  sens,  tantôt  dans  Tautre;  la  courbe  a   la  forme     M.  Il 

3  »  .     .         d't 

i^fig-  2^2  );  si  j—-  est  égal  à  l'une  des  limites,  -J^  conserve 

le  même  signe;  mais  alors  la  courbe  a  des  rebroussemenU  sur    M^ 
cercle  correspondant  à  cette  limite  {fig.  282, 11). 

Ces  trois  cas  se  distinguent  facilement  d'après  les  conditiocss 

3 
initiales.  Lorsque  t^  est,  en  valeur  absolue*  plus  grand  que  i,  '' 

ne  peut  pas   être   entre  les  limites  ;/,  et  fi^.   Lorsque  la  \aleur 

absolue  de  /-^^t  plus  petite  que  1,  le  résultai  de  la  subslîtatioo 

de  cette  quantité  dans /(//), 


m'h-t)K'-Aù' 
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lu  signe  de  a —  —  ;   suivant  que  ce  facteur  est  positif  ou 

3 
tif,  T^  est  ou  non  entre  les  limites  u^  et  Wj.  Dans  un  cas 

OTq 

Q  Q 

•médiaire,  a  —    .-^  peut  être  nul  ;  alors  t^  est  égal  à  l'une  des 

Les  lit  ou  Wo  ;  il  est  aisé  de  voir  que  c'est  toujours  à  112.  En 
,  nous  supposons 

-i<7r-<»,        a  =  ai, 
J{u)  devient,  en  remplaçant  a  par  cette  valeur, 

/'  ">  =  (/r„  -  ")  [-(-"')-  f"rl  (^^  -  «)]. 

ne   des  racines  comprises  entre  — i  et -f- i  est  en  évidence; 
;re  doit  annuler  la  quantité  entre  crochets^  elle  rend    donc 

—  w  positif  et  elle  est  moindre  que  v^  :   c'est  donc  la   plus 

ide  racine  Uo  qui  devient  éerale  à  7^  •  Les  rebroussements  sont 
-  '  ^  oro 

G  sur  le  cercle  Go.  Ce  dernier  cas  se  présente  dans  les  condi- 
s  initiales  du  numéro  suivant,  faciles  à  réaliser, 
►ans  le  cas  de  la  forme  III  {Jig-  282)  nous  avons  admis,  pour 
e  la  figure,  que  la  variation  totale  de  à  correspondant  à  une 
iode  (roscillalion  complète  de  w,  de  «i  à  W2  et  de  112  à  !/,,  est 
trente  de  zéro  et  de  même  signe  que  la  variation  élémentaire 
cet  angle  au  moment  où  u  atteint  sa  plus  petite  valeur  W|.  La 
lonstration  rigoureuse  de  cette  propriété  nous  entraînerait  trop 

:  on  la  trouvera  dans  uuc  Note  de  M.  Hadamard  (Bulletin 
Sciences  mathématiques,  iSgS,  l"^*^  Partie,  p.  228). 

peut  arriver  que  la  plus  grande  racine  Wj  soit  égale  à  i  :  le 
t  cercle  supérieur  se  réduit  alors  au  point  le  plus  haut  de  la 
îre  :  ce  casse  présente  en  particulier  quand,  à  l'instant  initial, 
;  O3  se  confond  avec  la  verticale  ascendante. 

)6.  Cas  particulier.  —  Considérons  une  toupie  mobile  autour 
I  point  fixe  de  son  axe  O;  prenons  l'extrémité  z  de  Taxe  de  la 
)ie  entre  les  doigts  de  telle  façon  qu'il  fasse  avec  la  verticale  un 
e  60  différent  de  o  et  de  71;  puis  imprimons  à  la  toupie,  avec 
il  enroulé  par  exemple,  une  vitesse  angulaire  de  rotation  très 
A.,  II.  i3 


IQl  DYNAMIQUE    DES    SYSTEMES. 

{;ran(lc  /'o  autour  de  Oz.  Tant  qu^on  lient  rexlrémilé  z  de  Taie 
cnlrc  les  doi<^ls,  la  toupie  forme  un  corps  solide  mobile  autour 
d^un  axe  principal  O^;  la  vitesse  angulaire  Tq  persiste;  les  pres- 
sions sur  le  point  O  et  sur  les  doigts  sont  les  mêmes  que  si  la 
toupie  ne  tournait  pas  (n"  360,  cas  particulier).  Qu'arrive-l-il 
quand  on  lâche  Textrémité  z?  La  toupie  devient  alors  mobile 
autour  du  point  O  et  le  mouvement  se  fait  conformément  aux  lois 
précédentes.  Actuellement,  la  toupie  tourne  d^abord  autour 
de  O:;;  donc  les  valeurs  initiales /7o  ^^  Ço  de p  cl  q  sont  nulles. 
Nous  avons  posé  cos9  =  w;  les  équations  du  n®  393 

yy*-H  </-=  2  —  ciu,         sinO(/>  sincp  4-7  cosîp)  =3  —  br^ii 
montrent  alors  ({u'a  l'instant  initial  on  a 

^/o  étant  égal  à  cosQq-  Remplaçons  les  constantes  a  et  ^3  par  ces 
valeurs,  nous  avons 

Pour  que  ( -7-  )    reste  positif,  u  doit  osciller  entre  la  \*aleur  u^ 

et  une  valeur  u^  comprise  entre  —  1  et  H-  i  qui  annule  la  quanlilé 
entre  crochets  et  nous  donne  par  conséquent 

d'où 


Uq—  ui  — 


O^ri 


u^ — w,  est  ainsi  positif  et  la  seconde  limite  est  inférieure  à  la 
première;  c'est  donc  la  plus  grande  racine,  appelée  Wj  dans  le  cas 
général,  qui  est  égale  à  Wq.  Le  cercle  limite  C|  relatif  à  la  racine  cr, 
sera  donc  au  dessous  du  cercle  Cj  qui  correspond  à  la  racine  fi«. 
Le  lieu  décrit  par;;  sur  la  sphère  sera  d'ailleurs  langenl  au  pre- 
mier et  normal  au  second,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  tout  à 
riieure,  puisque  m©  annule  l'expression  ,3  — Ar^w(yf^.  aSa,  II). 

L'expression  de  -^  devient,  dans  ce  cas  particnlier, 


d^  __  ^ro(^f/o—  II) 
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-Tj  garde  donc  un  signe  constant,  celui  de  Tq;  il  en  résulte  que  la 

rotation  du  plan  z^Oz  autour  de  O^i  se  fait  toujours  dans  le  même 
sens;  ce  sens  étant  d'ailleurs  toujours  le  même  que  celui  de  la 
rotation  initiale  autour  de  O^  ou  de  OG,  puisque  nous  avons 
pris  OG  comme  sens  positif  de  Taxe  de  révolution. 

Supposons  plus  spécialement  que  la   rotation  initiale  Tq  soit 
très  grande;  l'égalité 


//( 


M,  = 


a(i  —  «î  ) 


montre  que  Uq  différera  peu  de  W|  ;  le  cône  lieu  de  Os  sera  donc 
compris  entre  deux  cônes  de  révolution  très  voisins.  D'ailleurs,  le 
mouvement  de  rotation  du  plan  ZiOz  se  fera  très  lentement;  nous 

avons,  en  effet, 

d^  _  bi\ {  Uq—  u)  ^ 

dt    ~  1  —  M«        ' 


comme  Uq  —  u  reste  inférieur  à  Uq  —  //|,  c'est-à-dire  à  — . ^    ^  '    i 

u  r  Q 

on  a,  en  valeur  absolue, 


d^ 
dt 


< 


broii  —  a') 


I  —  u 


le  facteur ^  restant  très  voisin  de  l'unité,  car  u  reste  voisin 


I  —  u 


de  Wi,  -r  reste  très  petit,  de  l'ordre  de  —  •  Ainsi  donc,  si  l'on  fait 
^  dt  r        ?  ^^  ' 

tourner  très  rapidement  le  corps  autour  de  O  j,  puis  qu'on  l'aban- 
donne à  lui-même,  il  semblera  continuer  à  tourner  autour  de  cet 
axe,  qui  paraîtra  lui-même  entraîné  d'un  mouvement  de  rotation 
très  lent  autour  de  O^i,  les  deux  mouvements  de  rotation  se  fai- 
sant tous  deux  dans  le  sens  positif  ou  tous  deux  dans  le  sens 
négatif  autour  de  leurs  axes  respectifs  Os,  et  OG. 

Ces  propriétés  sont  mises  en  évidence  dans  la  balance  gyrosco- 
pique.  Cet  appareil  se  compose  de  deux  corps  pesants  de 
révolution  M,  m  montés  sur  la  même  tige  A.0  A.',  mobile  autour  du 
point  O  à  Taide  d'une  suspension  à  la  Cardan,  par  exemple.  En 
faisant  glisser  la  masse  m  sur  la  tige,  on  pourra  amener  le  centre 
de  gravité  du  système  sur  l'une  ou  l'autre  des  demi-droites  OA, 
OA'.  Si  nous  faisons  tourner  rapidement  le  système  autour  de  OA 


diiii'-  i'    >*'fi-  p»»*iit' *?    fjti*  UMi*-  *  ajjsfluarruijhjU' :i  lu^nfmt*.  uni:* 

liiiui  ilaii."  j»'  -•'II-  i*«>aiiT*  •»    I-  vriiiT*   ur  ,:rr«ivu*  •^B   -sir    !*£.  *■:  -ft 
s<*iis 'jouira âi'   -  i    *-;?'  "su»  O  A     liaiir  i*  'j«*r  naruculif  m    h  :?tacr* 


''1 


.^ 


fiijt     ifiâ»'fiLiiii*Tt    bv\'.*iii    J*-  J  fc\*   OA    qui  reï>l*rail   îznnmbile. 
^^'l*:   di'jil*:  ^tTi».  .  'ij   *'fîet.  daIJ^    ce  car.  un  aie  pmnanenl  de 

0:j  l'r-n'  ouli^'.  diiijr  r.eiî*-  iLé'.'rie.  i**  premier  exemple  d'un  pa- 
radoie  qui  ^e  J»ré^eut*'  f.oUî-lamnif'D!  pour  les  solides  de  révolu- 
liou  *:n  r'»L€*l;"D  j  api  de  autour  de  leur  axe.  L'axe  OGAdela  toupie 
étaul  iiiaiDterj'j  in. mobile  {^KrDdaDt  qu'on  imprime  à  la  toupie  uoe 
roJaiiojj  ti'S  tirande  /»  autour  d-  lave,  il  semble,  quand  on  aban- 
dorjue  le  co^p^  <*  lui-iuême,  que  la  j»esaDleur  doil  déplacer  l'axe 
daiir  le  j'Iarj  xer'.ical  r4r>.\  :  au  contraire  l'axe,  après  avoir  un 
peu  lléchi.  sort  fl*-  ^*.'  plan  sut\an(  une  direction  à  peu  près 
perpendiculaire  au  plan  el  décrit  sensiblement  un  cône  de 
révolution  autour  de  Or,. 

Avec  ces  c^nditi^•n^  initiale*  particulières,  il  est  aisé  d'avoir  des  valent^ 
approchées  de  0,  z,  'l  en  s'dppuyant  sur  ce  que  Tq  est  très  grand. 

Comme  «„— -  m.  c'e^l-à-di^e  cosOi. —  cos6  est  de  Tordre  de  -7.  il  en  esl 

'"• 

y 

de*  même  de  6  —  fJo-  <*t  l'un  peut  poser  6  =  60-+-  ~r»  où  t,  reste  fini.  Alor« 

u  —  cosO  =  cosôo -i  sin6t=  Uq rsinO«, 

rc  ri 

en  développant  cos  (  Oo ]'i  )  en  série  et  prenant  les  deux 
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Portons  dans  (56)  et  développons  de  même  le  deuxième  membre  par  rap- 
port aux  puissances  croissantes  de  -^^  9  en  ne  gardant  que  le  premier  terme, 


nous  aurons 


;^($)'=''(°*'"®»-**^")- 


Celte  équation  donne  par  Tinversion 

a  sinOo ,  ,        .  au         asinOo 


r,  =      ^^^     (1  -  cos^roO,  Ô  =  Oo-f-  ,^^^^,  (i  —  cos^ry/). 


r»         .              1        ^          1        ^^       do                          r.sinOo  . 

Remplaçant  de  même,  dans  -f"  ^^  -j»  ^  P^r  "0 — i —  ^^  se  bornant 

aux  premiers  termes  du  développement  suivant  les  puissances  croissantes 


de  — r  >  on  a 
'0 

d'h  CL     ,  ,  «9 

■rf7  =  IÂ7„  ('-'=*'**'■'''>•       5?  =  ''»: 

d*où,  en  intégrant  et  supposant  que  ^  et  «{^  s'annulent  avec  t^ 

a     l        sin6ro/\ 

Les  valeurs  de  0  et  <}^  définissent  le  mouvement  de  l'axe  Oz\  si  l'on  y  né- 
gligeait les   termes  périodiques,  elles  définiraient   une   droite   faisant   un 
angle  constant   avec  O^i  et  tournant  avec  la  vitesse  angulaire  constante 
a 

Toupie  dormante.  —  Dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  déve- 
lopper, nous  avons  supposé  Pq=z  qQ=  o,  mais  o<0o<7r.  Voyons  ce  qui 
se  passe  quand  Oo  est  égal  à  o  ou  à  tt. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  60=  o,  Mo=  i  •  l'axe  de  la  toupie  est  alors 
vertical  à  l'instant  initial,  le  centre  de  gravité  au-dessus  de  la  pointe,  et 
la  toupie  est  mise  en  rotation  autour  de  cet  axe  avec  une  vitesse  Tq.  Il 
faudra  alors,  dans  les  formules  du  n°  396,  faire  Uq=\\  on  a  ainsi 

(57)  (Jj'=(i -«)'[«(«+ «)-6'r3]. 

—j-    1 

admet  la  racine  double  1  et  une  racine  simple  supérieure  à  — 1. 

Dans  ces  conditions,  l'axe  de  la  toupie  reste  vertical  :  en  eiïct,  u  étant 
un  cosinus,  et  partant  de  t,  ne  peut  que  rester  constant  ou  diminuer  :  il 
faut  donc,  en  extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres  de  (67)  prendre 

la  valeur  négative  de  —p»  Le  temps  que  met  u  à  acquérir  une  valeur  diflé- 


•~..I   «i-'i    3  1*   *1  STEM  ES. 

—  I    é  £    i  —  III  —  ^«rj 

r    r       Tin.-'ir   If  /x  rcctieDt  le  facteur  i  —  u  audéno- 
.'.  T«î"  à*  ni'-r*--  xae  \^leur  difTérentc  ât  i  :  laïf 

—  •   .  :-        ni    4iri-i  ■:-   qu'on  appelle  la  toupie  dor- 
■^'     •.  ••.''-   iuns  ri  il  cas  le  mouvement  ainsi  oLteii 

-  .T^    ■:■:        i    "JT*:      u    •xioiH  -in.  rotation  toujours  avec  h  mimt 
-•••*..     4»;  -' Ti'-'rl«;- mais  que,  dans  Tinstant  initial. 

—  -^    .  ■-'.*- T-  n   i-i    «<.•:  «salement /r^5/7e//7,  c'est-à-dire 

-r    ut.i.i  •  .'ai^ai  étudié  sera  stable  si  n  reste 

^.^  -ii:'-    ■      is-  :v?aûrAire.  Or,  d*après  ce  qui  précède. 

:-    «..    :•   m»?  latr- moine  «1  de  y( a)  comprise  eotre 

'ir    .1  sckilité  que  iTi  soit,  comme  ir«.  très 

1     ■:  .'^-.rr^    .'■•iir-'.    j  rdinirj  que  la  vltcssc  de  rotatioD  Ti  soït 

..  ■   •.  ■  'i»f'  •■ï^    :M;-«  —      .'C  — I  *'.*i/  très  voisine  de  i  ^ii  miirm  e 


■     .  .  .   '  .1 


.MPiiir'ii  *..':-i  rrfmptie  si  r«  est  suffisamment  srai< 
>*i::-     i     '    >.!.•;•.   11-?  N.'te  de  .M.  Klein,  traduite  dans  1 
^^*..;      .*    ».:.-..ii>   ;■.    i|'<; .'If. /»'!':: Y 'itïfs  pour  1897. 

:^:    liiiv^rtiiica  ?ar  1«»  icncdoas  ellô>tiques.  —  L*éq nation 

1  c/m 


■  i    .  .1.  •  «  •!   iM  ;".'iic  •-!■,'  ^  ^»jr  une  fonction  elliptique.  Pour  ré 

>.     .i\   .^.ii     :  ^li'jr   i. 'Ml ployer  la  méthode  même  qui  a  été  soi 

.  ^    .  .     r,    .».,»..:.  f.  N  '..l'.ju:,  ^w  taisant  jouer  aux  racines  M|.  «t.  « 

.;.  n..       ..    ;  I  I  i\  r  i.;ft.;<  x.  :.  ";;  daas  le  pendule  spbérique  (n"  277).  Ce 

i  ;,;.,  .;  .    ,  t     c-i   ic  ^u  f.^rrfajiit.  elle  peut  aller  jusqu'à  Tidcnti  té  complet 

U!    i    .;.  »»;i.Mic   îu    'Cii^uii.*  sphcrique  est  un  cas  très  particulier  du  p 

..i  .Us-   *.  .  Il  i     '.  ^.•  1^  .'J  i^'  v:>:|.^>  pesant  se  réduirait  à  un  seul  point  pi 

l  '.^    .>;x   «    '.1    ••>)  ^'xi-rimc  en  fonction  de  /,  les  équations 

3       Ar,  «  </3  3  —  br^u 


7/  '         •         ,_„! 


t«f 


>K>iiiu-Mi   V  ::.i!«.-uioiii    If  ot  7  on  fonction  de  /  par  des  quadratures  potiaft 
-m  Jo^  tVnotiotis  olliptiques  et  pouvant,  par  suite,  être  effectuées  à  Taîde 
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onctions  8  et  H  de  Jacobi.  La  quantité  u  est  une  fonction  elliptique 
avec  une  période  réelle  T, 


^^       /'"*     du 


-l 


d'h       d'^ 
oui  du  temps  T,  n.  -7^  et  — -  reprennent  les  mêmes  valeurs  :  donc  au 
*         '     '  dt        dt      ^ 

de  cette  période  0  redevient  le  même,  tj;  et  cp  augmentent  de  côn- 
es. JNous  ne  développerons  pas  ces  calculs,  pour  lesquels  nous  ren- 
)ns  à  un  Mémoire  de  Lollner  {Journal  de  Crelle,  t.  50);  aux  Traités 
ilphen  et  de  M.  Greenhill;  aux  Principes  de  la  Théorie  des  Fonc- 
s  elliptiques,  par  MM.  Appell  et  Lacour;  à  l'Ouvrage  de  MM.  Klein 
Dmmerfeld  {Uber  die  Théorie  des  Kreisels),  cl  à  une  Note  de  M.  La- 
'  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3*  série,  t.  XVllI,  1899). 

trouvera  dans  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  GvQtiïhWX  {Proceedings  of 
London  Mathematical  Society,  vol.  XXV)  d'intéressants  exemples 
duclion  des  intégrales  elliptiques  figurant  dans  la  solution  générale  à 
Uégrales  pseudo-ellipliques.  Nous  en  indiquerons  quelques  exemples, 
-ulièrement  élégants,  aux  exercices. 

.    Représentation  cinématique  du  mouvement.  —  Dans  le  Tome  II 
nouvelle  tdiiion  des  Œuvres  de  Jacobi  ont  paru,  pour  la  première 
les  fragments  d'un  travail  que  l'illustre  géomètre  avait  préparé  sur  le 
ement  d'un  corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un  point  de  son 
lacobi  énonce  ce  théorème  remarquable  que  le  mouvement  du  corps 
se    ramener   à  la   superj)osition  de  deux   mouvements  à  la  Poinsot. 
une  Note  insérée  au  Tome  G  des  Comptes  rendus,  Halphen  a  donné 
liéoréme  une  autre  forme  en  énonçant  plusieurs  résultats  nouveaux, 
arboux  a  consacré  à  la  même  question  un  important  Mémoire  {Jour- 
rle   Mathématiques,  i885),   et   plusieurs  Notes  placées  à  la  fin  de  la 
nique  de  Dc«j)cyrous.  M.  A.  de  Saint-Germain  a  exposé  ces  résultais 
un  Résumé  de  la  théorie  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour 
point  fixe  (Librairie    Gauthier-Villars,  1887).  Enfin  M.  Greenhill  a 
oppé  celle  théorie  au  point  de  vue  de  ses  rapports  avec  les  fonctions 
iques  dans  une  Note  insérée  à  la  fin  de  Y  Annuaire  des  Mathémati- 
édilion    de   1902  (Carré  cl  Naud).  Les  limites  de  cet  Ouvrage   ne 
permettent  pas  d'exposer  en  détail  ces  propositions.  Nous  en  signa- 
les points  essentiels  dans  les  exercices  faisant  suite   au  Chapitre,  en 
uant  sommairement  les  démonstrations  (Exercices  16  et  suivants). 

.  Cas  dlntégrabilité  de  M*"*  Kowaleski. —  Dans  un  Mémoire  cou- 
par  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  en  1888,  et  inséré  au  Tome  XII 
icta  Mathematica,  M""*  Kowaleski  a  donné  un  nouveau  cas  d'inté- 
itc   des   équations   du    mouvement  d'un   corps  solide  pesant  autour 


7.02  DYNABIIQUE    DES    SYSTÈMES. 

d'où,  en  intégrant  et  passant  des  logarithmes  aux  nonnbres, 

\(P  -^  ^Çy  -  c(T  +  'Y')]  [(P  —  i'Ç)^—  c(Y—  *Y)]  =  consl. 

On  a  ainsi  une  nouvelle  intégrale  algébrique.  Le  problème  peut  a1or$ 
s'achever  par  des  quadratures  comme  on  le  verra  dans  le  Mémoire  de 
M""  Kowaleski.  Des  méthodes  plus  simples  de  réduction  aux  quadratures 
ont  été  données  par  M.  Kotler  {Acta  math.,  l.  XVII)  et  par  M.  KoIossofT 
{Math.  Annalen,  LVl  Band). 

Peu  de  temps  après  la  publication  de  son  Mémoire,  M"**  Kowaleski 
annonçait  à  plusieurs  savants  qu'elle  avait  trouvé  une  infinité  d'autres  cas 
intégrables;  mais  elle  mourut  sans  avoir  publié  ses  recherches  et  Ton  ne 
retrouva  rien  à  ce  sujet  dans  ses  papiers.  M.  Roger  Liouville  s'est  proposé 
de  retrouver  ces  résultats,  et,  dans  un  Mémoire  présenté  au  concours  du 
prix  Bordin,  en  1S9I,  et  inséré  aux  Acta  math.,  t.  XX,  il  a  énoncé  ce 
résultat  que,  si  le  problème  admet  une  quatrième  intégrale  algébrique,  il 
faut  que  Ton  ait 

:^o,         A^Br.  —  , 

n 

où  n  est  un  entier  quelconque.  La  démonstration  rigoureuse  du  fait  que 
ces  conditions  sont  suffisantes   pour   qu'il  existe   une  quatrième  intégrale 
algébrique  et  la  formation   de   cette  intégrale  appellent  de  nouvelles  re- 
cherches. Dans  le  cas  de  M"*' Kowaleski,  /i  =  i  ;  dans  le  cas  où  rdlipsoïde 
d'inertie  est  une  sphère,  cas  qui  rentre  dans  celui  de  Lagrange,  n  =  1.  Les 
seules  autres  valeurs  de  /i,  admissibles  au  point  de  vue  mécanique,  sont  3 
et  4»  à  cause  de  la  relation  d'inégalité  C  ^  A -+- B  qui  a  lieu   entre  les  mo- 
ments principaux  d'inertie  d'un  solide  et  qui  devient  ici  C^2A. 
Dans  un  autre  cas  particulier  caractérisé  par 


r  


o,        A  -  B  -  4  C, 


on  peut  ramener  l'intégration  à  des  quadratures  lorsque  la  constante  des 
aires  sur  le  plan  horizontal  est  nulle.  Vo\ez  un  article  de  M.  Kolossoflf 
Sur  le  cas  de  M,  Goviatchojf  de  la  rotation  d'un  corps  pesant  autour 
d'un  point  fixe  {liendiconti  del  Circolo  di  Palermo,  10  août  i(|02). 


suivi  d'observations  de  M.  Marcolongo. 


IV.  -  AUTRES  PROBLÈMES;  EMPLOI  D'AXES  MOBILES  DANS 
LE  CORPS  ET  DANS  L'ESPACE;  FROTTEMENTS  ET  RÉSIS- 
TANCES DE  MILIEUX. 

iOO.  Exemple  de  l'emploi  d'axes  mobiles  dans  le  corps  et  dmnt 
l'espace  pour  obtenir  les  équations  générales  du  mouvement  d*iui 
solide  de  révolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe.  —  Nous 
avons  indiqtié  dans  le  n°  386  une  méthode  générale  pour  former 
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les  équations  du  mouvement  quand  on  emploie  des  axes  mobiles 
dans  le  corps  et  dans  l'espace.  Nous  donnerons  ici  une  application 
de  celle  méthode,  en  considéranl  le  cas  particulier  d'un  corps  de 
nature  telle  que  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  fixe  O  soil 
de  révolution.  Les  équations  que  nous  obtiendrons  ainsi  ont  été 
employées  par  Puiseux  dans  la  théorie  du  mouvement  de  la  Terre 
autour  de  son  centre,  parResal  et  par  Slesser (Quarlerly  Journal, 
1861). 

Les  axes  fixes  étant  appelés  Oxi^tZi^  et  l'ellipsoïde  d'inertie 
relatif  au  point  O  étant  de  révolution,  prenons  les  axes  mobiles 
suivants  :  soit  d'abord  O:;  l'axe  de  révolution;  Taxe  O^  sera 
perpendiculaire  au  plan  ZiOz  (Jig*  284)  et  Taxe  Oy  perpendi- 

Fig.  234. 


culaire  au  plan  xOz  dans  un  sens  tel  que  le  Iricdre  Oxyz  ait  la 
même  orientation  que  le  trièdre  Oœ^y^z^, 

Dans  ces  conditions,  Taxe    0.r  est  dans  le  plan  ^,0>'i  et  la 

position  du  trièdre  mobile  est  définie  par  l'angle  'i=:»r,Oa:, 
compté  positivement  dans  le  sens  positif  des  rotations  autour  de 

Ozi^  et  par  l'angle  ^  =  ZiOz  compté  positivement  dans  le  sens 
positif  des  rotations  autour  de  Ox.  Pour  déterminer  la  rotation 
instantanée  û  du  trièdre  de  référence  O^j^-c,  remarquons  que  l'on 
amène  ce  trièdre  de  la  position  actuelle  à  la  position  infiniment 
voisine  par  une  rotation  d^  autour  de  O^i  suivie  d'une  rotation 
ûW  autour  de  Ox,  La  rotation  û  du  trièdre  est  donc  la  résultante 


^^^  tes  Pi  ^'  a         ^  ^  "^  VoV)V^^** 


l3oe  »"  '   :  reste  9'"^  -,,.  V\  ^^'r....nCorf 


.oàe  pa'  ^l^Lv  «o-^  ^^'^^llc  vase  0_^,^.^^^  au^o-t^  T,,„„  .„, 


^^'''^..^'''.^^  'i'-»*^  ^."     aOg^e'^  '^''...  corp* 


„is  d'»n«^"     *  „;a«e  ces  as  ^«ao  aï.es 

,0.,Or'^:-,%vUesse»p.,,,gé. 
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Acluellement,  <t^,  <t^,  o-^  ont  les  valeurs  ci-dessus  (60)  ;  en  outre, 

on  a 

P  =  p,        Q  =  ç,        R  =  <7cot0; 

les  équations  deviennent  alors 

\-j-   -\-{Cr  —  kq  COtO)  q  =  S;ri 

(61)  \  A-^  —  (Cr  -  AçrcotO)/?^  Sy, 

di 

En  y  remplaçant  /?,  q,  r  par  leurs  expressions  ci-dessus,  dési- 
gnant les  dérivées  par  rapport  à  /par  des  accents,  et  réduisant,  on  a 

/   AO"— A•psinOcosO^-C^4/'sine  =  S^-, 

1  A^^sinO-f-aAiJ/'e'cose  — Cre'       =  S,, 
(60)  <       ^  ^  •^' 


( 


^dr  _      d(^'-\-'l'cofif))  _ 

L<  — ï~    — -  '  i ; —  o  - . 

dt  dt 


Ces  équations  sont  surtout  utiles  dans  le  cas  où,  S^  étant  nul, 
les  moments  S^:  et  S_^  sont  indépendants  de  cp,  c'est-à-dire  de 
l'angle  dont  le  corps  a  tourné  autour  de  son  axe.  Alors  r  est 
constant  et  les  deux  premières  équations  définissent  9  et  tL  en 
fonction  de  /.  C'est  ce  qui  se  présente  dans  la  méthode  donnée 
par  Puiseux  pour  le  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre 
de  gravité. 

On  peut  remarquer  que  l'on  obtient  l'équation  des  forces  vives 
en  multipliant  la  première  de  ces  équations  par  û^O,  la  deuxième 
par  sinOt/i,  la  troisième  par  rdt^  et  ajoutant.  On  a  ainsi 

d^  [A(0'«-e^''sin«0) -i-Gr«]  =  Sjc  d)  -\-  Sy  s\n^  d^h  -r-  'S-r  dt, 

.iOl.  Sur  quelques  propriétés  des  solides  de  réTolution  en  rotation 
rapide.  —  I^orsqu'un  solide  de  révolution  suspendu  par  un  point  de  son 
axe  est  anim«!  d'une  rotation  rapide  autour  de  son  axe,  et  qu'on  essaie  de 
changer  la  direction  de  l'axe  dans  l'espace  en  appliquant  des  forces  en  des 
points  de  Taxe,  il  se  présente  des  circonstances  paradoxales  que  nous 
nous  pro|)OSons  de  mettre  sommairement  en  évidence. 

Supposons  qu'un  corps  de  révolution  suspendu  par  un  point  O  de  son 
axe  Oz  soit  soumis  à  des  forces  telles  que  la  somme  de  leurs  moments 
par  rapport  (t  l'axe  de  révolution  Oz  soit  constamment  nulle.  Pour 
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>tjji|Hi«'-.Ti«  \i  A  i  ...>id;.:  initiai  le  «••rp^  «oit  mi<  en  rotation  autour  de 
i\  z  /• .—  '/,  ~  "•  '  -'  v  •- 1  ^u"rfu.  iint-  force  n'agisse  i  X  =  Y  =  o  »:  alors  ce 
fiioij\i-iiK-ii(  'i-  (■•iiti":i  |•tT^isI•^  inJi-tiniroent :  l'axe  Oz  cuoser^e  ane 
ilirrr-tiiiii  fixe  k\aï\<  lo^pace:  p  et  q  ^e^tent  nuls;  cela  résolte  des  pro- 
|iri«'U'«»  1  lOinciitdircs  des  axes  principaux  d'inertie  en  un  point  (n*  351  ». 
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Détermination  de  la  force  F  qu'il  faut  faire  agir  sur  le  point  H 
pour  faire  prendre  à  l'axe  Oz  un  mouvement  donné.  Le  corps  étant 
dans  Trtat  de  rotation  stable  dont  nous  venons  de  parler,  faisons  agir  au 
point  11  de  l'axe  la  force  F(X,  Y,  o),  de  façon  à  modifier  la  direction  de 
Taxe,  en  faisant  décrire  an  point  H  une  certaine  courbe  suivant  une  cer- 
taine loi,  courbe  qui  sera  nécessairement  sur  une  sphère  de  centre  O  et 
de  ravon  OH. 

Pour  définir  analytiquement  le  mouvement  qu'on  veut  imprimer  au 
point  II  <le  l'axe  O^,  il  suffit  de  se  donner  0  et  t}^  en  fonction  de  /,  car  ces 
deux  angles  définissent  la  direction  de  O^.  Nous  supposons  que  le  mou- 
vement qu'on  imprime  au  point  II  se  fasse  dans  des  conditions  ordinaires, 
c'est-à-dire  que  la  vitesse  et  l'accélération  de  H  restent  inférieures  à  une 
limite  déterminée,  ou.  ce  qui  revient  au  même,  que  les  fonctions  6  et  <}/ 
de  /  et  leurs  dérivées  des  deux  premiers  ordres  6',  4*'»  0'»  Y  restent,  en 
valeurs  absolues,  inférieures  à  une  limite  déterminée.  Dansées  conditions, 
les  quantités 

p  =  6',        7  =  ^'sinO,        pq  col6  =  t{;'6'  cosO,        q^  cot6  =  ^'^  sinO  cosO 

et  les  dérivées  — ,-  »  -—-  resteront  aussi,  en  valeurs  absolues,  inférieures  à 

dt     dt 

une  limite  déterminée  X. 

Si  /"o  était  nul,  la  force  nécessaire  pour  produire  ce  mouvement  pren- 
drait une  certaine  détermination  Fo{Xo,  Y©,  o)  donnée,  à  chaque  instant, 
par  les  formules  (63),  où  r^=.  o, 

i..        A  dq        A 

< 

(-.  K  dp        k     ^        ^ 

la   <;randeur  de  cette  force  serait  donc  de  Tordre  des  quantités 

Supposons,  au  contraire,  Tq  1res  grand  par  rapport  à  la  limite  X  (rota- 
lion  initiale  très  rapide  autour  de  0;ï);  alors  la  force  F  capable  d'imprimer 
au  point  II  le  même  mouvement  sera  donnée  par  les  formules  (63),  et  l'on 
aura,  par  comparaison  avec  les  expressions  de  X©,  Y©, 

(   Y  -.  Yo-  7^y'o. 

D«-s  que/?  et  q  prendront  des  valeurs  sensibles,  cette  force  }^  différera 
donc  de  quantités  très  grandes  de  la  force  F©  qui  produisait  le  même 
mouvement  de  H  quand  r^  était  nul.  On  a  ainsi  l'explication  de  ce  fait 
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Réciproquement,  si  Von  fait  agir  sur  le  point  H  une  force  F(X,  Y,  o), 

Vordre  de  grandeur  de  tq,  et  si,  dans  le  mouvement  que  cette  force 

•rime  au  point  H,  la  vitesse  et  l'accélération  du  point  H  restent,  en 

urs  absolues,  très  petites  par  rapport  à  ro^  la  vitesse  du  point  H  est,  à 

ae  instant,  sensiblement  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  force  F. 

Kn  effet,  les  équations  (63  )  où  l'on  remplace  ptiq  par  leurs  valeurs  (66 ) 

Il  fonction  de  (jr  et  Vy  dans  les  termes  en  r^p  et  r^q  donnent 


p  -  = 


A 


G  X  A     fdq  A 


Dans  chacune  de  ces  équations,  le  deuxième  terme  du  second  membre 

très  petit;  donc  Vx  et  Vy  sont  sensiblement  proportionnels  à  —  Y  et  X, 

qui  démontre  le  théorème  :  le  sens  de  v  résulte  de  l'énoncé  précédent. 

On  trouvera  de  nombreuses  indications  sur  d'intéressantes  expériences 

opres  à  mettre  ces  propriétés  en  évidence  dans  l'Ouvrage  intitulé  Théorie 

nentaire    des    Gyroscopes,  par    Gruey  (Glermonl-Ferrand,  librairie 

nand  Thibault,  1879)  et  dans  une  brochure  du  même  auteur  Sur  le 

\oscope  universel,  ou  Boite  gyroscopique  (  *  )  éditée  par  l'imprimerie 

îx  en  i883. 

pourra   consulter  également,   pour  l'étude  de  la  résistance  que  l'on 
mve  quand  on  veut  changer  l'orientation  de  l'axe  d'un  corps  en  rota- 
rapide,  la  fin   du  premier  volume  de  la  Théorie  des  Kreisels,  de 
Klein  et  Sommerfeld. 

.  Frottement.  —  Nous  traiterons,  comme  exemple  du   mouvement 
solide  avec  frottement,  le  problème  suivant  : 
1.        plaque  homogène  pesante  infiniment  mince,  ayant  la  forme  d'un 

Fig.  235. 


;le  équilaléral  AiAjA,-,,  de  côté  a,  repose  par  le   sommet  Ai  sur  un 
horizontal  P  sur  lequel  elle  glisse  avec  frottement,   tandis  que  le 


{*)  Coliin.  constructeur,  118,  rue  Montmartre,  Paris. 
A.,  II. 


'4 
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cûté  A;  A,  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  P  placé  au-desJis 
du  premier  <  fi,^.  235).  Le  trian<:le  est  percé,  en  son  ccnlrc  de  gravité  G. 
d*une  ouverture  infiniment  petite  dans  laquelle  passe  une  tige  Tcrticik 
fi\e  00'  parfaitement  polie  :  la  réaction  de  celle  tige  00'  sur  le  triangle 
est  donc  une  force  horizontale  appliquée  en  G.  Enfin,  on  suppose  le  plia 
du  triangle  incliné  de  4^*  ^ur  la  verticale. 

A  rinstant  /  =  o.  on  imprime  au  triangle,  autour  de  00',  une  rileHe 
angulaire  too  dans  le  sens  positif  des  rotations.  On  demande  d'étudier  k 
mouvement  du  système  et  de  calculer  les  réactions  normales  des  plans  P 
et  P'  sur  le  triangle. 

I**  Montrer  que,  si  la  vitesse  angulaire  initiale  eu»  a  une  certaine  Taleiir{i, 
la  réaction  du  plan  P  sur  le  sommet  At  est  nulle. 

2*  Indiquer  ce  qui  arrive  suivant  que  ««**  est  inférieur  ou  supérieure  ji, 
et  suivant  que  le  sommet  .\i  peut  ou  non  s'élever  au-dessus  du  plan  P. 
(  Afrrè£:a  tt'on,  1 894 .  > 

Appelons  N|  la  réaction  normale  du  plan  P  sur  le  sommet  At  cl  remar- 
quons que  les  réactions  normales  du  plan  P*  sur  le  côté  .XjAj  peuvent  se 
réduire  à  deu\  forces  verticales  V.  et  N,  appliquées  aux  sommets  At  et  A|: 
ces  rortciions  seront  comptées  positivement  vers  le  haut.  Prenons  pour 
axes  liés  au  corps  solide  mobile  un  axe  Gjt  dirigé  suivant  GAt,  un  axeG/ 
parallèle  à  Ai  A),  et  un  axe  G^  normal  au  plan  du  triangle  et  dirigé  verf 
le  haut:  alors  l'équation  de  lellipsoîde  d'inertie  relatif  au  point  G  est  de 
la  forme 

En  elïel,  tout  d'aborvl.  par  raison  de  «ymétrie,  le  plan  du  triangle  est 
un  plan  principal  d'inertie  relatif  au  point   fixe  G.  Ensuite  chacun  des 
plans  menés  par  l'axe  O:;  01   une  des  hauteurs  du  triangle  est  un  plia  de 
symétrie  du  corps  solide,  cesl-j-dire  un  plan  principal  relatif  au  point  G: 
il  y  a  donc  trois  plans  principaux  d'inertie  |>assant  par  l'axe  principal  G«'. 
cela  ne  peut  arrixer  que  si  lellipsoîde  d'inertie  relatif  au  point  G  est 
révolution  autour  de  G-;  ainsi  les  moments  d'inertie  A  et  B  sont  égaux* 
de  plu-i   le  momont  C.  par  rapport  à  Gw,  est  égal  à  A -i-  B  ou  à  2.\,  cai 
le  z  de  tous  les  points  du  orps  ilani  nul. 

A  --  ^my\         lî  =  Ï//I jî.         0  =  Sm(r«-,->-«). 

On  vérifiera  d'ailleurs  facilement  qu'en  appelant  M  la  masse  du  triangle 

on  a 

Mai 


\  = 


i* 


Le  point  A|  décrit  une  circonférence  de  centre  Odans  le  sens  de«  ro 
lions  positives  autour  de  00':  le  frottement  est  alors  une  force  appli< 
en  Al,  éj:ale  à  /Nt  et  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse  de  Ag.  c*c$ 
à-dire  parallèlemeut  à  la  direction  négative  de  Taxe  G^. 
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Soit  /  le  tiers  de  la  longueur  de  la  médiane  /  = 


•  Les  coordonnées 


des  différents  points  Ai  AjAs  par  rapport  à  Gar,  Gy^Gz  et  les  projections 
des  forces  Ni,  Nj,  Na^/Ni  sur  ces  axes  sont 


X    = 

:2/, 

a-  -      / 

A, 

r  =  o, 

Z    =  0 

Aï 

a 

Z    —  O 

X  =  - 

^^2 

x  = 

■  Ns  v/-^ 

2 

Y  =  o 

• 

^2 

Y-o 

,      N, 

Z  = 

Z  - 

N. 

2 

2 


=  -/ 


a 

—       9 

2 


=  O 


X 

Y 
Z 


=  -N,V^ 


2 


=  O 


/N, 


"4 


X  =  o 


Y  =  -/Ni. 


Z  =  o 


L'ellipsoïde  d'inertie  ayant  pour  équation 

A(j"*-f-^*)  -h  2  A -5*=  I, 

le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  faisant  avec  les  axes  Gx/z  des 
angles  de  cosinus  a,  p,  y  est 

A(a*-+-  ?«)-+- 2Ay*. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  00'  (  «  =  —  —  »  P  =  ^,  Y  =  —  )  est 

donc 

3A 


M  A  «  = 


2 


D'ailleurs,  comme  le  corps  tourne  autour  de  00'  avec  une  vitesse  angu- 
laire co,  les  composantes  de  cette  rotation  suivant  les  axes  sont 


v/5 


p  =  —  0} , 

2 


^  =0, 


r  = 


^/l 


CO  V'2 
2 


Le  centre  de  gravité  G  étant  Ci\e,  on  a  d'abord,  en  projetant  le  mouve- 
nent  du  centre  de  gravité  sur  00', 


I) 


o=  N,h-Nî-hN3~M^. 


Écrivons  ensuite  le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement 

jar  rapport  à  00'  :  comme  le  corps  tourne  autour  de  00'  avec  la  vitesse 

Oy  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  cet 

3A 
ixe  est  MA:'a>  =  — w; -d'autre  part,  le  frottement  seul  a  un  moment  non 


^Ï«TE1IE*. 


\  u 


Z-kr   l-  '. 


7-    =-    ^X  — 3^2 


\-— >:    I  2. 


■L    i 


— ^ n..   i  axirt^  le*  valeurs  de  /  flA, 


^      _ir-    1       ^.  i*fir  f4i  valeur  <4)iOnipoi 


^ ù/-  w 


:-  .:-:  ~ — •   Zï::f  îqnation  donne  immêdiatcaeii 
:    -  .  :-  :  '.  l'.i  :  :  v  :l^*s,  La  discussion  comporte  trois  ci 
_i  :t  « .  L  ;  I  > .  r>:  :  :tn  positive  :  -r-  étant  négatif,  » 
Lr.ir.  r.  t  ::  ::  ^  iscale  au  bout  du  temps 

c/co 


A  L'.-  Uf'.:, '.::'.   'i-i  tridnjîr  s'arr^rie  et  ?e  trouve  dans  les  mêmes  COBC 
*Hi*t  «'il  '.tdit  dLjri'i-.rinc  d  lui-iiii/me  «ans  vitesse;  il  reste  donc  ima 

.'. '  >oit  '.V   —  jt:  alors  .>.  ;^  o;  — ,-  =  o:  (o  =  a>e  *  l6  mouvement  w  ro 

lit 

tioii  ot  uiiif«>rinc,  le  trian;;lc  ne  pèse  pas  sur  le  plan  inrérieur. 

3*  Soit  i.o„  >  ;ji.  Alors  \i  est  négatif  au  début  :  cela  veut  dire  q» 

*>oiiiiiict  Al  tend  à  se  soulever.  Si  ce  sommet  est  simplemeni  posé  sa 

plan,  il  se  soulève  cITcctivcment  et  devient  libre;  on  a  alors  un  antre ( 

bièinc.  Mais  on  pout  imaginer  qu^on  empêche  le  sommet  Ai  de  se  sonle 

par  l'xoinplo  on  perçant  le  plan  d'un  trou  circulaire  et  recourbant  ud 

la  pointe  A|  de  faeon  qu'elle  appuie  sous  le  plan;  la  réaction  N|  est  a 
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vers  le  bas,  et  sa  valeur  absolue  est  —  Ni.  La  force  de  frottement 

valeur  absolue 

-/Nu 

ition  (2)  des  moments  donne 

3  A  rliù 


•1     dt 


=  //N,v/î, 


^=X((.'-u..). 
le  too>  fi,  -y-  commence  par  être  négatif,  to  diminue,  et,  quand  a> 

(Xi-  , 

PS  II,  /  augmente  indéfiniment.  Le  mouvement  tend  donc  à  devenir 
îtion  de  vitesse  angulaire  \l. 

qui  concerne  les  réactions  Ni  et  Nj,  nous  avons  déjà  obtenu  la 
Ni-T-  N2  :  on  calculera  Ni  —  Nj  en  écrivant  l'équation  d'Euler  rela- 
axe  Gj:. 

irquc.  —  On  peut  obtenir  le  moment  d'inertie  G  sans  intégration, 
irquant  que  l'homogénéité  donne,  pour  le  moment  d'inertie  d'un 

équilatéral  de  côté  c  et  de  masse  M  par  rapport  à  son  centre,  une 
ion  de  la  forme  XMc^,  où  k  est  un  nombre  à  déterminer.  Décom- 
le  triangle  donné  de  côté  a  et  de  masse  M  en  quatre  triangles  de 

T  n 

-  et  de  cùlé  -  obtenus  en  joignant  les  milieux  des  côtés.  Trois  de 

a  4/3 
ngles  ont  leurs  centres  de  gravité  à  la  même  distance  — -^ —  de  G. 

b 

t  que  le  moment  d'inertie  total  par  rapport  à  G  est  la  somme  des 

s  d'inertie  des  quatre  triangles,  on  a 

""••=^'-t(-:)' 


Elésistance  de  milieu —  Imaginons  une  sphère  homogène  mobile 
de  son  centre  O.  Une  ailette  plane,  de  forme  quelconque,  mais  de 
légligeable,  dont  le  plan  passe  par  le  centre,  est  invariablement 
sphère;  trouver  le  mouvement  de  la  sphère,  dans  l'air,  en  admet- 
;  la  résistance  de  l'air,  sur  chaque  élément  de  l'ailette,  est  une  force 
;  proportionnelle  à  la  composante  de  la  vitesse  de  cet  élément  sui- 
normale  à  l'élément. 

)ns  le  plan  de  l'ailette  pour  plan  des  ^-3  et  le  diamètre  perpendi- 
pour  axe  0;r,  les  axes  Oxyz  sont  entraînés  avec  la  sphère  :  ce 
il  axes  principaux  d'inertie.  En  appelant  /?,  g^  r  les  composantes 
talion  instantanée,  un  élément  d'ailette  t/j  ayant  pour  coordonnées 


«  ^  »^^^^ 


t    '— .-lo  -    .:•    ■  ai-  -UT  rrt  èlweat  a  donc  poarpro- 
-  —  —  -      *—         "î  =  { .        2  =  o. 


---  Ti  .«i  I  i»?T*  jionr  axes  Os  el  0/l«ii« 
-V  ;>  -r   ttt  '  BÎjiiif  fi»r  npport  ao  point  0.  de 
r    zr?i>   -iui«criiciel  de  l'ailflte,  on  ail 


.1. 


•  .i_i-      -  z  -zir-ii-^  1  of-- forref  de  résistance  X.  Y.  Z  par 
^   •  ..       "**..-  -.ïo.  1-:  i  .-i.  retieKkmme  est 


-;  .■?. 


-    =r    .-     /     -î  dz 


'  -^.-z         t-s-  H»  -nti-j:?  jifcr  rapport  à  0-s. 
-    --  "  —     \    =  .    i     jj  —  rr »»•</»=  —  6r, 

.  .^  .  :  Il .  ..T^  I  EE.'cr  «<^Bt  alors,  puisque  A  =  B  =  C, 

\  -  -  =  —  ag,         A  -37  =  —  6r: 

a* 


k\-v.':.v;      .  :  ?  ^  :-:  .:«:::*>.  ^  n  r  tendent  vers  zéro  quand  /augmente, 
v'i  iv*  ::ï,^u^,  :•..,' •:  :r:-.:  xrr*  ur.e  roiaiion  autour  de  Taxe  Ox  perpendicn* 
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EXERCICES. 

1.  La  force  vive  d'un  corps  mobile  autour  d'un  point  fixe  est  égale  au  produit 
géométrique  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  par  la  rotation 

instantanée  o>9cosfa>,  9.  (Resal.) 

2.  Démontrer  que  les  projections  />,,  ^,,  r,  de  la  rotation  instantanée  u>  sur  les 
axes  fixes  OjTp^p  z^  ont  pour  expressions 

p^=z  6'  cosvj^  -+-  cp'  sin6  sin<j/, 
Çi  =  0'  sin^J*  —  ©'  sin6  cos<)/, 
r^  =  v|/'4-  9'  cos8. 

3.  Stabilité  de  la  rotation  autour  des  axes  principaux  d'inertie.  —  Les 
équations  d'Euler  sont  satisfaites  pour  ^  =  o,  r  =  o.  Pour  savoir  si  la  rotation 
correspondante  est  stable,  on  peut  opérer  comme  il  suit  :  supposons  ^  et  r  très 
petits  au  début,  et  voyons  s'ils  restent  très  petits. 

Dans  celle  hypothèse,  le  produit  qr  peut  être  négligé,  et  l'on  a  pour  la  pre- 
mière équation  d'Euler  -jj  =  o,  p  =  p^.  Les  deux  autres  deviennent 

(>)  B^=(C-A)/..r,  c|[  =  (A-B)/>.y, 

d'où 

eP<i  (A-C)(A-B)     ,  , 

n  étant  une  constante.  On  en  tire 

a  —  q^  cos nt  -h ^         *  sin  nt. 

car  pour  t  =  0,  q  =  q^,  et,  d'après  (i),  ^  =       ^      />o/*„. 

On  trouve  de  même  r,  et  l'on  voit  que  ^  et  r  restent  très  petits.  La  rotation 

est  stable.  On  trouverait  le  même  résultat  autour  du  grand  axe  Oz, 

Mais  pour  l'axe  moyen,  en  supposant  />  et  r  très  petits  au  début  et  négligeant 

d^p 
pr^  on  trouve  q  =  q^^  puis  une  équation  de  la  forme  --7^  =-4-/i'/?;  en  intégrant, 

OD  voit  que  p  est  une  fonction  de  la  forme  ae^^-\-  be-'**  qui  augmente  indéfini- 
ment avec  l  :  l'hypothèse  que  l'on  a  faite  que  p  et  r  restent  petits  est  donc 
ioadmissible;  la  rotation  autour  de  l'axe  moyen  est  instable. 

4.  Autre  méthode  pour  obtenir  l'équation  de  l'herpolhodie.  —  Comme  le 
pôle  m  et  l'extrémité  u>  de  la  rotation  instantanée  sont  en  ligne  droite  avec  O  et 

qu'on  a  b>  =  Om  y/î,  le  lieu  du  point  m  est  homothétique  du  lieu  du  point  (i>. 

Les  coordonnées  relatives  du   point  o)  par  rapport  aux  axes  mobiles  sont  />, 

q^  r.    Dans   l'espace   absolu,  le  point  o)  décrit   une  courbe  plane  dans  un  plan 

parallèle    au  plan  n,  c'est-à-dire  au  plan  x^  0^|,  puisque  0Z|  est  dirigé  suivant 


irxF. 


TT   HET    r    - 


■jT-ît 


■U    -r-_ 


>   . 


_L  j: 


■T 


CHAPITRE    XX.    —    MOUVEMENT    D    UN    SOLIDE.  217 

7.  Toute  ligne  géodésique  tracée  sur  un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  se 
projette  sur  le  plan  de  l'équateur,  suivant  une  kerpolhodie  qui  peut  être  engen- 
drée par  une  ellipse  à  centre  fixe  et  roulant  sur  ce  plan.  (  Halphen,  Comptes 
rendus,  5  octobre  1887,  et  Traité  des  fonctions  elliptiques,  t.  II,  p.  2^9.) 

8.  Toute  ligne  de  thalweg  tracée  sur  un  paraboloide  de  révolution,  à  axe 
vertical,  et  concave  vers  le  fiaut,  se  projette  horizontalement  suivant  l'her- 
polhodie  due  au  roulement  d'une  ellipse  déterminée.  (  Floquet,  Bulletin  des 
séances  de  la  Société  des  Sciences  de  Nancy,  séance  du  i"  juillet  i88g.) 

9.  L'herpolhodie  est  une  courbe  parcourue  par  un  point  dont  la  vitesse  aréo- 

dy 
laire  p'  -~  est  une  fonction  linéaire  de  p',  la  vitesse  totale  étant  une  fonction  du 
at 

second  degré  de  p'  dans  laquelle  le  coefficient  de  p*  est  négatif. 

(Darboux,  Note  à  la  Mécanique  de  Despeyrous.) 

10.  Si  l'on  fait  rouler  et  pivoter,  sans  glisser,  une  quadrique  quelconque  de 
centre  fixe  O,  sur  le  plan  fixe  n,  le  lieu  des  points  de  contact  m  sur  le  plan  est 
une  herpolhodie  généralisée.  Le  rayon  vecteur  de  l'herpolhodie  issu  du  pied  P  de 
la  perpendiculaire  OP  au  plan  n  et  la  tangente  à  cette  courbe  en  m  sont  deux 
tangentes  conjuguées  de  la  quadrique  qui  roule»  Pour  que  le  rayon  vecteur  Pm 
ne  tourne  pas  toujours  dans  le  même  sens,  ou  pour  que  la  courbe  présente  des 
rebroussements,  il  faut  que  le  rayon  vecteur  puisse  se  confondre  avec  la  tan- 
gente. Ces  deux  directions  conjuguées  ne  peuvent  se  confondre  que  si  la  qua- 
drique est  à  courbures  opposées,  c'est-à-dire  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

(Darboux,  ibid.) 

11.  Dans  la  seconde   représentation  du  mouvement,  diaprés  Poinsot  (n**  393), 
déterminer  la  trace  laissée  par  le  point  m'  sur  le  plan  tournant  W. 

Réponse.  —  Le  rayon  vecteur  Om'  est  égal  au  rayon  vecteur  Pm  =  p  de  l'her- 
polhodie  {fig.  .»3i).  Si  l'on  appelle  y'  Tangle  formé  par  le  rayon  vecteur  Om' 
avec  une  droite  OU  située  dans  le  plan  U' et  entraînée  avec  lui,  on  a  x^OM  ^ss  [x^, 
car  n'  tourne  avec  la  vitesse  jx;  y' —  y  —  |ii,  car  Om'  et  Pm  sont  parallèles. 
Hemplaçant  dy  par  la  valeur  dy^-\-]x.dt  dans  les  équations  de  Therpolliodie,  on 
a  les  équations  qui  définissent,  en  fonction  de  <,  les  coordonnées  p  et  y'  du  point 
m'  dans  le  plan  II', 

l  P  $    =  !^  /Ô  v/-(p^-a)(p^-6)(p^-c). 
(0  ' 


/ 


L'aire  décrite  par  le  rayon  0  m'  sur  le  plan  n'  est  donc  proportionnelle  au 
temps. 

Le  mouvement  défini  par  les  équations  (i)  est  celui  d'un  point  matériel  solli- 
cité par  une  force  centrale,  issue  de  O,  ayant  une  expression  de  la  forme  ap  -h  Pp^. 
(Oarboux,  Mécanique  de  Despeyrous,  Note  17.  —  Pinczon,  Comptes  rendus, 
^vril  1887.) 

12.  Théorème  de  Siacci.  —  Le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
ûxe  0,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  peut  élre  obtenu  en  fai- 
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sant  rouler  ^t  ji-.-. '.fr  -". -  :-i:r. ii*  i*  r^^ir»  O  ayant  les  mêmes  sections circa* 
laires  que  l'eMip-s-fli^  •i'.z^.r'.i^  «sr  uat  '^naJr.'qce  de  rêvointion  aotoor  de  Os. 
(Surci,  In  mtmorîam  I^ifnùtKt  Chtlini.  Collecianea  /naihematica,  i^: 
voir  au  «si  Greei^h.'LI.  Foiutic^tu  tUip  tiques,  Ckap.  VII.) 

13.  ThkoïKm^  d*  Mai-Cullash.  —  Si  l'on  transforme  les  théorèmes  de  PoïdmI 
par  polaire*  rrcipr-.-^c^--  rir  rapf-.rt  a  one  spL^re  de  centre  O,  on  voit  que  Tel- 

^  •  s 

lipsoîde  (appelé  tUiptoidt  de  siration    -T  ^  ^  "^  jr  =  i  étant  entraîné  par  le 

corps  passe  C/nstammer.t  par  deox  {-oints  ùxes  situés  sur  le  moment  résultait, 
09|  des  quantité  de  mouvem^Lt.  STmctriques  par  rapport  à  O. 

14.  Théorème  de  Gebbia.  —  En  transformant  de  même  le  théorème  de 
Siacci  (1*2  t.  on  \oit  que  les  surfaces  homofocales  de  Tellipsolde  de  gîratioo 
glissent  sur  des  quadriqnes  fixes  de  réTolotion. 

15.  Dans  le  mouvement  d'an  corps  pesant  de  révolution  suspendu  parunpoÎDl 
de  son  axe,  on  a  vu  que  m  =  cos5  varie  entre  les  deux  valeurs  u,  et  i/,.  Indiquer 
quelles  doivent  être  les  condition?  initiales  pour  que  ces  deux  valeurs  soient 
égales.  Alors  Taxe  du  cône  décrit  rigoureusement  un  c6ne  de  révolution  anlonr 
de  0C|  et  la  valeur  commune  île  u,  et  u.  est  nécessairement  u,. 

Réponse.  —  II  suffit  de  déterminer  a  et  3  de  façon  que  le  polynôme /(u)  ait 
une  racine  double  u^  donnée  à  l'avance. 

16.  Dans  le  problême  dt^  La;:range  et  Poisson,  démontrer: 

I*  Que  l'exlrcmité  u  de  l'axe  instantané  reste  constamment  dans  un  plan  fixe 
dans  le  corps,  perpendiculaire  à  Taxe  de  figure  O^,  et  décrit  dans  ce  plan  «ne 
herpolhodie  II  ; 

3*  Que,  dans  l'espace,  le  même  point  u  décrit  une  courbe  située  sur  aae 
sphère  S; 

3*  Que  le  mouvement  peut  être  obtenu  en  faisant  rouler  Therpclhodie  H  re- 
gardée comme  attachée  au  corps  sur  la  sphère  fixe  S.  (Jacobi,  CEuvres,  t.  II. 
—  Halphen,  Comptes  rendus,  t.  C.  —  DAiiBoux,  Journal  de  Maihématiqt^s, 
i885;  Note  \I\  à  la  Mécanique  de  Dcspeyrous.  —  De  Saint-Germain,  Résume 
de  la  théorie  du  mouvement  d*un  solide  autour  d'un  point  /Lace.  Gauthier- 
Villars,  1887.) 

Indications  sur  la  solution  : 

i**  Le  lieu  de  l'extrémité  u  de  l'axe  instantané  de  rotation  dans  te  corps 

est  une  lier/>ol/iodie.  Les  coordonnées  du  point  u>,  par  rapport  aux  axes  mobiles, 

sont  p^  f/f  r.  Comme  r=zr^^  le  point  u>  se  trouve  dans  un  plan  II  perpendiculaire 

à  Taxe  O^  et  invariablement  lié  au  corps.  Dans  ce  plan  le  point  w  décrit  une 

courbe  II  qui  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des  xy»  Les  courdonnées 

cartésiennes  d*un  point  u  de  cette  courbe  rapportée  aux  axes  Ojp  et  O^  étant  p 

et  q, 

p  =  ^'  sin6  sin  9-4-6'  cosîp, 

7  =  ^'  sin  6  cosç  —  6'  sin 7, 

nous  appellerons  p  et  */  ses  coordonnées  polaires.  D*abord 

p- =  />«-+-  </•=  a  —  acosO  =  a  —  au. 
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Nous  tirons  de  là  u  = —i  et,  en  portant  dans  la  relation 


S=^^/(">' 


il  vient 


qui  est  bien  de  la  forme  indiquée  pour  Therpolbodie,  car  le  polynôme  sous  le 
radical  commence  par  —  p*. 
D'autre  part, 

^/'sinO 

'""«•/•  =  ^  =  — ^TTIKë '      ^'  =  ^'^  '""S  (    e~  -  ?j- 

G)mme  nous  avons  posé  cos6  =  u,  nous  avons 


sine 
6' 

— 

I  —  m' 

di 

-  — 

y  =  arc 

ta 

î—  U'  ,,  __    ^  —  fe/p  M 


fbr.u—'^  \ 


dérivant  par  rapport  à  /,  remplaçant^  par  ^  /{u)j  ç'  par  sa  valeur  antérieu- 

rement  trouvée r. —  u r-t  et  réduisant,  on  trouve 

I  —  w 

dt  2  2 

OU  encore,  puisque  a  —  au  =  p', 

^^  ^  dt  a  P  2 

Les  équations  (i)  et  (2)  ont  la  forme  caractéristique  des  équations  d'une  her- 
polhodie,  car  le   terme  constant  dans  la  deuxième  équation  -  (^r^ 2  —  ap)   est 

égal  à  =t  -  y'—  F(o).  Le  théorème  est  donc  démontré.  Le  cône  (C),  lieu  des  axes 

instantanés  Ou  dans  le  corps,  est  un  cône  ayant  pour  base  cette  herpolhodie  H. 

2*  Le  lieu  du  point  a>  dans  l'espace  absolu  est  une  courbe  spherique  H,.  Si  l'on 
appelle  /?,,  ^,,  r,  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  u)  suivant  les  axes 
fixes  Ox,,^,.  z^y  on  obtient  ces  trois  quantités  par  la  méthode  employée  pour 
trouver  /?,  q^  r. 

La  rotation  ta  étant  la  résultante  des  trois  rotations  6',  cp',  ^'  dirigées  suivant 
01,  Oz,  Oz^  {Jig,  224), />,  est  égal  à  la  somme  des  projections  de  ces  trois  der- 
nières rotations  sur  l'axe  Oor,  ;  9,  et  r,  sont  égaux  respectivement  à  la  somme  de 
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leurs  projections  sur  O^',  cl  0-3,.  On  trouve  ainsi 

/  y7,  =  0'  cosrj/  ■+■  9'  sin  6  sin  4*» 
(3)  ^  7,  =  6' sin  rj/ —  9' sin6  cos<J^. 

'  r^  --  vj^'-i-  0'  cos6. 

Telles   sont   les   coordonnées  du   point  co  par  rapport  aux  axes  fixes.  Oo 
déduit,  d'après  les  valeurs  de  ^'  et  9',  en  fonction  de  cos6  ou  m, 

'*!=  ?  +  (•  —  *)^«"- 
Puis,  comme  on  a  l'égalité  évidente 

p]  -+-  q]  -+-  ri  =  />2+  ^^H-  r\ 

on  a,  d'après  l'expression  dep^-hq^  en  fonction  de  m, 

/>f  -h  ^J  -+-  r|  =  a  —  aw  -^  rj. 

L'élimination  de  u  entre  les  deux  relations  précédentes  donne 
(S)  (,_^)r„(/?}-i-^Î4-rf)-+-ar,==(i-^)(a-*-rJ)-Mi?. 

Cette  équation,  dans  laquelle  on  regarde  /?,,  7,,  r,  comme  des  coordooD 
courantes,  montre  que  le  point  <*>  est  constamment  situé  sur  une  sphère  S,  doi 
le  centre  est  sur  Oz^,  Le  point  o)  décrit  donc  dans  l'espace  absolu  une  court 
sphériquc  H,  :  pour  déterminer  celte  courbe,  il  faudrait  se  reporter  aux  éq 
lions  (3)  et  en  déduire  l'équation  différentielle  de  la  projection  de  H,  sur  00  d.  ^« 
plans  coordonnés.  Mais  on  peut  alors  représenter  le  mouvement  de  la  façon  sc^^i 
vante. 

Le  mouvement  s*obtient  en  faisant  router  l'herpolhodie  H  invariabiem^^^^^ 
liée  au  corps  sur  la  sphère  fixe  S.  En  effet,  le  mouvement  s'obtient  en  faisan/ 
rouler  le  cône  C  lié  au  corps  ayant  pour  base  la  polhodie  H,  sur  un  cône  fixe    C, 
ayant  pour  base  la  courbe  spliérique  II |.  Dans  ce  mouvement  la  courbe  H  rov/r 
sur  II, ,  c'est-à-dire  sur  la  sphère  S,  qui  contient  H,. 

Dans  le  cas  particulier  où  6  =  i,  on  a  A  =  B  —  C,  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif 
au  point  O  est  une  sphère;  la  sphère  S  se  réduit  alors  à  un  plan  fixe  O,  per- 
pendiculaire à  0-3,,  et  le  mouvement  s'obtient  en  faisant  rouler  rhcrpolhodic  H 
sur  le  plan  fixe  II,. 

Alors  la  courbe  II,,  lieu  du  point  u>  dans  l'espace,  est  située  dans  le  plan  II|  :  ea 
formant  son  équation  différentielle  en  coordonnées  polaires,  un  vérifiera  que  c'est 
aussi  une  herpolhodie  parcourue  par  co  suivant  la  loi  de  Poinsot. 

17.  Démontrer  que  la  courbe  sphérique  H,  de  l'exercice  précédent,  décrite  par 
l'extrémité  u  de  la  rotation  instantanée  dans  l'espace  absolu,  peut  être  CDgeadréc 
comme  il  suit  : 

Si  trois  points  d^une  droite  invariable  sont  assujettis ^  les  deux  prenuers  à 
demeurer  sur  deux  sphères  différentes,  le  troisième  à  rester  dan*  un  piam 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères,  si  de  plus  la  droite 
se  déplace  de  manière  à  demeurer  normale  à  la  trajectoire  de  l'un  de  jet 
points,  ce  qui  définit  complètement  son  mouvement  à  pcwtir  d'une  poêitiùm 
donnée,  le  point  de  la  droite  assujetti  à  rester  dans  le  plan  décrira  une  ker- 
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polhodie,  tous  les  autres  décriront  des  courbes  sphériques  gui  sont  les  courbes 
H,  décrites  dans  l'espace  par  l'extrémité  ta  de  l'axe  instantané.  (Darboux, 
Journal  de  Mathématiques,  4'  série,  t.  I,  Fasc.  IV,  i885.) 

18.  Intégrales  pseudo-elliptiques  de  M.  Greenhill,  pour  le  mouvement  d'un 
corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe.  —  Supposons 
qu'une  toupie  soit  primitivement  mise  en  rotation  autour  de  son  axe,  comme 
dans  le  cas  traité  ( n**  396),  puis  abandonnée  à  elle-même.  Appelons  u^  la  valeur 
initiale  de  cos6;  nous  avons  vu  qu^un  point  fixe  z  pris  sur  Taxe  de  la  toupie 
décrit  une  courbe  sphérique  ayant  des  rebroussements  sur  le  cercle  u=  u^  el 
tangente  à  un  cercle  situé  au-dessous  du  premier  et  correspondant  à  la  racine  u^ 
définie  par  l'équation 

a(i  — i/î)  — ôVJCwo— M,)  =  o. 

Supposons  l'intensité  de  la  rotation  initiale  r^  déterminée  de  telle  façon  que 
celte  valeur  de  u^  soit  nulle  : 

a  =  b^r^u^. 

Alors  la  courbe  sphérique  est  tangente  au  grand  cercle  horizontal  de  la  sphère 
et  certaines  intégrales  deviennent  pseudo-elliptiques. 

tn  effet,  dans  ce  cas,  1  expression  de  (  -j-  1    s  écrit 


et  Ton  a 


(■^j    =^''*S  "(Wo—  W)(l—  WWft), 


at  1  —  u- 


En   comptant   le   temps  t  à  partir.de  l'instant  ou  u=u^y  et  supposant  que  ^ 
s'annule  avec  /,  on  a  alors  l'intégrale 

(a)  y/i  —  M^e(**-^)*  =  )Ji  —  uUq  —  i>Ju{uQ — m), 

où  s  désigne  la  constante  — ^—^y  et  i  l'unité  complexe  ^ — i.  C'est  ce  qu'il  est 
facile  de  vérifier  en  prenant  la  dérivée  logarithmique  des  deux  membres  par  rap- 
port à  /,  et   remplaçant  ensuite  -77  et  -^  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  u.  On 

trouve  que  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  i  dans  les  deux  membres  sont 
identiques.  L'intégrale  (a),  dans  laquelle  on  égale  les  parties  réelles  et  les  par- 
ties imaginaires,  donne  les  deux  équations  suivantes,  que  nous  écrivons  en 
remettant  pour  u  sa  valeur  cosO  : 


sin6  cos(5/ —  ^J/)  =       v'i  —  w„cos8. 


sinO  sin(s^  —  ^)  —  —  /(  a^  —  cos6)  cos8, 

ces  deux  équations  se  réduisant  à  une,  comme  on  le  voit,  en  faisant  la  somme 
des  carrés. 
Vérifier  de  même  que,  pour  des  conditions  initiales  convenables,  on  a  une  inté- 
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grale  de  la  forme 


sin-6e-(r-'"^»=  (  u—  D)  \'{u'—  u)  (Mj— a) 


-I-  I  (  IC  M  -  —  Km)  \^u  —  M,, 

/i,  D,  F),  r  étant  des  constantes  réelles  convenablement  choisies. 

On  peut  même  faire  disparaître  le  terme  séculaire  nt  par  une  particnliriftai 
encore  plus  grande  des  constantes  du  problème.  Alors  la  courbe  spkéhiyvr.  ba 
du  point  c,  est  fermée.  Dans  le  cas  particulier  du  pendule  spkérîqiie,  il  cal  ia- 
possiblc  de  faire  disparaître  le  terme  /}/. 

Pour  un  autre  choix  de  constantes  du  problème,  on  a  de  même  aae  ialéfnir 
de  la  forme 

sin^Oe'(Y-")«=  (U-—  Du  -h  I)')  v'(w'— m)  ("  —  «i) 

-+-i(Em-— Fi/-hF')  \fu^  —  M, 

1),  D',  E.  F,  F'  étant  des  constantes  réelles.  On  peut  encore  ici  faire  di«pHallR 
le  terme  séculaire  nt. 

En  général,  ;x  désignant  un  entier,  on  peut  trouver  des  cas  particolMn  h 
sinî^6ej^vr  «O'  est  «lonué  par  une  fi>rmule  rentrant  dans  le  premier  o«  le  jicm^ 
type  suivant  que  jx  est  pair  ou  impair,  dtins  laquelle  (igureat  de%'ant  le»  ndian 
des  polynômes  de  degré  a  — i.  (Gueenjmli.,  Proceedings  of  the  Londom  JfelAf* 
matical  Society,  Vol.  X\V,  et  Fonctions  elliptiques,  traduction  de  Griess./ 

19.  l'n  corps  sidide  mobile  autour  d'un  point  fixe  est  sollicité  par  oa  OMpk 
dont  l'axe  est  toujours  parallèle  au  moment  résultant  des  quantités  de  bmiv- 
ment  et  dont  le  moment  est  toujours  é;.il  à  ce  moment  résultant  maltiplîé^ 
une  constante  \.  Mou>cment  du  corps. 

Réponse.  —  Les  étiuations  du  mouvement  sont 

A  -       -4-  (  C  —  P»  ^  fjr  -î    /.  A  //  =  o,  

En  posant  //  -:  e  ^'/>' a/'—  i      e  '"^K  ces  équations  se  réduisent  à 

\  -  j-,  -*-{('  —  in  7  /•  -  o.       , 

lit  ' 

de  sorte  que  p\  f/\  /•'  >ont  les  mème«i  fonctions  de  t'  que  p,  q^  r  le  sont  fc' 
quand  il  n'y  a  pas  de  forces  ex térieure'i.(  l'oyez  Greenhill,  Fonctions  tUipdf^^ 
traduction  de  Gricss,  p.  i53,  et  Padova,  Atli  deir  Academia  di  Torino,  lXÏI* 

i883-iNSo.) 

'20.  Mouvement  d'une  sphère  homosènc  mobile  autour  de  son  centre  dais  i* 
milieu  résistant,  ('.«-tte  sphère  est  munie  à  sa  surface  d*ailettes  planes  de  acMik* 
et  de  f«>riiies  quelconques,  dont  les  pKins  passent  par  le  centre.  Trouver  le  ••■" 
vement  en  néjj:ligednt  les  masses  <le>  ailettes  et  supposant  que  la  loi  de  la  its^ 
tance  est  la  même  que  dans  rcxcrcice  du  n"  40i). 

liéponse.  —  Les  équations  d'Euler  si>nt  alors  des  équations  linéaires  siail^ 
nées  à  coeflicients  constants. 

*21.  L'n  corps  non  pesant  peut  se  mouvoir  autour  d'un  point  fixe  et  nesH**" 
mis  à  aucune  force:  en  outre,  ce  corps  est  immobile.  A  PinsUnl  /,  oaflitiF 
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s-vir  lui  une  force  F  donnée  en  grandeur  et  position.  Quelles  sont,  à  Tinstant 
'  "-hdty  la  position  de  l'axe  instantané  de  rotation  et  la  vitesse  angulaire  de 
«*oialion  ? 

Même  question  si  l'on  fait  agir  plusieurs  forces. 

(Steichen,  Crelle,  t.  43,  p.  i6i.) 

22.  Une  tige  pesante  d'épaisseur  infiniment  petite  est  mobile  autour  d'un  de 
^^  points  qui  est  Gxe.  Trouver  son  mouvement. 

(Il  existe  sur  la  tige  un  point  qui  se  meut  comme  un  pendule  conique.) 

[TissoT,  Thèse  {Journal  de  Liouville,  t.  XVII,  iSSa.)] 

23.  Lorsqu'un  corps  tourne  autour  d'un  point  fixe  sous  l'action  de  forces  dont 
1  «  moment  par  rapport  à  l'axe  instantané  est  constamment  nul,  la  vitesse  de  rota- 
tion est  proportionnelle  au  rayon  vecteur  de  l'ellipsoïde  d'inertie  dirigé  dans  le 
^ens  de  cet  axe.  La  réciproque  est  vraie. 

La  proposition  directe  s'applique  en  particulier  au  mouvement  d'un  corps  tour- 
viant  autour  d'un  point  fixe  et  assujetti  à  rester  en  contact  avec  une  surface  fixe, 
sans  être  soumis  à  d'autres  forces  que  les  réactions  normales  de  la  surface. 

(Flye  Sainte-Marie,  Journal  de  Liouville,  t.  III,  1877.) 

24.  Mouvement  d'un  solide  homogène,  pesant  de  révolution,  fixé  par  un  point 
<ie  son  axe  et  assujetti  à  s'appuyer  sur  un  cercle  fixe  dont  l'axe  passe  par  le 
point  de  suspension. 

i"  En  négligeant  les  résistances  passives; 

2"  En  tenant  compte  du  frottement  de  glissement  de  la  surface  du  corps  sur  le 
cercle  fixe  et  supposant  la  composante  normale  de  la  réaction  du  cercle  dirigée 
perpendiculairement  à  la  droite  qui  joint  le  point  fixe  au  point  d'appui. 

(AsTOR,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1894,  p.  442.) 

25.  Dans  un  plan  fixe  se  trouve  une  circonférence  matérielle  homogène  de 
masse  m  dont  les  éléments  attirent,  suivant  la  loi  de  Newton  y  les  éléments  d'un 
solide  dont  le  centre  de  gravité  est  assujetti  à  rester  fixe  au  centre  du  cercle. 
Trouver  le  mouvement  du  corps  en  supposant  que  ses  dimensions  soient  très 
petites  par  rapport  au  rayon  du  cercle. 

On  trouvera  la  solution  du  problème  à  l'aide  de  fonctions  0  à  deux  arguments, 
avec  de  nombreuses  indications  bibliographiques,  dans  la  dissertation  inaugurale 
de  M.  Oscar  Perron,  présentée  à  l'Université  de  Munich  en  1902  (  Wolf  und 
Sohn). 

Ce  problème  est  dans  un  rapport  étroit  avec  le  problème  du  mouvement  de  la 
Terre  autour  de  son  centre  de  gravité  :  dans  ce  dernier  problème  on  suppose 
ordinairement  que  l'ellipsoïde  central  d'inertie  est  de  révolution. 

26.  Interprétation  de  la  période  imaginaire  dans  un  mouvement  à  la 
Poinsot.  —  On  peut,  par  un  choix  convenable  des  conditions  initiales,  associer 
les  mouvements  deux  à  deux,  de  telle  façon  que  la  période  réelle  de  l'un  soit 
égale  à  la  période  imaginaire  de  l'autre  divisée  par  1.  (Appell,  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  France,  t.  XXVI,  1898,  p.  98.  ) 
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CHAPITRE  XXI. 

CORPS  SOLIDE  LIBRE. 


I.  —  GÉNKRAUTËS. 

401.  Équations  du  mouvement.  —  Pour  connaître  le  meuve 
menl  fl'un  corps  solide  libre,  il  suffît  de  connaître  le  mouvemen 
d'un  point  du  corps,  par  exemple  du  centre  de  gravité,  puis  I 
mouvement  du  corps  autour  de  ce  point. 

Imaginons  trois  axes  rectangulaires  fixes  OÇ,  Oti,  0^(Jîg.i 


Fig.  236. 


Ci 


y 


et  appelons  ;,  r,,  ^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  par 
rapport  à  ces  axes.  Les  équations  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  donnent,  en  appelant  M  la  masse  du  solide, 


(i) 


M 


rf«; 


dt 


-  —  EF» 


OÙ  les  seconds  membres  sont  les   sommes  des   projections  de 
forces  appliquées  au  corps  sur  les  trois  axes  0$,  Tj,  ^. 

Menons  ensuite  par  le  centre  de  gravité  G  trois  axes  de  dire 
tions  fixes  G^i,  j^i,  3|,  par  exemple  trois  axes  parallèles  auxa 
fixes  0$,  7\,  IJ. 

Le  mouvement  du  corps  par  rapport  aux  axes  Gx^^y^^  z%  c 
mouvement  d'un  solide  autour  d*un  point  fixe  :  si  Ton  coDsf 


!) 
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ixes  G^,  y,  z  invariablement  liés  au  corps,  la  position  du 
ainlour  de  G  sera  définie  par  les  trois  angles  d'Euler,  9,  ç,  ^ 
es  G  X,  y  y  z  avec  Gxi ,  jKo  ^i  •  Nous  avons  obtenu  les  équa- 
lu  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  en  appli- 
le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement.  Or  ce 
me  s'applique  au  mouvement  relatif  autour  du  centre  de 
§  (n°  335)  :  nous  pourrons  donc  appliquer  à  ce  mouvement 

les  équations  établies  précédemment  pour  un  solide  mobile 
'  d'un  point  fixe. 

)liquons,  en  particulier,  les  équations  d'Euler.  Prenons  pour 
j  jr,  yy  Zy  liés  au  corps,  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs 
;t  appelons  A,  B,  G  les  trois  moments  principaux  d'inertie, 
que  instant,  les  vitesses  des  points,  par  rapport  aux  axes 
j^i,  :;,,  sont  les  mêmes  que  si  le  corps  était  animé  d'une 
on  instantanée  w  de  composantes  /?,  y,  /•  suivant  les  axes 
r,  z.  Le  moment  résultant,  par  ("apport  à  G,  des  quantités  de 
ement  relatives  est  un  segment  Go-|  ayant  pour  projections 
3<7,  C/*  sur  les  axes  Gx,  y,  z.  On  a  alors,  en  appelant  L, 

les  sommes  des  moments  des  forces  appliquées  au  solide 
ipport  à  ces  mêmes  axes,  les  trois  équations  d'Euler 

A^-i-(G-B)5rr  =  L, 
Bj-f-(A-G)/7>=M, 
C^*-f-(n-A)/>y=N. 

a  ainsi  six  équations  (i)  et  (2)  déterminant  les  six  para- 
is ;,  fi,  ÎÇ,  8,  Oy  ^  en  fonction  de  t.  En  général,  les  seconds 
jres  de  ces  équations  dépendront  des  six  paramètres,  et  même 
urs  dérivées  premières,  si  les  forces  dépendent  des  vitesses; 
rte  qu'il  faudra  considérer  simultanément  les  six  équations, 
ns  le  cas  où  le  corps  solide  n'est  pas  entièrement  libre,  les 
iramètres  sont  assujettis  à  certaines  relations;  mais  alors  des 
ions  inconnues  s'introduisent. 

marque,  —  Les  axes  Gx,  j^,  ;;  étant  les  axes  principaux,  la 
vive  du  corps,  dans  son  mouvement  relatif  autour  du  centre 
avité,  est  A/>2  +  Bq'^ -+-  C/^. 

A.,  II.  i5 
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Exemples  simples.  —  Dans  les  trois  exemples  suivants,  on  peut  iil^ 
grer  séparément  les  rquations    i  •.  puis  les  équations  (2). 

r*  Solide  p'iiant  dans  le  vide.  —  D'abord  le  centre  de  granité  dM 
une  parabole  comme  un  point  pesant  dans  le  \ide.  Ensuite,  les  forces 
extérieures,  les  poids,  ayant  une  résultante  unique  appliquée  au  ccotrede 
gravité  G,  b-s  quantit^rs  L.  M.  N  sont  nulles  :  le  mouvement  du  corpfH- 
tour  de  G  est  identique  au  mouvement  d*un  corps  solide  auloor  4*u 
point  fixe,  dans  le  ca?  uù  les  forces  ont  une  résultante  unique  passaotpv 
ce  point  :  c'est  donc  un  mouvement  à  la  Poinsot. 

2"  Corps  solide  dont  les  éléments  sont  attirés  par  un  centre  fin  0 
proportionnellement  à  la  masse  et  à  la  distance.  —  Les  attractioos  oit 
une  résultante  unique  appliquée  au  centre  de  gravité  G  et  égale  àj'it- 
traction  qu'exercerait  le  point  O  sur  la  masse  totale  concentrée  «■  G- 
Donc  le  point  G  décrit  une  ellipse  de  centre  O  (n°  2^))  et  1<  moaveaat 
autour  de  G  est  un  mouvement  à  la  Poinsot. 

3"  Planète  supposée  formée  de  couches  sphériques  concentriqut tt 
homogènes.  —  On  démontre,  dans  la  théorie  de  l'attraction,  que.  si  ue 
planète  était  un  solide  forme  de  couches  sphériques  conrentriqaes  et  ho- 
mogènes, l'attraction  newioniennc  d'un  point  extérieur  tx  !iur  les  points  de 
la  planète,  admettrait  une  résultante  unique  appliquée  au  centre  <ie S**" 
vite  G  et  égale  à  l'attraction  du  point  tx  sur  la  masse  totale  de  la  pluéU 
supposée  concentrée  en  G.  Alors,  quel  que  soit  le  nombre  des  poislstUi- 
rants  [jl,  ta  résultante  de  leurs  attractions  sur  la  planète  serait  appti^oM 
en  G  et  égale  ù  celle  de  tous  les  points  sur  la  masse  de  la  planète  coicct- 
trée  en  G.  Le  mouvement  de  la  planète  autour  de  son  centre  de  ptnle 
serait  alors  celui  d'un  corps  mobile  autour  d'un  point  G\e  G  qaaodkt 
forces  ont  une  résultante  passant  par  le  point;  mais  actuellement  lellt^ 
soïde  d'inertie  relatif  au  point  G  est  évidemment  une  sphère  et  tonl  •** 
passant  par  G  est  principal;  le  mouvement  autour  de  G  consisterait  doit 
en  une  rotation  autour  d'un  axe  de  direction  Gxe  dans  le  corps  et  da*> 
l'espace.  Les  phénomènes  de  précession  et  de  natation  n'existeraieil  p»' 

405.  Mouvement  d'un  ensemble  de  solides.  —  Quand  il  s^ 
d'un  ensemble  de  solides,  leurs  réactions  motuelies  sont  (ks 
forces  intérieures  au  système.  Dans  certains  cas,  il  v  a  avaoUgei 
considérer  un  des  corps  comme  isolé;  alors  il  faut  regaivî 
comme  extérieures  à  ce  corps  toutes  les  forces  données  et  ks 
actions  exercées  sur  lui  par  les  autres  corps  du  sjstème. 


U.  -  CORPS  PESANT  EN  CONTACT  AVEC  UK  VUM 

HORIZONTAL. 

406.  Historique.  —  Le  mouvement  d'un  corps  pesant  en  contact  avec  ■■ 
}dan  fixe  a  été  étudié  pour  la  première  fois  par  Poisson.  Dans  les  ToMa! 
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^nal  de  Crelle,  Gournol  reprit  les  équations  de  Poisson  et  ies 
\  cas  où  l'on  tient  compte  du  frottement.  Le  cas  particulier 
înt  d'une  sphère  avec  frottement  sur  un  plan  horizontal  (bil- 
traité  par  Goriolis  dans  un  Ouvrage  publié  en  i835.  Puiseux 
?  Liouville,  t.  XIII  et  XVII;  1848  et  1862)  applique  les  équa- 
isson  au   mouvement  d'un  solide  pesant  de  révolution  sur  un 
Ual  parfaitement  poli,  en  étudiant  principalement  les  varia- 
igle  que  fait  l'axe  de  révolution  avec  la  verticale.  Danslequa- 
me  du  Quarterly  Journal  of  Mat  hématies  y  1861,  M.  Slesser 
[uations  du  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  assu- 
r  et  pivoter  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal,  ce  qui  revient 
que  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  est  infini,  de 
dre   tout   glissement   impossible;   il   emploie,   pour  traiter  le 
les  axes  mobiles  dans  le  corps  :  cette  même  méthode  est  suivie 
Rigid  Dynamics,  t.  II).  Le  problème  du  roulement  avec  pivo- 
1  corps  pesant  sur  un  plan  a   été   traité   aussi  par  Neumann 
ûsche  Anna/en,  t.  XXVII,  1886).  Citons  enfin  un  Mémoire  de 
Propriétés  générales  du  roulement  exact  d'un  corps  de 
sur   un  plan   horizontal  appliquées  au  mouvement  d'un 
solution  autour  d'un  point  fixe  de  son  axe  (  Verslagen  der 
e  Akademievon  Wetenschappen  te  Amsterdam,  t.  V,  1889). 
es  générales  s'appliquent  en  particulier  au  cas  du  cerceau    ce 
raité  déjà  par  Ferrers  {Quarterly  Journal  y   1872);   il   a   été 
M.  Carvallo   {Journal  de   VKcole  Polytechnique,  2*  série, 
;t  VI;  1900  et   1901),  et  par  MM.   Korteweg  et  Appell  (Niew 
or    Wiskunde.  '2"  série,  t.  IV,  juillet  1899;  Rendi  Conti  del 
thematico  di  Palermo,  août  1899;  Les  mouvements  de  rou- 
Dynamique,  Collection  Scientia,  1899,  n°  A). 
endrons  sur  ces  questions  comme  application  des  équations  de 
le  analytique. 

95  pesant  de  révolution  glissant  sans  frottement  sur  un 
ontal  fixe.  —  Imaginons  un  corps  solide  pesant  assujetti  aux 
suivantes  :  1"  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  G 
lution  autour  d'un  axe  Gz\  2°  le  corps  touche  un  plan  hori- 
par  une  surface  de  révolution  autour  du  même  axe.  Ces  con- 
.  remplies,  en  particulier,  pour  un  solide  homogène  pesant  de 

tons  la  méridienne  de  la  surface  de  révolution  par  laquelle  le 
:oucher  le  plan  fixe  (fig.  237).  Le  plan  tangent  en  un  point  P 
:ridienne  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  ^GP  sur  lequel 
race  PT.  Soit  Ç  la  distance  GQ  du  centre  de  gravité  au  plan 
)  l'angle  de  cette  perpendiculaire  avec  Gz]  2J  est  une  fonction 
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qui  est  «JétcrfDÎDée  dès  qae  la  méridienne  est  donnée.  Inversement, m 
peut  se  donner  a  priori  un*^  relation  de  cette  forme  :  la  surface  corm- 
poiidarite  a  pour  méridienne  une  courbe  enveloppe  des  droites  PT  vérifiât 
cette  condition,  il  est  évident,  en  outre,  que,  la  méridienne  étant doooée, 
la  «listance  QP.  que  nous  appellerons  p,  est  aussi  une  fonction  connoedtl. 
l\>ur  déterminer  cette  fonction,   remarquons  que,  par  rapport  au\  aies 

Fig.  a37. 


(jx  et  G^  situés  dans  le  plan  de  la  méridienne,  la  tangente  PT  apoir 

équation 

xsinO —  z  cos6  =y(6). 

La  méridienne  étant  Tenveloppe  de  cette  droite  quand  0  varie,  on  obtiat 
les  coordonnées  du  point  do  contact  P  en  associant  à  l'équation  précèdcalc 
sa  dérivée  par  rapport  à  0 

X  cosO  -+-  5  sinô  =/'(fi). 

Cette  dernière  équation  représente  donc  une  droite  passant  par  P  :  c'est 
la  normale  PR;  sa  distance  au  point  G  est  égale  à  QP.  Go  a  donc 

P=±/'(9). 

Ceci  posé,  plaçons  le  solide  sur  un  plan  horizontal  6&e  £Or,,et  toîtP 
\c  point  de  contact  de   la  surface  de  révolution  considérée  avec  le  plai 
(  Jig^.  238).  Choisissons  dans  le  plan  fî\e  deux  axes  rectangulaires  fiies  0^ 
Or.  et  prenons  un  axe  vertical  O^  vers  le  haut.  Soient  ;.i;«^  lescoordoi- 
nées  du  centre  de  gravité  G,  0,  o,  ^  les  angles  d'EuJer  définissait  U  pon- 
tîon  des  axes  principaux  d'inertie  Gx,  j%  z  liés  an  corps  par  rapport  à  d^ 
<«\^«  Gxi,  yi,  Zi  parallèles  aux  axes  fixes  O;.  r«.  ^;  Taxe  G^  est  diri{ê 
suivant  l'axe  de  révolution  :  les  moments  d'inertie  princtpan:x  aato«r<le 
Gjr  cl  Oy  sont  alors  égaux,  A  =  B. 

On  \oit  que  ^  est  la  distance  GQ  du  centre  de  gravité  G  an  plan  lu- 
'ji-.iii  ;0r,.  et  que  la  droite  GQ  fait  précisément  arec  Ta^c  G^sdelaiar* 
fbc^  l'dn^le  0;  on  a  donc  la  relation 
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tant  une  fonction  connue.  C'est  cette  relation  (i)  qui  exprime  que  le 
touche  le  plan  horizontal. 

forces  agissant  sur  le  corps  sont,  en  appelant  M  sa  masse,  le  poids 
ppliqué  en  G  et  la  réaction  normale  R  du  plan  appliquée  en  P. 

Fig.  238. 


deux  forces  étant  verticales,  on  a,  en  écrivant  deux  des  équations 
tuvemeni  du  centre  de  gravité, 


M  -rr  =  o, 


M 


d^ 


=  o. 


)oinl  Q,  projection  horizontale  du  centre  de  gravité,  est  donc  animé 
aouvemenl  rectiligne  uniforme. 

.a  projection  horizontale  de  G  est  fixe.  —  Nous  supposerons 
d,  pour  simplifier,  que  la  vitesse  initiale  imprimée  au  centre  de  gra- 
st  nulle  ou  verticale.  Sa  projection  horizontale  est  alors  nulle  au 
et,  comme  celte  projection  reste  constante,  elle  est  toujours  nulle, 
ce  cas,  le  point  Q  est  fixe  et  le  centre  de  gravité  ne  fait  qu'osciller 
verticale  de  ce  point, 
liquons  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  absolu.  La  force 


olale  est  égale  à  la  force  vive  M  f  -- 


de  la  masse  totale  concentrée 


plus  la  force  vive  A(/?*-4-  q^)  -h  C/'*  dans  le  mouvement  relatif  au- 
e  G.  D'autre  part,  le  travail  de  la  réaction  normale  du  plan  est  nul, 
vail    élémentaire   du  poids  est  —  M^^Ç.  On  a  donc  l'intégrale  des 
vives 


IVI 


(Jjy-hA(/>î-t-^î)-hGr»  =  -2M^;-t-/t. 


larquons  ensuite  que  les  forces  appliquées  au  corps,  réaction  du 
t  poids,  ont  leurs  moments  nuls  par  rapport  à  Gzy  ;  comme  le  théo- 
Jes  moments  s'applique  au  mouvement  relatif  autour  du  centre  de 
é,  on  voit  que,  dans  ce  mouvement  relatif,  la  somme  des  moments 
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des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  G^t  est  constante.  L 
lion  sur  G^i  du  moment  résultant  G^i  des  quantités  de  mouvem 
tives  est  donc  constante.  Or  les  projections  de  G^t  sur  les  axes 
étant  A/>,  A  y,  Cr,  on  a 

(4.)  A/>  sin6  sinç  -t-  Ay  sin6  coso  -h  Crcos6  =  K. 

Enfin,  les  deux  forces  appliquées  au  corps,  réaction  et  poids,  rei 
Taxe  de  révolution  Gj,  donc  N  =  o,  et  la  troisième  équation  d*E 
puisque  A  =  B, 

^  dr 

(5)  C^  =o,         r=  To. 

Dans  les  équations  (3)  et  (4)  remplaçons  r  par  ro,/>  et  q  parleui 

d^ 
en  fonction  des  dérivées  0',  <p',  ^\xi''  382),  Ç  par  /(O)  et  ^  pai 

Ces  équations  prennent  la  forme 

.g.  \  [i-f-c/'»(e)]0'«-h^'»sin«0  =  a-a/(e), 

)  4;'sin»0  =  p  — ôrocose, 

où  a  et  p  sont  des  constantes  arbitraires,  tandis  que  a,  6,  c  sont 
stantes  positives  déterminées 

M  ^       C  M 

Ces  deux  équations  (6)  donnent  0  et  <]/  en  fonction  du  temps;  o 
déterminé  par  la  relation 

(7)  ro=  <p'-+- 4^' cos6. 
L'élimination  de  ^'  entre  les  deux  équations  (6)  donne 

(8)  (J)*[i  +  c/'«(0)]siiH6  =  [a-a/(6)]siii«e-(?- 

d*où  t  en  fonction  de  0  par  une  quadrature.  Si  /(O)  est  u 
tionnellc  de  sinO  et  cosO,  cette  quadrature  sera  hyperellip' 

comme  variable  tang-*  L'angle  0,  partant  de  Oo,  ne  pou 

d«s  valeurs  rendant  positive  la  fonction  du  second  memb 

«I>(e)  =  [2  — a/(e)]sin*e  — (p  — ôrocos 

Remarquons  que  y(O)  désignant  la  distance  du  cer 
plan  fixe  est  toujours  fini,  et  substituons  à  la  place  de 
X  :  nous  aurons  pour  <I>(Ô)  les  signes  — ,  -+-,  — ,  car  ' 
donne  évidemment  pour  0'  une  valeur  réelle.  La  valet 
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ise  entre  deux  racines  réelles  Oi  et  O^  de  4>(0)  etO  ne  pourra  qu'osciller 
tre  ces  racines.  La  discussion  est  donc  analogue  à  celle  que  nous  avons 
e  en  détail,  dans  le  Chapitre  précédent,  pour  le  mouvement  d'un  corps 
ant  de  révolution,  mobile  autour  d'un  point  de  son  axe.  L'élimination 
it  permettra  d'exprimer  également  4^  et  <p  en  fonction  de  6  par  des  qua- 
:ures. 

aurbe  décrite  sur  le  plan  par  le  point  de  contact,  —  Le  point  Q 
L  supposé  fixe,  nous  le  prendrons  comme  origine  d'un  système  de 
•données  polaires  dont  l'axe  polaire  QX  sera  parallèle  à  GâT].  Le  rayon 
eur  QP  =  p  est  une  fonction  connue  de  6, 

p=±/'(6), 

■rminée  par  la  forme  de  la  surface  de  révolution  par  laquelle  le  corps 
lie  le  plan.  L'angle  polaire  5^  =  XQP  est  égal  à  4'-*-  —  •  En  effet,  le 

GQP  coïncide  avec  le  plan  projetant  horizontalement  l'axe  de  révolu- 

,    c'est-à-dire  avec  le  plan  ZxOz\  or  la  normale  GI  à  ce  plan  fait  avec 

l'angle  ^\   la  normale  QII  au  rayon  vecteur  QP,  dans  le  plan  hori- 

al,  fait  donc  avec  QX  un  angle  égal  «J^,  et  l'angle  XQP  =  ^  est  bien 


7C 

à  6h — •  On  a  donc 


dyi  _  d^  __^  —  ^''0  cos  6 
Idt  "  di  '^         sin»0 


^       »!• 


élimination  de  dt  entre  cette  équation  et  l'équation  (8)  donne  ^  en 
^tion  de  0  par  une  quadrature,  et  comme  0  est  lié  à  p  par  une  équa- 
^  connue  p  =db/'(0),  on  aura  -^  en  fonction  de  p  par  une  quadrature. 
**  Cas  général,  —  Nous  avons  supposé  le  point  Q  immobile.  En  général, 
point  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme.  On  étudiera 
«"s  le  mouvement  du  corps  par  rapport  à  des  axes  Q,  X,  Y,  Zi,  de  direc- 
ts fixes,  ayant  pour  origine  le  point  Q.  Gomme  ces  axes  sont  animés 
^  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  le  mouvement 
^lif  du  corps  est  donné  par  les  mêmes  équations  que  le  mouvement 
5olu(n°334);  comme,  dans  ce  mouvement  relatif,  la  projection  hori- 
litale  Q,  du  centre  de  gravité,  se  fait  constamment  à  l'origine,  on  est 
^tné  au  cas  que  nous  venons  de  traiter. 

408.  Exemples.  —  i**  Toupie,  —  La  toupie  est  un  corps  pesant  de 
volution  reposant  par  une  pointe  P  sur  un  plan  horizontal  fixe.  On  peut 
garder  cette  pointe  comme  une  sphère  de  rayon  infîniment  petit  ayant 
n  centre  en  9{Jig.  239,  a).  Le  corps  pesant  touche  alors  le  plan  hori- 
•ntal  par  cette  sphère.  La  distance  Ç  =  GQ  est  ici  donnée  par  la  formule 

Ç=/cose, 
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OÙ  /  désigne  la  longueur  GP;  puis  p  =  QP  =  /sinO.  Il  faudra  donc,  < 
les  équations  précédentes,  faire  ^(0)  = /cosO,  p  =  /sinO.  Le  deaii 
membre  de  Téquation  (8)  devient  un  polynôme  du  troisième  degré  en  c 
identique  à  celui  qui  se  rencontre  dans  le  problème  de  Lagrange  ei 
Poisson. 

2*  Pièce  de  monnaie,  —  Une  pièce  de  monnaie  de  rayon  /,  glis 
sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  fixe,  est  un  solide  de  révolutioi 


contact  avec  le  plan  par  une  surface  réduite  à  une  circonférence  {fig.  23^ 
L'a\e  de  la  surface  est  la  normale  G^  au  plan  de  la  pièce,  la  méndienQ 
point  de  la  circonférence.  On  a  actuellement 

GQ  =  ;=  /sinO,         PQ  =  p  =  /cosO. 

Il  faudra  donc  prendre 

/(6)  =  /sinO,         p=  /cosO. 

3"  Remarque  de  Puiseux  {Journal  de  Liouville,  t.  XIII). —  C 

quelle  que  soit  la  forme  de  la  surface  de  révolution,  prendre  Pq  ass* 

pour  que  0  reste  aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  sa  valeur  initiale 9o- 

d'après  l'équation  (8),  il  faut  que,  pendant  toute  la  durée  du  mo' 

la  fonction 

«I>(0)  =  [a  — a/(e)]sin«0-O  — 6rocose)« 


soit  positive. 

Plaçons-nous  dans  les  conditions  initiales  suivantes  :  animoi 
d'une  rotation  tq  très  grande  autour  de  son  axe  de  figure  G^,  [ 
ce  corps  sur  le  plan  sans  donner  de  vitesse  au  centre  de  gravité 

-^ 9  -T^y  -r-  sont  nuls  à  l'instant  initial  :  on  en  conclut,  d'après 
dt    dt     dt  »       f 

sions  de/>  et  q  en  fonction  de  ^'  et  0\  que  ^' et  0' sont  nulsauf 

initial,  c'est-à-dire  pour  0  =  Ôq.  D'après  les  formules  (6),  on  .* 

a  =  a/(Oo),         P  =  6rocos6o, 
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et  la  fonction  4<(0)  devient 

-1.(0)  =  a[/(e.)-/(6)]  sin'O  -  6'rî(cosO,-cos8)', 

où  la  racine  %  est  en  évidence.  Supposons  que  0  aille  d'abord  en  crois- 
sant, il  ne  pourra  pas  aller  jusqu'à  tt,  car  6  =  tc  rendrait  4>(6)  négatiT; 
donc  6  oscillera  entre  la  valeur  B»  et  une  valeur  Oi  qui  est  la  première 
racine  de  *((l)  rencontrée  entre  60  et  n.  Noua  voulons  montrer  que  l'on 
peut  prendre  r,,  assez  grand  pour  que  61  soit  aussi  près  qu'on  le  veut  de  %, 
Écrivant  que  S,  annule  4'(e),  on  a 

{cos0„_cO39,)'=^|^[/(0*)-/(S|)]. 

Soit  D  le  maximum  de  la  distance  du  centre  de  gravite  du  corps  au  plan 
qu'il  touche,  dans  toutes  les  positions  possibles, /(Oo)  — /(âi)est  moindre 
que  3D,  sin>Oi  est  moindre  que  1,  et  l'on  a 

(c.,..-c...,)-<||^. 

On  peut  donc  prendre  r^  assez  grand  pour  que  S)  et,  par  suite,  D  diffèrent 
de  60  d'aussi  peu  qu'on  le  veut. 

4*  Théorie  du  pied  équilibriste  ou  gyroscope  Gervat.  —  Les  calculs 
précédents  s'îippliquenl  au  mouvement  d'un  solide  de  révolution  assujetti 
à  des  liaisons  quelconques,  sans  frottement,  qui  s'expriment  analytique- 
ment  par  une  équation  de  la  forme  ^=/(6),  où  !^  est  la  hauteur  du  centre 
de  gravité  au-dessus  d'un  plan  fixe  et  6  l'angle  de  l'axe  de  révolution  avec 
la  verticale;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  dans  l'appareil  suivant  qui, 
au  premier  abord,  parait  assujetti  à  des  liaisons  d'une  tout  autre  nature 
que  celles  que  nous  venons  d'étudier. 

Le  pied  équilibriste  \îiCDE(Jlç,  2^0)  est  formé  d'un  fil  métallique  de 


i""",  5  de  diamètre  environ.  Il  se  compose  à  peu  près  d'un  demi-cercle 
vertical  ABC  muni,  au  bas,  d'un  appendice  BDE  qui  a  pour  but  de  le  faire 
reposer,  sur  le  plan  horizontal,  par  la  partie  DE  qui  est  rectllîgne  et  per- 
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pendiculaire  au  plan  du  cercle  ABC.  En  A   et  C,  le  fil  est  doublement 
recourbé  de  façon   à  former  deu\  coussinets  qui  reçoivent  les  e&trémités 
de  Taxe  de  la  toupie  gyroscopiquc.  Dans  cette  position,  le  plaD  moyen  dn 
tore  de  la  toupie  passe  par  DE  :  le  centre  de  gravité  de  la  toupie  est  sur 
snn  a\e  dans  le  plan  mené  par  DE  perpendiculairement  à  Ta^e  AG. 

Si  la  toupie  ne  tourne  pas,  l'équilibre  est  instable,  le  tout  bascule  autoa 
de  DE.  Mais  si  la  toupie  tourne  sur  elle-même  avec  une  grande  vite$< 
(environ  cinquante  tours  par  seconde),  le  système  semble  être  en  éqoi 
libre  stable  quand  le  plan  DBE  est  vertical.  De  là  le  nom  âe pied  équilê 
briste  donné  par  Tinventeur  à  ce  jouet.  En  réalité,  le  pied  exécute  antoiL 
de  la  position  apparente  d'équilibre  des  oscillations  manifestées  par  un  «oi 

La  masse  de  la  toupie  étant  très  grande  par  rapport  à  celle  de  la  mo 
ture  et  du  pied,  négligeons  complètement  ces  dernières  :  la  monture  et 
pied,  ayant  alors  une  masse  nulle,  ne  servent  qu*à  établir  entre  la  tou 
et  le  plan  une  liaison  géométrique  qui  s'exprime  comme  il  suit.  Appelo 
[[  la  distance  du  centre  de  gravité  G  de  la  toupie  au  plan  horizontal,  / 
longueur  de   la   perpendiculaire  abaissée  de  ce   point  G  sur  DE;  quft 
l'appareil  s'incline  autour  de  DE,  ]'a\e  de  la  toupie  fait  avec  la  vertic 
ascendante  un  angle  0  et  l'on  a  ^  =  /sinO.  Cette  relation  étant  identi 
à  celle  qui  se  présente  dans  le  cas  d'une  pièce  de  monnaie  mobile  sur 
plan   horizontal,  les  équations  du   mouvement  dans  le  cas  actuel  se 
duisent  des  équations  générales  précédentes  en  supposanty(6)=: /si. 
La  remarque  de  Puiseux  s'applique  :  en  supposant  r^  suffisamment  g 
B  reste  aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  Oo* 

Dans  le  cas  particulier  où  l'axe  AC  est  primitivement  horizontal  et 

du  repos,  0  commence  par  être  égal  à  -' >  6'  et  ^'  commencent  par 


nuls.  Les  équations  générales  montrent  alors  que  0  reste  égal  à~i      4cyoe 

p  =  o,  et  que  "Y  =.  o,  <j;  =  constante. 

(Pour  les  détails  de  la  discussion,  voir  un  article  de  M.  Carvallo,  .^^^^l" 
letin  de  la  Société  mathématique,  t.  XX!,  iSg'L) 


409.  Remarque  de  Thomson.  —  Nous  venons  de  voir  que  si  le  co 
est  animé  d'une  rotation  rapide  autour  de  son  axe,  puis  posé  sur  le  pM -^n 
sans  vitesse  imprimée  au  centre  de  gravité,  le  mouvement  est  stable,  *■ 
ce  sens  que  l'angle  de  l'axe  de  rotation  avec  la  verticale  est  scnsiblem^^  '*' 
constant.  Il  est  très  remarquable  que,  si  l'on  impose  de  nouvelles  liais<^  ^*' 
au  corps,  ces  liaisons,  au  lieu  de  renforcer  la  stabilité,  peuvent  la  fai 
disparaître. 

Prenons,  (lar  exemple,  une  toupie  dont  la  surface  latérale  est  en  parti 
un  cylindre  de  révolution,  et  plaçons-la  entre  deux  plans  verticaux 
Il  et  \\\  parfaitement  polis,  parallèles  au  plan  ^O^,  de  telle  façon  que  Tii.- 
Gz  de  la  toupie  soit  assujetti  à  rester  dans  un  plan  fixe  parallèle  au  pla 

$0(.  Dans  ces  conditions,  l'angle  '|  est  constant  et  égal  à—;  ^'sso. 
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en  équation  est  la  même  que  précédemment,  à  condition  de  tenir 


TU 


te  de  celte  condition  ^  =z  - ,  de  faire/(0)  =  /cos6,  puisqu'il  s'agit 

\  toupie,  et  d'ajouter  aux  forces  extérieures  les   réactions  normales 
leux  plans  n  et  W\  réactions  qui  sont  horizontales  et  rencontrent 
G«  du  corps. 

vitesse  initiale  du  centre  de  gravité  G  étant  nulle,  la  projection  hori- 
le  Q  de  ce  point  est  fixe. 

Fig.  241. 


liéorème  des  forces  vives  appliqué  au  mouvement  absolu  donne 
re  équation  (6)  où  i}^'=  o,/(0)  =  /cos6] 

0'»(i  -4-  c/*  sin«0)  =  a  —  a/  cos6. 

-   suppose  la  toupie  animée  au  début  d'une  rotation  ro  autour  de 
•le  figure  supposé  immobile,  0'  doit  être  nul  pour  6  =  Ôq.  On  a 
a/cos6o, 

6'«(i  -\-  cl-*'  sin^O;  =  a/(cosOo  —  cosO). 

le  second  membre  doit  être  positif,  G  partant  de  Oq  ne  peut  que 

!a  toupie  se  renverse.  On  a,  en  outre,  <p'=  Tq. 
remarque  s'applique  au  pied  équilibriste  (n°408,  4°)  :  si  l'on 
hase  DE  de  tourner,  en  la  plaçant  dans  une  fente  du  parquet, 
renverse. 


s  pesant  touchant,  par  une  surface  cylindriqae,  un  plan 

oli.  —  Le  corps  va  toucher  le  plan  horizontal   tout  le   long 

(lice  PP'.  Prenons  les  mêmes  axes  fixes  OÇ,  r^,  X,  et  les  mêmes 

Ga7i,^i,  Zi  que  dans  la  question  précédente;  puis,  choisis- 

>  liés  au  corps  la  parallèle  Gjt  aux  génératrices  du  cylindre 

centre   de   gravité,  et  deux  axes  rectangulaires  Gy  et  Gz 

■^  la  section  droite.  La  perpendiculaire  Ç  =  GQ,  abaissée  du 

plan  horizontal,  fait,  avec  Gz,  l'angle  appelé  G  :  la  forme 

roite  étant  donnée,  on  aura  encore  une  relation  géométrique 

-/(6).  De  plus,  l'axe  G:r  étant  parallèle  au  plan  horizontal 
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est  dans  le  plan  ^iG^i,  Tangle  d'Ëuler  o  est  nul.  Les  expressions  de 
q^  r  deviennent  donc 


(10) 


p  =z  0\        ^=4''sin6,         r  =  <J/'cosO. 


On  voit  que  la  projection  horizontale  Q  du  centre  de  gravité  est  enc^ 
animée  d'un  mouvement  rcctiligne  et  uniforme,  car  les  seules  forces  e^^ 

Fig.  24^- 


rieures,  poids  et  réactions  normales  du  plan,  sont  verticales.  Le  cas  général 
peut  se  ramener  au  cas  où  Q  est  immobile. 

Actuellement,  les  axes  Gx^y,  z  n'étant  pas  principaux,  la  force  vive  ^0 
corps  dans  son  mouvement  autour  du  centre  de  gravité  est 

2T  =  A/>*-+-  B<7'-+-  Cr' — iDqr  —  'xErp—  i¥ pq^ 

et  les  projections  du  moment  résultant  G  cri  des  quantités  de  mouvement 
relatives  sur  les  axes  Car,  ^,  z  sont 

ÔT    dT    ^ 
dp     dq      àr 

Le  théorème  des  forces  vives   appliqué  au  mouvement  absolu  donne 
donc,  d'après  le  théorème  de  Kœnig  et  les  valeurs  de/),  q,  r, 


(II) 


[A-+-M/'»(Ô)]0'î 

(B  sin»e  -+-  G  cos«0  —  aD  sinO  cose)tJ/'« 

—  2(FsineH-EcosO)6'tJ/'  =  — 2M^/(e)-*-A 


D'autre  part,  la  somme  des  moments  des  forces,  par  rapport  à  l'axe  G 
est  nulle.  La  projection  sur  G^i  du  moment  résultant  G 7}  des  quanti 
de  mouvement  relatives  est  donc  constante.  Ge  qui  donne 


ÔT 


dl 


^  dp     ^    ^   Oq 


•    ôr 


Actuellement,  comme  o  est  nul,  les    trois  cosinus  f »  T»  T*  sont  ^ 
'Y'=  sin6,  y'=  cos6.  On  a  donc 

sine(By  -  F/>  — Dr)-hcose(Gr  — D^  -  E/))  =  K 
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aSy 


sin»0  -h  G  cos>e  —  2D  sinO  cosO)«J/'--  (F  sinO  -4-  E  0036)6'=  K. 

u\  équations  donnent  6  et  ^  en  fonction  de  /.  L'élimination  de  ^' 
le  équation  de  la  forme 


(S)'- -<«)=«■ 


d^ 


tire  -7-  en  fonction  de  0,  puis  t  en  fonction  de  6  par  une  quadra- 

a  ensuite  ^  en  fonction  de  6  par  une  autre  quadrature.  L'angle  6 
)rendre  que  des  valeurs  rendant  positive  la  quantité  V(6).  Nous 
lu  lecteur  le  soin  de  faire  cette  discussion  et  de  chercher,  comme 
iment,  le  lieu  du  point  P  projection  du  centre  de  gravité  sur  la 
ice  de  contact. 

orps  est  un  prisme  reposant  par  une  arête  PP'  sur  le  plan,  on 
rendre  le  plan  GPP'  pour  le  plan  des  xz  :  alors  GQ  =  Ç  =  /cos6, 
int  GP. 

"que.  —  Le  corps  étant  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse,  cher- 
1  peut  arriver  que  la  génératrice  de  contact  PP'  se  déplace  parai- 
à  elle-même.  (Agrégation,  1893.)  Dans  cette  hypothèse,  les  valeurs 
de  6'  et  ^'  sont  nulles,  et  il  faut  voir  si  ^'  peut  rester  nul  pendant 
durée  du  mouvement.  On  a  donc  K  =  o;  comme  0'  n'est  pas  nul, 
n  (12)  montre  que,  pour  que  ^'  reste  constamment  nul,  il  faut  et 
[ue  E  =  o,  F  =  o  :  cela  veut  dire  que  le  plan  de  la  section  droite 
né  par  G  est  un  plan  principal  d'inertie  relatif  au  point  G. 


tuvement  avec  frottement  d'une  sphère  homogène  pesante 
lan  horizontal  (bille  de  billard).  —  Prenons  dans  le  plan  hori- 
ur  lequel  se  meut  la  sphère,  deux,  axes  fixes  OJ,  Ot);  nous  pren- 

Fig.  243- 


•ur  axe  des  Ç  une  verticale  dirigée  vers  le  haut.  La  bille  est  sou- 
eux  forces  :  son  poids  M^  appliqué  en  son  centre  G  et  la  réaction 
appliquée  au  point  de  contact  A  ;  cette  dernière  force  a  une  com- 
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posante  verticale  N  et  une  composante  horizontale  F,  dont  les  projections 
sur  les  axes  O  J  et  Ot)  sont  X  et  Y. 

Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  sont  ainsi 

d*^  d*r\  d^H 

(  étant  constant,  la  dernière  donne 

la  composante  normale  de  la  réaction  est  donc  toujours  égale  au  poids  de 
la  bille.  Les  lois  du  frottement  de  glissement  montrent  alors  que  la  com- 
posante tangentielle  F  a  une  intensité  constante 

Pour  un  observateur  entraîné  par  le  centre  de  gravité,  la  sphère  semble 
tourner  autour  de  ce  point;  soit  ta  la  vitesse  instantanée  à  Tépoqae  f, 
nous  désignerons  par  /?,  q^  r  ses  composantes  suivant  trois  axes  Gjr,  ^,  z 
parallèles  aux  axes  fixes  menés  par  le  centre  de  la  sphère.  Nous  appli» 
querons  dans  ce  mouvement  relatif  le  théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  aux  axes  z,  x  et  y,  La  vitesse  relative  d*ua 
point  quelconque  in{x^y^  z)  ayant  pour  projections 

y^=zqz  —  ry,         \y=zrx^pz,         V-  =  jDj^  — çrx, 

le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  ce  point,  par  rapport  à  G-s, 
a  pour  expression 

m{x\y  —  y^'x)  =  rm{x^-^  y^) — pnixz  —  qmyz. 

Faisons  la  somme  de  toutes  les  quantités  analogues  pour  les  dÎTers 
points  de  la  sphère,  nous  aurons 

£m(arVV— ^Vor)  =  MKV, 

puisque  les  sommes  ^tnxz,  Lmyz  sont  nulles  et  que  2m(ar*-f-^*)  est  le 
moment  d'inertie  MK>  de  la  sphère  par  rapport  à  un  diamètre.  Les  forces 
appliquées  à  la  bille  rencontrent  toutes  deux  0^,  par  conséquent  on  a 
l'équation 

^-(MKV)  =  o 

dt^  ' 

qui  montre  que  la  composante  verticale  de  la  rotation  reste  constante. 
Par  un  calcul  semblable,  nous  aurons,  pour  les  axes  Qx  et  Gj^, 

il)  MK«^  =  RY,        MK«^?=-RX, 

at  ai 


( 
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OÙ  les  seconds  membres  sont  les  moments  de  F  par  rapport  aux  axes  Gx 
et  Gy, 

Appliquons  maintenant  la  deuxième  loi  du  frottement,  savoir  que  F  est 
en  sens  inverse  de  la  vitesse  du  point  de  la  sphère  qui  est  en  A.  La  vitesse 
absolue   de    ce    point   est    la    résultante    de    sa    vitesse    d'entraînement 

-~9  -7^  ,  -^j  et  de  sa  vitesse  relative  V^  =  —  ^  R,  V^  =  -+-/?  R,  V-  =  o  ; 

si  donc  nous  désignons  par  u  ei  v  les  projections  de  la  vitesse  cherchée 
sur  0$  et  Or,,  nous  aurons 

il  nous  faut  exprimer  que  X  et  Y  sont  proportionnels  à  a  et  r, 

u  _  X 

V  ~  y' 

Nous  allons  en  déduire  que  la  vitesse  (uv)  du  point  qui  est  en  A  a  une 
direction  fixe.  Nous  avons,  en  effet,  en  différentiant  les  dernières  équa- 
tions 

du  _  d^l        \\^^  dv  ^  d^Ti        D  ^P , 

~dt  ~  dV^  ~      Tt'  dt  ~  lÂ^'^      It' 

1  d^-\     d'^r^     dp     dq  .  .  ., 

dan«î  ces  équations,   remplaçons  — t-^>  ^Tj  '  TT*    /     P^*'  leurs  valeurs  dé- 
duites de  (1)  et  (2),  nous  aurons 

du  _  X         J^  ^  _  X        _^  Y 


d'où  nous  lirons,  par  division, 


et,  par  conséquent, 


ou,  en  intégrant, 


du  _X 
dv  ~  \ 

du  _  u 

dv   ~  u 


u 

—  =  const. 


La  force  de  frottement  est  ainsi  constante  en  grandeur  et  direction.  Le 
mouvement  du  point  G  se  faisant  sous  l'action  de  cette  seule  force,  la  tra- 
jectoire de  ce  point  est  une  parabole. 

Les  composantes  X,  Y  de  la  force  de  frottement  étant  constantes,  les 
projections  ^^,  v  de  la  vitesse  du  point  qui  est  en  A  sont,  d'après  leséqua- 
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lions  (3),  (les  fonctions  linéaires  du  temps.  Ces  quantités  i/,  v  décroisseot 
en  valeurs  absolues.  Si  nous  supposons,  par  exemple,  u  positif,  X  c«t  né- 
gatif d'après  les  lois  du  frottement;  il  en  est  de  même  de  -r-»  cl  la  com- 
posante u  décroit  :  elle  arrivera  nécessairement  à  zéro  au  bout  d'un  temp$ 
fini  T,  puisqu'elle  dépend  linéairement  du  temps;  si  u  était  négatif,  .\ 
serait  positif  et  ce   serait  en   croissant   que    u  s'approcherait  de  léro. 

Puisque  le  rapport  —  est  constant,  les  deu\   composaotes  de  la  vitesse 

s'annulent  au  même  instant.  A  partir  de  ce  moment  T  il  n'y  a  plus  de  glis- 
sement, et  le  roulement,  accompagné  de  pivotement,  qui  se  produit  alors, 
est  stable;  car  si  en  dérangeant  la  bille  on  produisait  ud  petit  glissement, 
d'après  ce  qui  précède,  le  glissement  disparaîtrait  dans  un  temps  très 
court. 

A  partir  de  l'instant  T  le  mouvement  est  donc  un  roulement  avec  pivo- 
tement. La  réaction  tangentielle  du  plan  est  alors  une  force  F,  de  direction 
inconnue,  assujettie  à  la  condition  F<y*N.  Nous  allons  voir  que,  si  l'on 
néglige  le  frottement  de  roulement  et  pivotement,  le  mouvement  do 
centre  de  gravité  devient,  à  partir  de  l'instant  T,  rectîligne  et  uni- 
forme et  F  devient  nul.  En  effet,  si  nous  continuons  à  appeler  X  et  Y  les 
projections  de  F  dans  cette  deuxième  phase,  les  équations  (i)  et  12.)  sub- 
sistent sous  la  même  forme.  Si  entre  ces  équations  nous  éliminons  X  et  Y. 
nous  aurons 

^        KJ  ././  _  cr-r,        K^  dp  _ 

^  •  ^  .//-        H   dt  -  "'         rf/^  "  H  777  -  ""• 

Comme,  dans  cette  nouvelle  phase,  il  y  a  roulement  et  pivotement,  les 
quantités  u  et  c  sont  nulles  et  l'on  a 

Tirant  de  là  jd  et  ^  pour  les  porter  dans  (4),  on  trouve 

d*'  ;  d^  T. 

dn  =  ^'        -dt^  =  ^- 

Le  mouvement  de  G  est  donc  rectiligneet  uniforme,  et  les  équations i^n 
montrent  que  \  et  Y'  cl,  par  suite,  F  sont  nuls. 

Suivant  une  remarque  de  Coriolis,  les  équations  (4)  étant  obtenues  par 
l'élimination  de  X  et  Y  ont  lieu  quelle  que  soit  la  réaction  tangentielle  du 
plan  :  elles  s'appliquent  donc  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  anssi 
bien  à  la  première  qu'à  la  deuxième  phase.  Or  ces  équations  s'inlèçrenl 
immédiatement  et  donnent 

^ï       K»  dii       K« 


CHAPITRE  XXI.  —  CORPS  SOLIDE  LIBRE.  ^4 1 

Pour  interpréter  ces  formules,  prenons  un  point  H  situé  au-dessus  du 

centre  à  une  distance  GH  =  -7-  =  -  R;  ses  coordonnées  relatives  à  Gx,  y,  z 

ho  *^ 

seront  o,  o,  -^^  ;  il  en  résulte  que  les  premiers  membres  des   équations 

précédentes  sont  les  projections,  sur  OJ  et  Ot],  de  la  vitesse  absolue  du 
point  de  la  bille  qui  à  Tinstant  considéré  est  en  H;  on  voit  que  la  vitesse 
de  ce  point  est  constante  en  grandeur  et  en  direction  :  elle  peut  être  con- 
sidérée comme  donnée  par  l'état  initial  du  mouvement  et  est  indépendante 
de  toute  hypothèse  sur  la  loi  de  la  force  tangentielle  F.  En  particulier, 
dans  le  mouvement  final  (deuxième  phase),  u  et  v  sont  nuls  et  Ton  a 

en  portant  ces  valeurs  de/?  et  ^  dans  les  équations  (5),  il  vient 

et,  comme  7—  =  -,  les  composantes  de  la  vitesse  finale  du  centre  de  ffra- 
R-        0  *  ^ 

vile  sont 

d\        5  dr        5  , 

dl        7     '  dt         -j 

ces  composantes  sont  ainsi  connues  en  fonction  des  conditions  initiales 
qui,  d'après  (5),  servent  à  calculer  a  et  b. 

Par   exemple,  il  peut  arriver  que,  dans  les  équations  (5),  les  valeurs 

initiales  de  -r-f  -r  soient  positives,  mais  que  les  valeurs  initiales  de /:>  et  <7 
dt     dl  * 

soient  choisies  de  telle  façon  que  a  et  b  soient  négatifs.  Alors,  au   début, 

le  centre  de  gravité,  supposé   situé  dans  l'angle  positif  ÇOrj,  s'éloigne  du 

d^     dr  ,        . 

point  O;  mais  dans  la  phase  finale  -7^»  -~  sont  négatifs  et  la  bille  revient 

en  roulant  et  pivotant  de  façon  à  se  rapprocher  de  O. 

412.  Cerceau.  —  Imaginons  un  solide  pesant  qui  remplisse  les  condi- 
tions suivantes  : 

1"  Le  solide  est  terminé  par  une  arête  vive  ayant  la  forme  d'un  cercle  K 
de  ravon  a  ; 

2"  Le  centre  de  gravité  G  du  corps  est  situé  au  centre  du  cercle  K  ; 

')  '  L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  G  est  de  révolution 
autour  de  la  perpendiculaire  G^  au  plan  du  cercle. 

Supposons  ensuite  que  le  corps  solide  ainsi  constitué  soit  assujetti  à 
rouler  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal  fixe  11. 

L'intégration  des  équations  de  ce  problème  de  mécanique  peut  être 
A.,  II.  16 


,^^  — .     -  ^   -.     'n    nr  mil  II  it.  rnm  me  élément  anahtiquf. 

.«  -■-     "I.     -■'    :-   ir    }.*i-;:   re  fjit  a  lieu  en  particulier  pour 

TT-  .:    i  -.:     -      i:.i- -   ;-:     -"  :r;  fc  jvec  le  plan  fixe  f'yî^.  a44^-  Pour 


■■«  l'iit  r  o  !■■  -n-  r  !  i  -•<  i'i'.i>iir  ile  *on  centre  tie  pravilé  G.  prf- 
iiiMi-   :  î.>i  .  :  -  .'.   -    '•  "  •    r     ir-  •iirecti<>n<  ti\es,  G ^1  étant  la  vertical' 

.1^,»  iKi.i.i:  'il  "  ■.*!%<  ii.L(:"i  ijrvz  qui  sont  :  i**iin  axe<i«  norinil 
Kl  :»i  .  I    il     ■  •    ■'     >  ri   •\-î  *""f^  p«frp»*ntliculaîre  au   plan  ^G^iiVun 

j\.'  1^.  ■      1  •  •'.   I     '   !   .        i  i\    :t;'j\  j.rt'niifrs. 

l  i\  •  '•  *:  I  !■■  !•  i-z  iit  •'.'  -l'i  pUn  du  cercle  K;  ra\e  G_v  e*i  un* 
li:;no  i'  i  i^  ^"m--  ■•-■r  -  i-.-fntijnte  «lu  plan  du  cercle;  le  point  II  *f 
tr«»i!X''  ^:i'    .i     J- '  ■•  ■»'  ^!"  ^ -i  ■:•-  '-'».*■ 

i\'-  i\  '^  II.  i.'.!-^  «^  :»•  «r-.vïri.^ijt?*  j  reu\  que  nous  avons  employé*  *lao* 
\c  XI  iiHi  :>•  j|:-  •'  I  :■•  i-i  :i:t  avr.'n)«^nt  d'un  «•)Iide  de  révolution  sufpendi 
jMi  un  I  .'.  i:  :■■  -..I  i\  ■.  >  ij*  iif^i::nerons.  comme  dans  ce  numéro,  par  ^ 
oi  V  I«-^  in^ii"»  c  ''«j  î  .-«»'".  "t  pjr  P,  Q.  R  les  composante»  *ui\ani 
l'.  r.  V.  i  .  »•:    i-..'    .1     ■  r.à:.iii  [iiT't.uit.ini'e  U  du  trièdre  Gxj'Z  : 

,v^  l*    .  ■>  «^  =  :<inO,         R  =  '}'cosO. 

l  n.-  '.•:^  n  î'i-  i  :«.  -Jii'^n  ilu  iriédre  Gjr^'5,  pour  connaître  la  positioa 
ilii  r.M|ix  il  ^  ii'it  .'••  •-•  .'iniitro.  on  outre.  ran«;le  9  que  fait  un  ra\on  CM 
du  i-.icli'  K  "M  i:  mI  !oMi.'Mi  lié  .lu  ciTcle  avec  Gj-.  La  rotation  instan- 
t.iiu'o  ("  «iii  «-<M[w  ^.«Ii'i*  o^t  .ilv>r<  la  résultante  de  la  rotation  12  du  trièdre 
ri.M  V  rt  .1  un."  i-  t.iti -Il  ::  .lu  tour  de  Gz:  les  composantes  i>,  o,  r  de  celte 


I  <<t 


/.        r    .'1.         y  =  (>=ysinO,         r  =  R-^o'. 


\|i|u>l«Mi^  n.  \\  Il  It'^  projivtious  île  la  >itessc  absolue  du  centre  de  gra- 
\itr  ^111  li'^  .i\i'^  lu-'liili'^  0x1 .;.  <^nmme  CCS  axes  sont  animés  d*une  rota- 


{'  }   I  .«n;  K.M:ri\xFu  il  Vn^Li,  /h- mil  cou  ti  dei  Circoto  Matemuttico  tii  Pa- 
in //II».    .M»lU     l**'l'». 
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lion  instantanée  H,  les  projections  de  l'accélération  absolue  J  du  point  G 
sur  ces  mêmes  axes  sonl,  d'après  des  formules  connues  (t.  I,  n°  61), 

^"  r\  r. 


Forces.  —  Prenons,  pour  simplifier,  la  masse  du  corps  pour  unité  :  les 
forces  appliquées  au  solide  sont  : 

i"*  Le  poids  g-  appliqué  en  G,  et  ayant  pour  projections  sur  Ga?,  G^,  G;; 

o,     — ^sinô,     — ^cosO; 

^2°   La  rcaclion  du  plan  appliquée  en  H,  et  ayant  pour  projections 

X,     Y,     Z. 

Les  équations  du  mouvement  peuvent  alors  s'écrire  comme  il  suit  : 
Équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  —  La  projection  de 
l'accélération  J  du  point  G  sur  chacun  des  trois  axes  Gxyz  est  égale  à  la 
so  mme  des  projections  des  forces  extérieures  sur  le  même  axe.  On  a  ainsi 
les  trois  équations 


<6) 


du 

Tt-^ 

Qa-_  l\ç    -X, 

dv 

dt 

Ru  —  P tr  —  Y  —  g  sin 0, 

dw 
dt     ' 

Pi'   —  Qu  —  Z  —  g  cos 0, 

^-/>, 

Q       <7,         K       <7cotO. 

où  il  faut  faire 


Equations  du  mouvement  autour  du  centre  de  gravité.  —  Appelons 
A,  A,  G  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  Gxyz.  Soit,  dans  le 
nnouvement  relatif  autour  de  G,  Gtj  le  moment  résultant  des  quantités  de 
mouvement  [)ar  rapport  à  G;  ce  vecteur  Gj  a  pour  projections  sur  Gxyz  : 


J 


^=\p,         7y=\q,         T.  —  Gr. 


D'autre  part,  le  moment  résultant  GS  des  forces  extérieures  par  rapport 
à  G  se  compose  du  moment  du  poids  qui  est  nul  et  du  moment  de  la  réac- 
tion (X,  Y,  Z)  apj)liquée  au  |)oint  H  de  coordonnées  (o,  — r/,  o).  Le  mo- 
ment résultant  GS  a  donc  pour  projections  les  moments  de  la  réaction 
par  rapport  aux  axes  G.ryz 

Sj.  =  —  aZ,         Sj=  o,         S-=a\. 

Pour  exprimer  le  théorème  des  moments  dans  le  mouvement  autour 
de  G,  on  écrit  que  la  vitesse  relative   du    point   a   par  rapport  aux   axes 
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Mous  aurons  ainsi  deux  équations  pouvant  servir  à  déterminer  y  et  r  en 

a/a 
fonction  de  0.  En  effet,  remplaçons-y/?  par   -n-  :  le  facteur  dt  disparaît, 

et  l'on  a  les  deux  équations 

(  (C-f-r/^)-^J*-«Vy  =  o, 

1    A  ^^  —  C  /•  -t-  A  q  cot  0  =  o 

formant  un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes  définissant  q  et  r 
en  fonction  de  0.  En  tirant  q  de  le  première  pour  le  porter  dans  la 
deuxième,  on  a,  pour  déterminer  r,  l'équation  du  deuxième  ordre 

d'-r        dr        ^  Ga^ 

Celte  équation  donne  r  en  fonction  de  0;  la  première  de(ii)  donne  q. 
En  lui  adjoignant  l'équation  des  forces  vives 

ir-  4-  i'2-i-  «r2-T-  A(/>2-+-72)-f-C/2  =  — 9.^^/ sinO -+-//, 

on  obtient  0  en  fonction  de  /  par  une  quadrature;  le  deuxième  membre  de 
celte  équation  est  le  double  du  travail  de  la  pesanteur  — ^Ç,  Ç  désignant 
la  cote  asinO  du  point  G. 

Intégration  de  réq nation  (12).  —  Par  la  substitution 

cos^O  =  5, 
l'équation  (isi)  devient 

d^r        /  I         3    \  dr  iZa^- 

S{  \  A)      ,    ,     -+- S  )    ~i — /•  =  O. 

ds'-        \-z        X    I  ds        4  A(C-i-aM 

Cette  équation   est  celle  de  la  série  hypergéométrique  de  Gauss,  dans 
laquelle 

I  .1  ^  Ca- 

On  sait  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Gauss  {Œuvres  com- 
plètes, i.  III,  p.  vtio)  est 

ÀF(a,  3,  7,  :r)  —  ;ji.r»-T  F(a -+- i  —  y,  (3 -t-  i  —  7,  'i  —  y,  x), 
/  el  \x  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Donc  l'expression  de  r  est 

ÀF(a.  3.  i-,  cos^O^  -+-  acosôp/'a-f-  -,  3  -\-  -,  -,  cos^oV 

\       1  ;  \      1   '      i  'i         I 

On  a  ensuite 

_  C  -f-  r/2   dr 

'^  ~~       a'-        d()  ' 


/•  ::^   A 


-  —  .cant      -a  rooctiun  le  •*  par 
;-■-  niLi>'>''r  ine  Hifa*ù- 


.-i.r    Jr    il  ^-rre  lyper'tfo- 


.  ** 


k.    .  -  f- 


...*    T-:-:-    ii.v;^ 


-.a*.-.  .1      ••     «^ii*r  ;i  Mm*? 


--.ri     1         1    :-x] 


-  -  *    ;  ii-i-T-^  iatis  iris  :j5  pjrii:aliers, ' 

;>  .       ■  .    l'it-   f  nrîiirî  s •:••£« Tf ^kf« t  ■«peat  pi^ 

-  --.    :  .    Il-  .:i-'.   -  1  -f^    ij*  :oa<tAaimeBt  ègil  • 
.    .  .  -iL)-;.j  1    «  n  r  =  : .  et  *i  .x  en  différCf  ^ 

...  I    jiirr    V  ue-i-  TÎa:-?  de  r  panre  qo'iloff 

.■■-■■Ai  .*:;..  à.  in  i  c^  p  ii'^tc.'te.  tJS'J»  qae  z  —  &'  — T 
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est  égal  à  zéro.  Or,  il  csl  clair  qu'à  une  valeur  infinie  de  r  correspondrait 
une  valeur  infinie  de  la  force  vive,  valeur  qu'elle  ne  peut  pas  prendre. 

En  second  lieu,  elle  nous  apprend  que,  pour  que  0  puisse  atteindre  par 
eTLcmple  la  valeur  0  =  o",  la  constante  X'  doit  être  égale  à  zéro. 

L'expression  pour  /•  se  réduit  donc,  dans  ce  cas,  à  la  forme  plus  simple 


=  [x'F[a',  p',  ,,i(,_x)]. 


Il  est  évident  qu'un  mouvement  contenant  0  =  o"  ne  serait  pratiquement 
réalisable  jusqu'au  bout  que  dans  des  cas,  comme  celui  du  cerceau,  où  toute 
la  masse  est  concentrée  dans  un  seul  plan.  (Kortewbg,  loc,  cit.) 


EXERCICES. 

1.  Dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution  assujetti  à  glisser 
sans  frottement  sur  un  plan  horizontal,  l'axe  de  révolution  peut-il  passer  par  la 
Tcrticale?  Quelles  doivent  être  les  conditions  initiales  pour  qu'il  en  soit  ainsi? 

2.  I*  Une  plaque  pesante  ABC  dont  le  périmètre  contient  un  segment  recti- 
iigne  AB  s'appuie  par  ce  côté  AB  sur  un  plan  fixe  qui  est  horizontal  et  sur 
lequel  AB  glisse  sans  frottement. 

Cette  plaque,  qui  est  immobile  à  l'origine  du  temps,  est  abandonnée  à  l'action 
de  la  pesanteur. 

On  ficmande  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que,  pendant  le  mou- 
vement, le  c«Hé  recliligne  AB  se  déplace  parallèlement  à  sa  position  initiale. 

2"  La  condition  demandée  est,  en  particulier,  satisfaite  pour  une  plaque  homo- 
gène dont  le  périmètre  est  une  demi-circonférence  de  cercle. 

On  considère  une  plaque  homogène,  demi-circulaire,  dont  le  rayon  est  égal  à 
«*;  on  suppose,  en  outre,  qu'à  l'origine  du  temps  la  plaque  est  immobile  et  fait 
■tvec  le  plan  horizontal  un  angle  de  30". 

On  demande  de  trouver,  «lans  ces  hypothèses  particulières,  une  limite  supé- 
t*ieure  et  une  limite  inférieure  du  temps  qui  s'écoule  depuis  l'origine  jusqu'à 
'^instant  où  la  plaque  semi-circulaire  vient  coïncider  avec  le  plan  horizontal. 

{Agrégation,  iSgS) 

3.  Équations  du  mouvement  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  horizontal  par- 
faitement poli.  —  Ou  suppose  le  corps  terminé  par  une  surface  convexe  quel- 
conque S,  définie  comme  il  suit.  Soient  Gxyz  les  axes  principaux  d'inertie  re- 
latifs au  centre  de  gravité  :  menons  un  plan  tangent  P  à  la  surface  S  et  appelons 
V,  Y*,  v"  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  G  s,  au  plan  P  avec  les 
axes  Gxyz;  la  distance  î^  du  plan  tangent  P  au  point  G  est  une  fonction  connue 
de  y.  Y%  y",  et  les  coordonnées  :r,  y,  z  du  point  de  contact  sont  également  des 
fonctions  connues  de  y,  y',  y"  :   par  exemple,  si   S  est  un  ellipsoïde  ayant  des 

axes  <2,  A,  c  dirigés  suivant  Gxyz,  on  a  pour  ^  la  valeur  v/«*y^-l- ^"T'^-t- c-y*^. 

Supposons  alors  le  corps  placé  sur  un  plan  horizontal  fixe  P  et  prenons  les 
mêmes  axes  fixes  G  ;TjÎJ  que  dans  le  cas  où  la  surface  S  est  de  révolution  (n*407). 

Appelons  8,  9,  C^  les  angles  d'Euler  du  trièdre  Gxyz  avec  le  Irièdre  Gj7,^jZ, 
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parallèle  aux  axes  fixes.  Le  corps  étanl  tangent  au  plan  horizontal,  la  vei 
cale  G  5,  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  et  le  JJ  du  centre  de  gravité  est  i 
fonction  connue  des  cosinus  y,  y',  y"  qui  ont  pour  valeurs  sin6  sinç,  siaOco 
cos6.  On  a  donc 

;=/(0,?); 

de  plus  les  coordonnées  x.  y,  z  du  point  de  contact  par  rapport  aux  axes  G  j 

sont  aussi  des  fonctions  connues  de  0  et  9. 
Daprès  cela  la  position  du  corps  dépend  de  cinq  paramètres  Ç,  t,,  8,  îp,  4'- 
Les  seules  forces  extérieures  étant  le  poids  et  la   réaction   normale  R  diri 

parallèlemeiil  à  G-;,,  on  a  d'abord  (mouvement  de  G) 

On  appliquera  ensuite  les  équations  d'Euler  au  mouvement  relatif  autour  de 
Les  seconds  membres  I-,  M,  .\  de  ces  équations  sont  les  moments  de  la  réaction 
par  rapport  aux  axes  Gjt,  (iy,  i\z.  Or  H  a  pour  projections  sur  ces  axes  P 
Hy',  Ky*  et  est  appliqué  au  point  de  contact  de  co(»rdonnées  x,  y,  z. 

Donc  L,  M,  N  ont  pour  valeurs  1<  (^'y"— 5 y'),  R  (^y  —  xy*),  B( xy'  —  ^'y), 
les  trois  parentlièses  qui  multiplient  H  sont  des  foiiction>  connues  de  0  et  5.  < 
a  ainsi  six  équations  pour  définir  ;,  t,,  0,  9,  ^  et  M  en  fonction  du  temps, 
projection  horizontale  de  G  est  animée  d'un  mouvement  rectiligne  uniforn 
On  a,  en  outre,  deux  intégrales  premières  fournies  par  les  théorèmes  générau 
1°  forces  vives 

M;''4- A/>2-+-  H^:-f-  Ct-  =  —2Mg^-^  h. 

Dans  le  mouvement  autour  de  G  la  somme  des  moments  des  quantités  de  nv 
vement  par  rapport  k  Gz^  est  constante 

\p  sin6  sin  v  -{-  Bq  sinO  C059  -r  Cr  cosô  =  k. 

4.  Comment  faut-il  modifier  les  forujules  de  l'exeroire  précédent  quand  lec« 
pesant  est  limité  par  une  portion  de  surface  développable  et  touche  alors  le  j 
horizontal  tout  le  long  d'une  génératrice  de  cette  surface? 

5.  Mouvement  d'un  cône  droit  de  révolution  homogène  et  pesant  glissant.  5 
frottement  sur  un  plan  horizontal. 

Le  cône  va  toucher  le  plan  suivant  une  génératrice  :  le  centre  de  gravité  et 
sur  l'axe  du  cône  on  pourra  prendre  cet  axe  pour  axe  G  z,  La  Géométrie  mooB 
que  ^  et  0    «ont  constants  :  d'ailleurs  A  =  B.  I-es  réactions  du  plan  reneontr - 
toutes  l'axe  du  cône  Gz,  on  a  r  =  /•„;  les  théorèmes  des  forces  vives  et  des  n 
ments  montrent  alors  que  9'  et  'y'  sont  constants.  Les  angles  z  et  y  varient d< 
proportionnellement  à  t. 

6.  Trouver  le  mouvement  du  cône  de  l'exercice  précédent  en   supposant  qu 
ait  fixé  sur  la   buse  du  cône  deux   points  matériels  égaux   diamétralement  c: 
posés. 

Alors  A  et  H  ne  sont   plus  é|;'aux.  On  obtient  quatre  intégrales  premières 
appliquant  le  théorème  du  mouvement  du   centre  de  gravité  G,  le  théorème  - 
forces  vives  et  celui  des  moments  par  rapport  à  G  z^. 

7.  Une  sphère  creuse,  pesante  et  homogène,  glisse  sans  froltemenl  sur  aa  p 
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1.  Un  point  M  pesant  glisse  sans  frottement  à  l'inlcrieur  de  la  sphère, 
ni  du  système. 

e.  —  Le  mouvement  du  système  dépend  de  7  paramètres  :  1  pour  fixer 
n  du  centre  de  la  sphère;  3  pour  fixer  la  position  de  la  sphère  autour 
nlre,  et  2  pour  fixer  la  position  du  point  mobile  sur  la  sphère, 
juons  d'abord  que  le  mouvement  de  la  sphère  autour  de  son  centre  C 
son  centre  de  giaviié)  est  immédiatement  connu.  Les  forces  qui  sollici- 
'hère,  considérée  comme  un  système  isolé,  sont,  en  effet,  son  poids,  la 
Ju  plan  et  la  réaction  du  point  mobile,  toutes  passant  par  le  centre  C. 
e  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  généralise,  le 
:olal  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  au  point  C  est  donc  con- 
le  mouvement  de  la  sphère  autour  de  son  centre  est  une  rotation  uni- 
Lour  d'un  axe  passant  pur  C  et  fixe  dans  la  sphère  et  l'espace, 
s  il  suffira  de  quatre  intégrales  pour  achever  de  déterminer  le  mouve- 
ux  intéf;rales  sont  données  par  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de 
Lii  montre  que  la  projection  horizontale  du  centre  de  gravité  du  système 
e  d'une  translation  rectili^jne  et  uniforme. 

Ions  alors  le  syslèmc  à  trois  axes  de  directions  fixes  ayant  pour  origine 
ion  g  du  centre  de  gravité  G  sur  le  plan  horizontal  qui  contient  le  centre 
ire,  soit  ^  ^-r,,  ^r,,  ^2,  ),  gz^  étant  vertical.  Pour  étudier  le  mouvement 
rt  à  ces  nouveaux  axes,  il  n'y  aura  pas  h  changer  les  forces  extérieures 
s  au  système,  parce  que  le  nouveau  trièdre  est  anime  par  rapport  à 
l'un  mouvement  de  translation  rertiligne  et  uniforme. 
nt'  la  masse  de  la  sphère,  m  celle  du  point.  On  a,  en  désignant  par  fl 
ie  la  sphère, 

(.(;  =  A  .-  —— H,  MG  =  a  r^       ,'^'      R. 

m  4-  ni  '         tu  -i-  m 

lion  des  deux  points  M  et  G  e^t  définie  par  l'angle  0  de  la  projection 
le  de  CG  avec  gXy  et  l'angle  'f  de  CCm  avec  gz^.  Le  mouvement  du  point  C 
ne  que  si  ce  point  élait  un  point  matériel  de  masse  ni'  au<]ucl  seraient 
s  toutes  les  forces  extérieures  appliquées  à  la  sphère  (pesanteur,  réac- 
liile  du  pl^n  horizontal,  réaction  du  point  M  sur  la  sphère  dirigée  selon 
Ion  appli(|ue  au  syslèmc  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
ni  par  riipport  à  gz^  et  le  ihéruème  des  forces  vives,  on  obtient  deux 
•  premières  qui  déficiissent  6  et  9  en  fonction  de  t 

sin-'iO'  —  const., 

m  \-  -V-  m  UL-)  siir  9O'-  -i    [(  ni'\--\-  nt  ;jl-  )  cos-9  ■+■  m  W  sin-^jcp'- 
=  —  2  /ng  W  cos  '9  -f-  const. 

élimine  0'  entre  ces  <leu\  équalions,  on  a  t  en  9  par  une  quadrature. 

[r*AiM.i:vK,  Leçons  sur  l'intégration 
des  équations  de  la  Mécanique  (llermann).J 

vement  d'une  s/dière  pesante  et  homngtne  glissant  sans  frottement 
lipsoide  de  révolution  à  axe  vertical  Oc. 

e.  —  Les  forces  extérii  ures  apjjliijuies  à  la  sphère  sont  la   pesanteur  et 

m   de  rellij)voï(le   (normale   à    la   surface)   :   ces   forces  passant    par    le 

de   la  sphère,   le   mouvement  de  la   sphère  autour  de  ce  point  est  un 
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i.    :r  :"  !ii    axe  fixe  iaa*  .'-tfo*;.?   rn   uu 


i      in. '-:«.*  ,i   rellips«iii^    linsi:     i'  17^  .L 

-  T^  :i^    itî'î  moinenlï!  ap  •.;  ri  :    à   •. 'i  :  aafl 

lin.-..-:  î:    ^  :ii«>(i veinent. 

(  Paixle\~..  .•^:  !..  3.   '. 


jLi'.Lt    ,-ïinet  (la  axe  de  sym-r'-n*?.  »>:  ai^ 
,-  ??-?r  "dD*  frottement  *ur  aa   .■tfr'î-f  tt! 
— .    i;f*   le  O.  Mouvement  li  *v»'.irîU'î 
r-:::::»ji    j*iin*rtie  relai  Vf?mea:  ix  pi>:at  C 
■'*     \—     r:ii(.-ipau\  «l'inerlir   r-f-it.:*  a  O.  O 
'•V    ;«.'rî/outaIes  reclan^'ilatr»  iie*.  01 
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.  --:     -  -ir    »-:  ?«»Q  «,  est  CDn^^taQt.  et.  parf 

L'vr^me  <le^  mtiments  des  qaaatit< 
- 1-.  ..'-u    te  <  t  rencontre  et  a  laquelle  la 
\      ..«  i.v.>ï     remieres  du  moaremeat 

■  '  --  'I. 
-.  -:  >  -  —  C  /•  cos  0„  —  K  . 


•m  '     '»•*-. 


r  =  y'  ctw9, -1-  ç  . 


<»  •    -Il  IV.  ■   ■ 
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ur  :ae  t|u«idrature. 

P.vLfLEVE.  ibid.,  p.  ùl.) 

•  iM'  ^•"11'  c>t  tra^erï^  suivant  sot  i 
•II.     .  «•  «a  dont  les  extrémités  gli>set 
«  .1    'uiMiléles.  M'^uvement  de  ce  corp- 

<  '•K   u    ti'ux  paramètres  :  un  poar  d^ 
■  ^■:-«ir    -t.iiisunte    VB.  et  ud  pour  fix» 


î  .^nif  pr».Mnière  du  mouremeot. 
-<-.    ir   a  pesanleur  »l  les  réactions  d^^^** 
.\  ■    le   révolution  AB;  si  donc         ^^ 
::    -,  :i    •■  ntn»  de  gravité  G,  point  p<^-  '^'^ 
t  !•     ;  <^  .'•{(talions  d'Euler  m'>otre  que      '« 
■i-«.tiiiaiiee  du  solide  dans  ce  moaV^* 
.  «*-..•-  rT-miere  du  mouveaient. 
'^1  tiu*.Lres.  et  l'oa  en  a  deux  ioté^rv/c* 
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c  Je  calcul,  on  prendra  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  commune 
Toiles  L  et  L';   pour  origine  le  milieu  de  leur  plus  courte  dislance; 
ies  xy  un  plan  perpendiculaire  à  O^;  pour   axes  des  x  et  des  y  les 
des  projections  de  L  et  L'  sur  ce  plan. 

int  0  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  projection  de  Taiguille  sur  le  plan 
•l>  l'angle  que  fait  un  plati  passant  par  Taiguille  et  lié  au  solide  avec 
jetant  Taiguille  sur  le  plan  des  xy,  on  arrive  à  des  expressions  de  la 


Va  C0S2 
a'  cos 


2O  -I-  A  sin  ?0  -+-  C    ,, 

«9, 


fi  ~  b'  sinfi -h  C 
0  -h  0  cos  oi=.\t  -h  \j.. 


t  des  constantes,  et  a  désignant  l'angle  constant  de  Taiguille  avec  Oz. 
•écède  s'applique  au  cas  où  les  droites  L  et  L'  se  rencontrent.  Il  faut 
part  le  cas  particulier  où  les  deux  droites  sont  parallèles. 

[  Painlevé,  Leçons  sur  l'intégration 
des  équations  de  la  Mécanique  (Hermann),  p.  36;  iSgS.] 

>rp5  solide  pesant  a  deux   de  ses  points  A  et  B  qui  glissent  sans  frot- 

deux  droites  fixes  parallèles  L  et  L'.  Mouvement  du  système. 
;  de  gravité  G  du  solide  n'est  plus  en  général  sur  la  droite  AB.  Soit  P 
la  pcr[)endiculaire  abaissée  de  G  sur  AB.  Le  point  P  décrit  une  droite 

L,  L'  et  que  nous  prenons  pour  axe  des  z.  L'axe  Ox  est  une  perpen- 

L  et  L'  menée  dans  le  plan  de  ces  droites. 

paramètres  par  lesquels  on  peut  définir  la  position  du  système  sont  !^, 
et  'y  l'angle  du  demi-plan  ABG  avec  le  demi-plan  AB-s,  compté  positi- 

gauche  à  droite  autour  de  la  direction  AB. 

bmc  du  mouvement  du  centre  de  gravité  appliqué  à  O  2  nous  donne  une 
ilé^rale  du  mouvement  :  en  effet,  les  réactions  en  A  et  B  étant  nor- 
ct  à  L',  on  a 

înt  par  a,  p,  v  les  composantes  suivant  Ox,  Oy,  Oz  de  la  pesanteur 
e  sur  l'unité  de  masse);  donc 

ème  des  forces  vives  nous  fournit  une  autre   intégrale   où    figurent  ^, 
Si  l'on  y  remplace  Ç  et  ^'  en  fonction  de  t,  on  trouve  que  t  s'élimine 
épcnd  de  t  par  une  quailralure. 

y '-  [  A  H-  cos-  6  ]  =  B  cos  ^^  -r-  C  sin  -^  4-  /< , 
nt  par  A,  B,  C  des  constantes.  (  Painlevk,  ibid.,  p.  38.) 

?xlrcmilés  A  et  A'  d'une  barre  liomoijènc  pesante  de  longueur  a  /  et 
W  sont  assujetties  à  glisser  sans  frottement  sur  deux  plans  horizontaux 

pour  é<iualions  z—:^a  :  eha<|ue  point  de  cette  barre  est  attiré  par 
'  proportionnellenienl  à  sa   masse  et  à  sa  distance.  Trouver  le  mouve- 

barre  et  les  réactions  des  plans. 
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On  appellera  ;  el  t,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  de  I*  Iturrr  cif*  1» 

plan  xOy,  6  l'angle  constant  que  fait  la  barre   avec  la  vi-riic^te,  =  J*6i'<  qtK 

fait  la  projection  de  la  barre  sur  le  plan  xOy  avec  l'aie  Ox  et  a  }'k\.iT^c:t**tM 

point  0  sur  Tunité  de  niasse  à  l'unité  de  distance. 

dz 
Chercher  la  surface  décrite  par  la  barre   quand  la  valeur  ioitikle   d*    -^  ♦*: 

égale  à  ;x.  (Dans  certains  cas  particuliers  cette  surface  est  un  hjjtf^iioii-iiS* 

13.  On  considère  un  corps  stdide  S  posant,  ayant  la  forme  d'un  cV>t>f  ^r  -•:ii"iiS 
le  rayon  de  base  est  R.  Le  centre  de  gravité  de  ce  corps  e*l  ^iloc  tii  te  p'!*;" 
de  rax<>  de  révolution  du  cône,  à  une  dislance  R  de  sa  base.  L'c]]i;»?>.>'i.:(  j'.bsrtK 
du  corps  S  relatif  au  centre  de  gravité  O  e>t  une  sphère. 

Le  cône  S  est  mobile  autour  de  son  contre  de  gravite  O,  *apfK»**r  tif.  rt  U 
circonférence  do  sa  base  csl  tangente  à  un  plan  horizontal  ti\t  U  nXut  *D-Jf^«^ 
du  point  O  à  une  distance  R  de  ce  point. 

Kludier  le  mouvement  du  corps  S  en  supposant  que  la  circonfcrfu  *  if  t*' 
du  cône  glisse  avec  frottement  sur  le  plan  II. 

Calculer  la  réaction  du  plan  I!  et  colle  du  point  fîxe  O. 

Conditions  initiales.  —  Soient  00'  la  perpendiculaire  abai««re  do  jiwBl'.'W 
le  plan  II  et  OC  la  position  initiale  de  la  perpendiculaire  abais««f  àm  fKiitf  '.' 
sur  la  base  du  cône  : 

A  répo(jue  t  =  o,  l'axe  instantané  de  rotation  est  situé  dans  l'anxlf  C'V'trtk 
sens  de  la  rotation  initiale  est  choisi  de  telle  sorte  que  le  cor^i*  S  if-fntt  ?*  1* 
plan  IL  {Agrégaiiom^  iV- 

14.  Ima;;inons  un  solide  posant  qui  remplisse  les  conditions  Miiiaoïft'. 

1"  Le  solide  est  terminé  par  une  arête  vive  ayant  la  forme  d'aa  cerc>  R  fi* 
centre  II  et  de  rayon  a\ 

i"  Le  centre  de  gravité  G  du  corps  est  situé  sur  la  perpendiculaire  H:  rî«î» 
par  le  contre  I!  au  plan  du  cercle  K: 

3"  L'ellipsoïde  d'inorlio  relatif  au  centre  de  gravité  G  fst  de  rcv*.tlnlio»  ••t-* 
«le  cctl<'  |)or|>ondiculairo  Ihic. 

Sup|)oson>  ensuite  que  le   corps  solide  ainsi  constitué  soit  a«*«jelii  a  r.iKt 
«itii»»  ;:lissor  sur  un  plan  horizontal  fixe  et  cherchons  les  équations  «la  m«'Oie»f«'- 

Soit  I*  lo  point  de  contact  du  cercle  K  avec  le  plan  fixe.  Prenon*  '-•■msK  '*i- 
gine  mobile  (î  et  c<»mme  trièdre  de  référence  les  axes  suivauls  :  i*  la  droilrôi 
parallcio  a   la  droite   PII  (jui  joint  le  centre  du  cercle  k  aa  point  de  c*''BtA<-t  P: 
j"  la  droite  iU\  z  n<»rniaie  au  pli-n  du  cercle  K  ;  3*  la  droite  Gx  perpenJiciiUift 
au  plan  zi\y. 

iM'^ignons  j>ar  0  ran;:lo  de  i\  z  avec  la  verticale  ascendante  Oz^  el  par  .  Taiclc 
tU'  Gx  a\oc  une  horizontale  lixo.  Ces  deux  angles  déterinineot  U  p^i'Sitioa  4i 
Irifdio  i'txvz. 

l'oiir  lixt-r  la  f>o>ition  du  C(»r|is  solide  par  rapport  au  trîiHJre  Gxji^s.  il  «-afStie 
cf>iinaMro  rdii^h-  9  quo  f;iil  un  ra\on  tlu  cercle  K,  invariablemcni  lié  *%  corf*- 
a\«f  l'ax*'  G)'.  La  rotation  iiisiant.inée  il  du  trièdre  el  celle  d«  o*rp*  «•  s*^*! 
tlonnéo-»  par  Ir».  môme*^  formnli"*  que  dans  le  cas  du  cerceau  (  n*  41.  t. 

Kn  appliqu.iht  une  méthode  identique  à  celle  de  ec  numéro  el  fjisaat  HC  =  e. 
on  troino  tinali-mont  que  q  v\  r  sont  donnés  en  fonction  de  6  par  dea&  eqaaUoK 
linéjii(>  cl  homogènes  simultanées  du  premier  ordre,  et  qae  relmiBaiiv^a  de  f 
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conduit  à  réqualion  linéaire 

r/V  ^dr  Ca  ,  ^  . 

donnant  /•  en  fonction  de  6.  En  remontant,  on  a  ^  en  fonction  de  6. 
En  prenant  ensuite  réquation  des  forces  vives 

M--+-  v''--h  »v^-t-  A  (  y>=-f-  ç'  )-hCr' 
=  —  9.g{a  slnfi  -{-  c  COS0)  -+■  /*, 

on  obtient  6  en  fonction  de  t  par  une  quadrature. 

(  ArPELL^  liendi  Conli  del  Circolo  Afatematico  di  Palermo, 

août  1899.) 

On  peut,  par  une  méthode  analogue,  étudier  le  mouvement  d'un  corps  pesant 
de  révolution  assujetti  à  rouler  .sans  f^lisser  sur  un  plan  horizontal  fixe.  Nous 
reviendrons  sur  ce  problème  en  Mécanique  analytique,  comme  exemple  de  sys- 
lènirs  nf)n  holonomcs.  On  trouvera  une  étude  détaillée  de  ce  problème  dans 
rOfiuscule  intitulé  :  Les  mouvements  de  roulement  en  Dynamique  (  Collection 
Scientia.  C.  Naud,  éditeur). 

15.  nnulenicnl  d'une  sphère  sur  une  sur/ace  [RouTii,  Advanced  part  0/  a 
Treatise  on  llie  Dynamics  of  a  systeni  of  lîigid  Bodies  (London,  Macmillan 
and  O,  188  |,  p.  ii.'3)].  —  Soit  une  sphère  homogène  de  rayon  a  et  de  masse  i, 
as^njcttii'  à  rouler  et  pivoter  sur  une  surface  donnée  et  sollicitée  par  des  forces 
qui  Hdtnellent  une  résultante  unique  passant  par  le  centre. 

S'»it  G  le  centre  de  la  sphère.  Prenons  pour  axe  G 2  la  droite  joignant  le  point 
He  contact  de  la  sphère  avec  la  surface  au  point  G  et  pour  axes  Gx  et  Gjk  deux 
a\cs  perpendiculaires  quelconques  :  le  plan  xÇ>y  est  alors  parallèle  au  plan  tan- 
cent à  la  surface  au  point  de  contact. 

Appelons  V  la  vitesse  absolue  du  point  G  et  m,  v,  w  ses  projections  sur  les 
axes  mobiles  :  la  vitesse  V  étant  parallèle  au  plan  tangent  commun  à  la  sphère  et 
il  la  surfa»  c  sur  lafjucllc  elle  roule,  on  a  tv  =  o.  Soient,  comme  plus  haut,  Q  la 
rotation  instantanée  du  trièdre  ^^xyz  el  P,  Q.  Il  ses  composantes,  w  celle  de  la 
î^plicre  el  //.  </,  /•  sis  composantes. 

Soitnt  \.  ^  ,  Z  les  composantes  de  la  résultante  des  forces  appliquées  sui- 
vant Gj:,  g  r,  G;;;  la  réaction  de  la  surface  se  compose  d'une  force  normale  II 
tiirigre  dans  le  sens  ('•  c  el  d'une  force  tangentielle  dont  nous  appellerons  F  et  F' 
les  composantes  suivant  Gj:  et  G^.  Désignons  aussi  par  A'  le  rayon  de  gyration 

de  la  sphère  autour  d'un  diamètre  k  = 


j 


Les  équations  du  mouvement  sont 


du 

—  Uv 

a'- 

a 

A- 

X 

-H 

A- 

dt 

a- 

'-h 

A^ 

dv 

i    \\u 

(f 

<7' 

■4- 

A^ 

V 

— L 
1 

A- 

dt 

a- 

'  — 

A-- 

aPr, 
a  O  /•. 


Ces  é«jualions  montrent  «pie  le  ri-nlre  de  gravité  se  meut  comme  le  centre  de 
gravité  d'une  sphère  idenlique  assujettie  à  glisser  sans  frottement  «^ur  la  même 
surface  el  sollicitée  :  1"  par  une  force  appliquée  en  G  el  ayant  pour  composantes. 
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A-  A' 

suivant  Gjt  cl  Tiv, —aPr  et  -^ —  aOr;  j*»  par  une  force  égale  à  la  f»»rce 

a  -r- A-  a--^  k'      ^ 

réellement  appliquée  (X,  Y)  réduite  dans  le  rapport  — ; tï* 

16.  Exemples.  —  Si  la  surface  fixe  sur  laquelle  roule  la  sphère  est  un  plan, 

P  et  Q  sont  nuls.  Si  donc  une  sphère  homogène  roule  et  pivote  sur  un  plan 

fixe  sous  l'action  de  forces  admettant  une  résultante  unique  qui  passe  par 

son  centre,  le  mouiement  du  centre  est  le  même  que  si  le  plan  était  parfaite- 

5 
ment  poli  et  les  forces  appliquées  réduites  aux  -  de  leurs  valeurs.  (Routh, 

loc.  cit.,   p.   I2().) 

Pour  d'autres  exemples,  nous  renverrons  au  Traité  de  Routh  qui  contient  uo 
grand  nombre  d'élégants  exercices,  notamment  le  roulement  d*une  sphère  sur 
une  sphère,  sur  un  cylindre,  sur  un  cane,  les  petites  oscillations  autour  d'ooe 
position  d'équilihre  stable  ou  d'un  mouvement  stable. 
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CHAPITRE  XXII. 

MOUVEMENT  RELATIF. 


I.  -  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 

413.  Équations  du  mouvement  relatif  d'un  point.  —  Les  équa- 
lions  de  Lagrange  permelleni,  comme  on  l'a  vu,  de  trouver  le 
mouvement  relatif  d'un  point  par  rapport  à  un  système  animé 
d'un  mouvement  connu  (n°'  259,  263,  282)  et  nous  verrons  plus 
loin  que  ces  mêmes  équations  s'appliquent  au  mouvement  relatif 
des  sjslèmes  holonomes.  Une  théorie  particulière  du  mouvement 
relatif  n'est  donc  pas  indispensable;  néanmoins,  à  cause  de  l'im- 
portance de  la  question,  nous  la  traiterons  directement. 

Le  problème  se  pose  comme  il  suit  :  soit  un  système  de  forme 
invariable,  S,  animé  d'un  mouvement  connu  et  un  point  matériel  m 
sollicilé  par  certaines  forces,  trouver  le  mouvement  relatif  de  ce 
point  par  rapport  au  système  S  qu'on  appelle  système  de  com- 
paraison. Pour  définir  le  mouvement  du  système  de  compa- 
raison S,  il  suffit,  comme  nous  l'avons  fait  en  Cinématique  (n"4o), 
de  définir  le  mouvement  de  trois  axes  Oxyz  invariablement  liés  à 
ce  système.  Le  point  m  possède,  à  chaque  instant,  une  vitesse 
absolue  V«,  une  vitesse  relative  Vr  par  rapport  au  système  de 
comparaison,  et  une  vitesse  d'entraînement  V^;  entre  ces  trois 
vecleurs  a  lieu  la  relalion  géométrique 

Pour  les  accf^lérations,  on  a  une  formule  analogue  avec  un 
terme  de  plus  :  soient  J^  Taccélcralion  absolue,  J;.  l'accélération 
relative,  J<.  l'accélération  d'enlraînement  et  J'  un  certain  vecteur 
appelé  accélération  complémentaire,  on  a  l'égalité  géométrique 
(n«  39) 

(I)  (Ja)  =  (Jr)-f-(Je)-f-(J'). 
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Ces  rt'suhals  élanl   rappelés,  venons  au   problème  qui  n^zzDn* 
occupe  actuellemenl.  La  résultante  F  des  forces  agissant  «u i^c- le 
point  m  est  é^ale  à  racoélération  absolue  J^  du  poiol  maltipsliè 
par  la  niasse  m.  On  a  donc,  d*après  (i)  la  nouvelle  égalité gêoiKs^ 
trique 

( '2  )  ( F  )  =-^  »  m  J .  »  -h  ( m }c )  -r-( mi' }, 

ou 

(iClle  éj^alilé  j;éométrii|ue  se  traduit  algébriquement  par troi5 
é(|ua(ioiis  obtenues  en  projetant  les  vecteurs  considérés  sur  les 
axes  mobiles:  on  obtient  ainsi  ce  qu'on  appelle  les  équationsdH 
nHuts^rnirnf   n\'ti(i/\  Les  projections  de  Jr  sur  les  axes  mobiles 

O.D  V  sont  -.'  •     .'    »  *  .^Tî  "ous  appellerons  X.  Y,  Z  celles  Je  la 

t/t*      itt*     (tt-  *  * 

force    K,   i^Jc.\r.    'J,-\-.   'Jc-\-    celles  de  Taccélération  d'cntraîne- 

nuMit  J,.,  J,,  J,,  J.  oelle»^  de  .1'.  On  a  alors  les  trois  équations 

m  '  ^^^   =  \  —  //i {ic)x—  "i  J^. 

(\)  .    //i  —  y   —  1   —  m[^Jf)y — mjy, 

'.•I     ,  ^    -  -  /.  —  nu},.) //i  J  - . 

ttf' 

Lf*s  pri\jeiiions  de  J,.  et  J  sont  connues,  car  on  connaît  le  mon- 
venuMil  du  >\Nlcuie  de  comparaison  S  ou  mouvement  d'entraînf- 

I\ir  rinlri^raliou  des  oqualiouN  différentielles  (4)  on  obtiendra 
j\  I  ,  c-  en  l\>nelion  île  /,  l 'est-à-dire  les  équations  du  mouveniwl 
ri»lalir  cbtMvIié  sous  forme  finie. 

IVuir  rappeler  la  forme  des  équations  diflTérentielles  (.{)  on  donne 

de-*  noms  aux  deu\  \eeteurs  —  ywJ^'i  et  —  (/iîJ')donl  les  projec- 
tions li^urenl  d.in^i  ces  éipiations. 

On  appciit'  'l»/i'r  r.v/.'//77/Ar'*  ou  encore /brce  rf'i/i^r/ie  rfV/i- 
triihirmrnt  \c  \eiieur  — <  mJ^^  éj;al  et  opposé  au  produit  de 
l'arreleialli^n  d'enlrainement  |»ar  la  niasse,  et  force  centrifuge 
io////N>.\»  «'  \c  \i\  iiMir  -  ^m]  '  è^al  et  opposé  au  produit  de  l'acce- 
Irralion  i\»inp!i'nu'ntalre  par  la  masse. 
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En  résumé  :  Les  équations  du  mouvement  relatif  d^ un  point 
)ar  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz  sont  les  mêmes  que  si  ces 
ixes  étaient  fixes  et  si  Von  ajoutait  aux  forces  qui  agissent 
'éellement  sur  le  mobile  deux  forces  fictives,  la  force  centri- 
fuge (ou  force  d'inertie  d'entraînement)  et  la  force  centrifuge 
omposée, 

La  définition    géométrique    de    la  force    centrifuge    composée 

-  {mJ')  résulte    immédiatement  de  celle  de  J'.  Les  projections 

—  mJ'j.,  — m  J'y.,  — mJ'^  de  cette  force  sont,  d'après  les  valeurs 
lonnées  pour  les  projections  J^,  J'^.,  J^  (n"  59), 


—  2  m 


5) 


/     (/z  (ty\  l    dx  dz\ 


I  -'im{ 


dy  dx 


)ii  /?,  q^  r  sont  les  projections  sur  Oxyz  de  la  rotation  inslan- 
anée  o>  du  système  de  comparaison. 

414.  Force  vive  relative.  —  On  peut  évidemment  faire  sur  les 
iqualions  (4)  toutes  les  combinaisons  analytiques  employées  dans 
'élude  du  mouvement  absolu. 

Par  exemple,  on  formera  une  combinaison  analogue  à  celle  qui 
;onduit  au  théorème  des  forces  vives,  en  multipliant  ces  équa- 
ions  (4)  respectivement  par  dx^  dy\  dz  et  ajoutant.  Dans  cette 
:ombinaison  les  termes  provenant  de  la  force  centrifuge  composée 
lisparaissent,  comme  il  résulte  des  expressions  (5),  et  Ton  obtient 
'équation 

— -  =  X  dx  -r-  Y  dy  -^'L  dz  —  /«(  Je)a:  <^l^  —  ''i ^  Jf  >>  dy  —  /«  (  J^ )s  dz. 

La  différentielle  de  la  demi- force  vive  relative  est  donc 
gale  au  travail  élémentaire  des  forces  appliquées  au  point  et 
!e  la  force  centrifuge.  Le  fait  que  le  travail  de  la  force  centrifuge 
omposée  est  nul  résulte  géométriquement  de  ce  que,  cette  force 
tant  normale  à  la  vitesse  relative  V,.,  est  normale  au  déplacement 
elatif  (^x,  dy,  dz, 

41o.   Équilibre  relatif.  —   On  aura  les  équations  de  l'équilibre 
A.,  II.  17 


-«.*    -r.     r--,-j'-»ï.       -ir^-     -     ".'-SI..    -^     JT^-ri- 


t  -  -• 


ft'    ^i 


i:- 


IIU  <K  .  i4 


t    »    -- 


-.     .-.-^;^     -  r^    -    -T'Tis.   .1*-    r-     -•7a..:ir?*-  T»iiâit  -n  -riirtitt:  fie 
^   . /•■  V'    •.'ni.*ii^'     -inii'— — .    -^    nuit*   iiu^pir*    ik    i.i';iar!i«  rciiîî'* 


j^jfpU^afUffi-    —    ^   "i.f'i    •/ -ï'Ui.ii''':    'vuiii    i' ui.  i***iii:  i*r?Ai>;  p:«tit: 

*  ■ 


/>  f  fv«*»'  v;'i^»*ii  f-^i-  j'-u-'^it  îcr  I*  l'vlnl  cftBridêrè  m  soDt  :  soa  poids 
///;/  •*  i^  r«^4't)'yrj  rjorffiï.rr  \.  P.'ur  at-.>ir  Jr^-  coodîtioD<  d'èqaîlibre  relatif. 
«i'/v  j/'/v»'/fi*  »*:;;r*r'i*:r  J4  ',0'jrLr:  C  •.••ruiur  ûif  t\  écrire  qu'il  v  a  éqvîlibrr 
«!.«»♦'  ',♦'«  'J^'iX  i'ti'*--  *-%.  \'é  fofcî  cenlrifuje  ♦. 

l'vif  '^l'ol'r  <«:ti<:  t\i'tui»:T^.  ri^iu«  <<jfi«idêreruns  le  point  jrêoniêtnqae 
é\*t  tifit^^Hi*:  *i*'  * otu\t4t'4t*'Ofi.  c'e«t-;t-dire  de  la  courbe  C,  coîncîdaDt  arec  in  : 
<f^«<r  !«■  ttnf*t^*'m*'tit  'iVntrairiement  ce  |»oint  décrit  le  parallèle  de  ravon 
>  f'///  •:'/»  4"  4'\i-i4t'toti  <:*i,  par  *uiie,  «u*3  et  dirigée  de  m  vers  P;  la 
^/f/l'  #  «-fiHifij;^''  '^  atitu  (iorr;  pour  valeur  /ncu^s  et  sera  dirigée  suirant  le 
^ii*t\nti'/,*'iiit*.ht  'if  V M.  Pour  <|u'i    v  ait  équilibre,  il  faut  et  il  svilit  q«e  les 
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forces  4>  et  mg  aient  une  résultante  R  normale  à  la  courbe.  Les  triangles 
semblables /nPQ,  /?i4>R  donnent 


PQ  = 


4> 


Les  positions  d'équilibre  sont  donc  les  points   de  la  courbe  où  la  sous- 

normale  est  égale  à  -^>  le  pied  de  la  normale  étant  situé  au-dessus  du 

point  P.  Si  au  point  A,  où  p  est  nul,  la  tangente  est  horizontale,  ce  point 
est  une  position  d'équilibre  quelle  que  soit  la  vitesse  de  rotation. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  donnée  soit  une  parabole  d'axe 
vertical    tournant   autour   de   cet   axe;    le   sommet  est  la   seule   position 

/> 
déquilibre  relalif,  à  moins  que  le  paramètre  de  la  parabole  soit  égal  à  -^ 

auquel  cas  tous  les  points  de  la  parabole  répondent  à  la  question.  De  là 
résulte  que  la  surface  libre  d'un  liquide  animé  d'un  mouvement  de  rotation 
uniforme  autour  d'un  axe  vertical  est  un  paraboloïde  de  révolution,  puis- 
qu'on peut  assimiler  une  molécule  liquide  de  la  surface  à  un  point  matériel 
pesant  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  la  méridienne. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  circonférence  de  rayon  R  ayant  (/ig.  24 'i,  H ) 


son  centre  Q  sur  l'axe  de  rotation,  la  condition  d'équilibre  devient 


QP  =  Rcosa=  —  , 


cosa  = 


(u»R 


Pour  qu'il  existe  une  position  d'équilibre  différente  de  A,  il  faut  donr 
que  w  soit  supérieur  à  4/ ^-  Lorsque  w  croît,  a  augmente  constamment 


r 


et  tend  vers  -•  Ces  résultats  donnent  la  théorie  sommaire  du  régulateur 

'2 

de  Walt  dans  les  machines  à  vapeur. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  circonférence  de  rayon  R  dont  le  centre  G  n'esl 
plus  sur  l'axe  de  rotation,  il  peut  y  avoir  deux  ou  quatre  positions  d'équi- 


•i6o 
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libre.  Proposant  la  solution  analytique  comme  exercice,  nous  nous  boroe- 
rons  à  la  remarque  suivante  (yî^.  245,  III).  Soient  m  une  position  dVqui- 

libre,  QP  la  sous-normale  correspondante  égale  à  —  >  O  la  projection  du 

centre  C  sur  Taxe  de  rotation  O;;.  Menons  la  droite  OE  égale  et  parallèle 
à  Qm  et  prenons  OD  =  QC,  DE  =  Cm  =  R.  L'axe  EF,  mené  par  E  pcr- 


2'|5. 


^^ 

_^ 

:^ 

\ 

>>^ 

^^-^ 

ïïtV 

v> 

^^^ 

H 

- 

(HI; 


pendiculairement  à  0>3,  occupe  une  position  connue,  car  OF  =  QP  = 


—  HP  ^  £.  - 


b»' 


Taxe  CDH  occupe  également  une  position  connue,  car  il  est  parallèle  à  0  -— ' 
d'ailleurs  DE  =  R.  La  droite  DE  est  donc  une  droite  de  longueur  R  passa, 
par  un  point  donné  0  et  dont  les  extrémités  E  et  D  s'appuient  sur  de^ 
axes  rectangulaires  donnés  Cil  et  FE.  Pour  trouver  la  position  d'équilil 
on  est  donc   ramené  à  ce  problème  de  Géométrie  :  par  un  point  0  niei 
une  droite  sur  laquelle  les  deux  axes  fixes  CH  et   FE  interceptent  u 
longueur  égale  à  R,  le  rayon  C//i  est  parallèle  à  cette  droite.  On  sait 
ce  problème  de  Géométrie  admet  deux  ou  quatre  solutions,  suivant  que 
point  O  est  à  l'extérieur  ou  à  riniérieur  de  l'épicycloïde  obtenue  en  pi 
nant  l'enveloppe  des  droites  de  longueur  R  dont  les  extrémités  gliss^^''*' 
sur  les  deux  axes  GH  et  FE.  Cette  remarque  a  été  tirée  par  M.  Gilbi^''' 
des  équations  d'équilibre   [Application  des  équations  de  Lagrange  ^^^ 
mouvement  relatif  {Annales  de   la  Société  scientifique  de  Bruxell^^f 
1883)]. 

Remarque.  —  Si  l'on  voulait  chercher  le  mouvement  du  point  sur  h 
courbe  mobile,  il  suffirait  d'appliquer  le  théorème  des  forces  vives  au 
mouvement  relatif,  en  remarquant  que  le  travail  élémentaire  du  poids  est 
—  mg  dz^  celui  de  la  force  centrifuge  4>,  mio'pc/pet  celui  de  la  force  cen- 
trifuge composée,  o.  On  aurait  alors  l'intégrale  des  forces  vives 


ms:\  = 


—  'inigz  -4-  moi'p*-!-  h. 


Les  positions  d'équilibre  relatif  s'obtiennent  en  cherchant  les  positions 
du  mobile  pour  lesquelles  la  fonction  des  forces  du  second  membre  est 
maximum  ou  minimum;  à  un  maximum  de  cette  fonction  correspond  une 
position  d'équilibre  stable.  On  vérifiera  ainsi  que,  dans  le  cas  d'ua  cercle 
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tournant  autour  d'un  axe  passant  par  son  centre,  la  position  d'équilibre  A 
C^fig'  245,  II)  est  stable  quand  elle  existe  seule;  elle  est  instable  quand  la 
position  Q/71  existe;  cette  dernière  est  alors  stable. 

416.  Mouvement  relatif  par  rapport  à  des  axes  animés  d'un  mou- 
-vement  de  translation.  —  Lorsque  le  système  des  axes  mobiles 
^ xyz  est  animé  d'un  mouvement  de  translation,  la  rotation  instan- 
tanée o>  de  ce  système  est  nulle  y  la  force  centrifuge  composée  est 
donc  nulle,  et  il  suffit,  pour  écrire  les  équations  du  mouvement 
relatif,  d'ajouter  aux  forces  agissant  réellement  sur  le  point  la 
force  centrifuge.  Pour  déterminer  cette  dernière,  remarquons  que 
tous  les  points  du  système  de  comparaison  ont  la  même  accéléra- 
lion  ;  l'accélération  d'entraînement  est  donc,  quelle  que  soit  la 
position  du  mobile,  égale  à  l'accélération  J  de  l'origine  mobile. 
Si  le  mouvement  de  translation  des  axes  mobiles  est  rectiligneei 
uniforme,  la  force  centrifuge  est  nulle  aussi,  car  J  est  nul. 

Exemple  :  Mouvement  d'une  planète  autour  du  Soleil.  —  Soient  S 
€1  P  le  Soleil  et  une  planète.  M  et  m  leurs  masses,  r  leur  distance  ;  l'attrac- 

tion  des  deux  corps  est  F  =  F' =  - — - — •  Cherchons  le  mouvement  de  la 

pfanèie  par  rapport  à  des  axes  Sxjrz  de  directions  fixes  menés  par  S.  Ces 
axes  étant  animés  d'un  mouvement  de  translation,  l'accélération  d'entraîne- 

Fig.  24^). 


'^^nt  J^  de  P  est,  à  chaque  instant,  égale  à  l'accélération  de  l'origine  mo- 

''^  S  :  la  grandeur  de  J^  est  donc  —  =  "^-^  et  sa  direction  le  prolonge- 

^'^l  de  SP.  La  force  centrifuge  4>  qu'il  faut  ajouter  à  l'attraction  F'  de  S 

^**  F*  est  donc  dirigée  suivant  PS  et  égale  à /?iJ<;  =  y* -^»  Cette  force  com- 

POst^ç  avec  F'  donne  la  résultanle 

/INI  m        fm^'  _  /ni(M  -h  m  ) 


r2  7-2  r2 


*-^  mouvement  relatif  est  donc  le  môme  que  si  le  Soleil  S  était  fixe,  mais 
^"^^it  une  masse  M  H-  m  (n"  235). 
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les  notations  du  n"  335, 


^Sm(x'^'-y^^')  =  SS(x'Y,-yX,)-î:m(6x'-a/); 


le  centre  de  gravité  étant  à  Tori^^inc  mobile,  la  dernière  somme  est  n 
car  on  a,  par  exemple,  I,mbx'  =  bl,mx'=  o.  Donc  le  théorème  des 
ments  des  quantités  de  mouvement  s'applique  au  mouvement  relatif 
système  autour  du  centre  de  gravité,  comme  nous  l'avons  démontré  a 
ment  (n*  335).  Appliquons  de  même  le  théorème  des  forces  vives  au 
vement   relatif  par   rapport   aux    axes    Gx'yz',    en    regardant  ces 
comme  fixes  et  introduisant  les  forces  centrifuges;  nous  aurons 

-4-  SSCX^  dx  -f-  \%  dy-i-Ze  dz')—  ^m{a  t/x'n-  bdy-^c  (f^'j. 

La  dernière  somme  est  encore  nulle,  car  Zmdx',  Zmdy,  Zmdz' ^^:^^^ 
nuls.  On  voit  ainsi  que  l'on  peut  appliquer  le  théorème  des  forces  vivcî^  ^^ 
mouvement  relatif  autour  de  G,  sans  tenir  compte  des  forces  fictives;  c*^** 
ce  que  nous  avons  déjà  démontré  (n"  350). 

420.  Exemple  de  mouvement  relatif.  —  Les  extrémités  d'une  bar"^^ 
homogène  pesante  de  longueur  il  sont  assujetties  à  glisser  sans  frott  ^ 
ment,  Tune  A  sur  un  axe  horizontal  Oj7,  l'autre  B  sur  un  axe  vertical 

Fig.  249. 


Trouver  le  mouvement  de   la  barre  en   supposant  que  le  système 
tourne  autour  de  Oy  avec  une  vitesse  angulaire   constante  a>.  (Ro^ 
Rigid  DynamicSy  Elementary  Part,  p.  343.) 

Les  forces  appliquées  à  la  barre  sont  le  poids  M^  appliqué  au  miliets 
et  les  réactions  normales  des  axes  Ox  et  Oy.  Four  trouver  le  mou\eim  « 
relatif  de  la  barre  par  rapport  à  ces  axes,  on  peut  les  regarder  coir» 
fixes,  à  condition  d'appliquer  à  chaque  point  m  la  force  centrifuge  ^ 
force  centrifuge  composée  4>'.  Nous  appliquerons  ensuite  au  meuve 
relatif  le  théorème  des  forces  vive*^,  en  nous  rappelant  que  le  travail 
forces  centrifuges  composées  est  nul,  et  en  remarquant  que,  dans  le  d^* 
placement  relatif,  les  travaux  des  réactions  sont  nuls.  Appelons  VLk*  ^^ 
moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  au  point  G,  0  l'angle  qu'elle  fo'' 


e 


Mi 

mt 
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de  sorte  que  les  coordonnées  J  et  r^  du  centre  de  gravité  sont 
sin6.  D'après  le  théorème  de  Kœnig,  la  force  vive  relative  de  la 
'I/^0'2-f-  MX:*0'*,  6'  désignant  la  dérivée  de  6  par  rapporta  /.  Le 
mentaire  du  poids  est  M^c^/j,  c'est-à-dire  M/Ç'/ cos6  <f6.  Enfin 
entrifuge  4>,  appliquée  au  point  m  d'abscisse  r,  est  parallèle 
pour  valeur  m(u*:r;  son  travail  élémentaire  est  nn»i^xdx\  si 
signe  par  p  la  distance  B  m,  on  a  ^  =  p  cosO,  et,  quand  la  barre 
=  —  psinôc^O;  d*où,  pour  rnia^x  dx,  la  valeur 

—  ma)*p2  sinO  cosO  ^6. 

la,  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  centrifuges  est 
sin6cos0é/0;  comme  Xmp'  est  le  moment  d'inertie  de  la  barre 
t  au  point  B,  moment  égal  à  MA'^-t-  M/*,  on  a,  pour  la  somme 
w  des  forces  centrifuges,  —  M(X:2-t-  /^)to-  sinO  cosO  <a^6.  L'équation 
vives  est  donc,  en  remarquant  que,  pour  une  barre  homogène, 

divisant  par  M, 

•>  /2  j  /2 

d  — -  0'^  =  £rl  «o'i  0  d(^  —  ^  (o2  si  II  0  cos  0  dH, 

immédiatement  0'  en  fonction  de  6  par  une  quadrature.  En  sup- 
ur  simplifier,  que  0'  soit  nul  pour  0  =  Oq,  on  aura 

0'2=  to2(sin0       sinOo)(  —7^^ sinO  — sinOo  )  ; 

ire  t  en  fonction  de  sinO  par  une  intégrale  elliptique  de  pre- 
ce  et  sinO  en  fonction  elliptique  de  t.  Dans  la  discussion,  il  faut 
que  sinO  ne   peut  prendre  que  des  valeurs    rendant  le  second 
•  sitif. 

-e  relatif.  —  En  divisant  par  dt  l'équation  du  mouvement  (i) 
11,  on  a 

-;-     =   — -  cosO  —  (0^  sinO  rosO. 
dr-  4  / 

les  positions  d'équilibre  relatif  en  égalant  le  second  membre  à 
ainsi  cosO  =  o  qui  donne  la  position  verticale,  puis 

4/(o2sin0  =  3a' 

ne  une  valeur  de  0  que  si  (o  est  suffisamnïent  grand.  Pour  nous 
iple  de  la  stabilité,  appelons  a  la  valeur  de  0  correspondant  à 
deux  positions,  et  faisons  0  =  a  4-  'f ,  où  cp  est  très  petit.  Nous 
*s,  en  subsliluant  et  (lévelo|)pant  le  second  membre  suivant  les 
de  c,  en  négligeant  les  puissances  supérieures, 

d'-o  fl^f:^    . 

—r-    =  —  o(   — 7  sin  a -h  tu^  coscîa 

dfi  '  \^l 
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Si  la  quantité  n  =   ~  sina-h  to*  cos2a  est  positive,  la  position  d'équilibre 

correspondant  à  0  =  a  est  stable,  et  la  durée  des  oscillations  infiniment 

27: 
petites  autour  de  cette   position  est    ,^;  si    celte    quantité   est   négalire, 

réquilibre   est  instable.  On    vérifiera    que,  quand   la  position   d'équilibre* 

verticale  /«=  -)  existe  seule,  elle   est  stable;  quand  la  position  d'éqoi — 

libre  oblique  exi.^te  aussi,  c'est  elle  qui  est  stable,  et  la  verticale,  instable — 

3/?- 
Le  cas  internnédiaire,  où  -7-7^;  serait  égal  à  i,  mérite  une  attention  pai 

liculière.  Alors  les  deux   positions  d'équilibre  se  confondent  avec  la  Ter 

ticalc;  si  l'on  fait  encore  0  =  ~  -h  cp,  q  étant  suppose  infiniment  petit,  1« — 

termes   en   o    disparaissent,   et   l'on   a,    en   ne   gardant   que   les  prcmie 
termes, 

L'équilibre   est    donc    stable,  car  o  tend  à  diminuer  en  valeur  absolut 
L'angle  (p  est  alors  donné  en  fonction  de  /  par  une  fonction  elliptique. 

La  barre  étant  abandonnée  sans   vitesse  dans   une  position  correspoi 
danl  à  ç  =  ©o(?o  infiniment  petit),  le  temps  qu'elle  met  à  revenir  dans  T 
verticale   est   en    raison   inverse  de  l'amplitude  îp©,  comme  on  le  vérifie» 
sans  peine. 

iil.  Corps  solide.  —   Cas  particulier  dans  lequel  les  forces  cent 
Juges  ont  une  résultante  unique.  —  Quand   le  système    mobile  est  • 
corps  solide,  les  forces  centrifuges  se  composent,  en  général,  en  une  for^ 
et    un    couple;    les    forces    centrifuges   composées   également.    AL   R 
i  Annales  des  Mines,  i853)  et  AL  Gilbert  {Annales  de  la  Société  sa 
tifique  de   Brujrelles,  1878)  ont  donné  divers  théorèmes  pour  la  rédi 
tion  de  ces  forces.  Voici  un  cas  où  les  forces  centrifuges  ont  une  résultai 
unique. 

Supposons  que  le  mouvement  des  axes  mobiles  Ojt^z,  par  rapport  as 
quels  on   clierclie  le    mouvement  relatif  d'un   solide,  soit   une  rotation» 
vitesse  angulaire  constante  oj  autour   d'un  axe  fixe  AB,  et  supposoos 
outre  que  la  parallèle  G;;',  menée  par  le  centre  de  gravité  G  à  Taxe 
rotation,  soit  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  G.   Alors  les 
centrifuges  ont  une  résultante  unique  égale  à  la  force  centrifuge  qu*aiifV^^ 
la  masse  totale  concentrée  en  G. 

En  effet,  prenons  Oz'  comme  axe  avec  deux  axes  perpendiculaires  Gjt^ 
Oy\  et  soient  x'  ■=.  a.  y'  •=  h  les  équations  de  Taxe  AB. 

La  force  centrifuge  4>  appliquée  à  un  point  ni  est 

4>  =  m  w*  //i/>, 


'a 
t 
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mp  est  la  distance  du  point  à  l*axe  AB;  ses  projections  sont 

nnyi^ix' — a),     ma>^(j^' — ^),  o. 
La  résultante  générale  de  toutes  ces  forces  a  donc  pour  projections 

Xma»'(a:' — a),     2/nai'(^' — ^),     o, 
—  Mw^a,     — IMw2^,     o, 

Fig.  25o. 
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'  'Ï.Tnx\  'Lmy'  sont  nuls.   Le   moment   résultant  de  toutes  ces  forces  a 
ur  projections 

antités  qui  sont  toutes  nulles  parce  que   l'axe  Qtz'  est  principal  pour  G. 

;s  forces  centrifuges  ont  donc  une  résultnnte  appliquée  en  G  ayant  pour 

éjections 

—  Moi'rt,     — Moj-^,     o; 

est  une  force  égale  à  Mco^GG'  dirigée  suivant  G'G  en  appelant  G' la  pro- 
ciion  de  G  sur  l'axe  AB. 

422.  Bicyclettes.  —  Nous  empruntons  à  l'intéressant  Ouvrage  de 
•  Bourlel  {Traité  des  bicycles  et  bicyclettes,  Gauthier-Villars)  l'appli- 
ï'on  suivante  de  la  théorie  de  l'équilibre  relatif.  La  pièce  principale 
'Oe  bicyclette,  celle  à  laquelle  toutes  les  autres  sont  fixées,  est  le  cadre, 
'  affecte  généralement  la  forme  d'un  pentagone  rigide  UQEIS  {/l^.  25i). 
'arriére  du  cadre  en  R  est  fixé  l'axe  de  la  roue  fixe  F.  En  avant,  le 
ïre  est  muni  d'une  douille  El  dans  laquelle  passe  le  tube  de  direction, 
tube  de  direction  est  terminé  en  ba«,  à  la  sortie  de  la  douille,  par  une 
'ï*che  EB'  dans  laquelle  passe  la  roue  directrice  D  dont  l'axe  est  fixé  à 
te  fourche  en  B'.  A  la  sortie  supérieure  de  la  douille,  le  tube  de  direc- 
ïi  porte  le  gouvernail  qui  est  un  tube  G.  sensiblement  horizontal,  ter- 
^é  par  deux  poignées  que  le  cycliste  tient  dans  ses  mains.  Le  cavalier 
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est  assis  sur  la  selle  S,  fixée  au  cadre  dans  la  partie  moyenne  supérieure.  Le 
cadre  de  la  machine  présente  un  plan  de  symétrie  qui  contient  l'axe  de  la 
douille  El,  le  centre  de  la  selle  S  et  le  centre  R  de  la  roue  fi\e  F.  Ce  plan 
est  appelé  plan  moyen.  Appelons  plan  d^une  roue  le  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe  de  la  roue  en  son  milieu  :  le  plan  de  la  roue  fixe  coïncide 
toujours  avec  le  plan  moyen;  le  plan  de  la  roue  directrice  est  variable  par 
rapport   au   plan  moyen,  et,  lorsqu'il  coïncide  avec  lui,  les  deux  poignées 

Fig.  201. 


sont  à  égale  distance  du  plan  mo>en  qui  est  alors  un  plan  de  symétrie 
pour  Tappareil,  abstraction  faite  de  la  chaîne  et  des  engrenages  dont  la 
masse  est  né<;ligeable  dans  une  première  approximation. 

Appelons  A  et  B  les  points  de  contact  des  deux  roues  avec  le  sol;  no«s 
supposons  que  Taxe  xy  du  tube  de  direction  passe  par  le  point  de  contact 
B  de  la  roue  directrice;  alors  le  point  B  est  un  point  fixe  du  plan  moyen, 
la  droite  AB  a  une  longueur  constante  indépendante  de  l'orientation  delà 
roue  directrice  :  cette  droite  AB,  tangente  à  la  roue  fixe,  est  rintersectioa 
du  plan  moyen  avec  le  sol  supposé  plan.  Nous  admettons  aussi  que  le  cava- 
lier ne  fasse  aucun  mouvement  du  torse  et  reste  placé  de  façon  que  le  plaa 
de  symétrie  de  son  corps  coïncide  avec  le  plan  moyen.  Dans  ces  condi* 
^tions,  le  centre  de  gravité  G  de  la  machine  et  de  son  cavalier  est  très 
sensiblement  un  point  fixe  du  plan  moyen  {fig.  aSi  bis).  Le  pied  C  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  sur  la  base  AB  est  donc  mm 
point  fixe  de  cette  base. 

Cherchons  d'abord  quelles  sont  les  traces  des  roues  sur  le  sol  en  suppo- 
sant que  le  plan  de  la  roue  directrice  fasse  un  angle  constant  avec  le  plan 
moyen.  Supposons  le  sol  plan  et  prenons-le  pour  plan  de  la  figure.  Soicst 
A  et  B  les  points  de  contact  de  la  roue  fixe  et  de  la  roue  directrice,  AR 
et  BE\'  les  droites  d'intersection  des  plans  des  deux  roues  arec  le  sol;  AE 
coïncide  en  direction  avec  AB. 

L'angle  0  de  BR'  avec  AB  est  constant  si  TincHnaison  du  plan  mojea 
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sur  la  verticale  reste  constante.  Les  droites  AR  et  BR'  sont  Irès  sensible- 
ment langentes  au\  traces  T  et  T'  des  roues  ^^ur  le  sol.  Il  est  facile  de 
voir  que  ces  traces   sont  alors  deun  cercles  ayant  pour  centre  commun  m 

Kig.  îii  bU. 


le  point  de  rencontre  la  des  normales  en  A  et  B  ans  deux  traces.  En  effet, 
appelons  r,y  les  coordonnées  de  A,  b  la  longueur  AB,  a  l'angle  de  la  tiin- 


gente  AB  à  T  a' 
gcnte  BR'  à  T'  i 

Rij-',  >-■). 


i  ll\e  Or  et,  par  suite,  tu-  0  l'angle  de  la  lan- 
hnc  aie.  On   a,  pour  les  coordonnées  Uu   |juiiit 


Appelons  s  et  i'  les   arcs  Ucs  deu:i  courbes  T  et  T'  et  dilTér. 
é(|ualiuns  précédentes  en  tenant  compte  des  relations  connues 

dx  =  ds  cosa,         dy  =  ds  sin  i 
rfx'=rfî'cos(i-(-Oj, 
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ianteur  a  pour  résultanle  le  poids  GP  =  M^;  les  forces  centri- 
t  approximativement  une  résultanle  GF  appliquée  en  G,  dirigée 

a  perpendiculaire  G'G  à  l'axe  de  rotation  toto'  et  égale  àMui'GG' 
j  V  dési^^nanl  la  vitesse  du  point  G  et  R  le  rayon  GG'  du  cercle 
rit  (  y/V-  *>-Vîj.  M.  Bourlet  justifie  cetle  approximation  d'après  la 


'.  ' 
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e  du  n'  i:21  :  l'axe  GTl  est  sensiblement,  par  raison  de  symélrie, 
)rincipal  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité;  l'angle  ^  que  fait 
aie  du  point  G  avec  l'axe  GG  étant  ordinairement  un  petit  angle, 
aie  du  point  G  diflèrc  peu  d'un  axe  principal  d'inertie.  On  peut 
e  que  la  parallèle  menée  par  G  à  l'axe  de  rotation  toto'  est  sensi- 
un  axe  principal  pour  le  point  G,  ce  qui  permet  d'appliquer  la 
e  «lu  n"  iî2l. 

o*é,  pour  éliminer  les  réactions  du  sol,  nous  exprimerons  que  la 
les*  moments  des  forces  l'"  et  F  par  rapport  à  l'axe  AB  est  nulle. 
la  (lélinition  même  des  moments,  il  suffit  de  projeter  les  forces  P 
le  plan  ^*G  r  pcipendiculaire  à  AB  et  de  prendre  les  moments  de  ces 
ms  par  ra|)poil  au  point  C.  Le  poids  P  est  tout  projeté  :  la  force  F 
rojt'ction  une  forets  hoiM/.ontale  Fi  égale  à  F  cos']^,  en  appelant  6 
GFi  que  l'ait  la  droite  FGG'  avec  sa  projection  F|GG*  sur  le  plan 
i  conilition  «l'équilibre  est  alors 

V  cos'l  cos  ^  =  P  !«in  3. 

ingle  GG'G'  ^e  projette  en   vraie  grandeur  sur  le  plan  horizontal 

!;    Dry  est    égal   à    l\    et    co  L   à   AC,   c'est-à-dire   à   une   longueur 

c 
e    connue    r.    On    a    alors,  pour   sin*^,  la    valeur—»  et   l'équation 


re  devient,   en   remplaçant   F  et   P  par  leurs  valeurs 


et  M^, 


tangji  = 


V^ 


K^'\/'"R^' 


< 


le 
le 
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En  générai,  on  peut  supposer  R  assez  grand  par  rapport  au\  dimensio 

c       . 
(le  la  macliine  pour  que  —  soit  négligeable.  Alors 

R 

Si  Ton  suppose  que   H  soit  assez  grand   pour  que  ces    approximatif 
puissent  être  admises,  l'équilibre  relatif  ainsi  réalisé  est  instable,  ca«*^ 
le  cycle  s'incline  vers  le  sol,  ^  augmente,  le  moment  du  poids  augmevi^  ^». 
celui  de  F  diminue;  c'est  le  poids  qui  l'emporte,  et  ^  tend   à  augmen^  ^  ^ 
davantage.  Pour  éviter  une  chute,  il    faut  que  le  cycliste  tourne  la 
directrice  du  côté  où  il  va  tomber,  de   façon   à   faire  croître  0;  alors        le 

point  w  se  déplace.  Au),  Btu  et  R  diminuent,  la  force  centrifuge  F  =  — 

augmente   et   peut  vaincre  reifet  de  la   pesanteur.  L'inverse  a  lieu  s 
diminue. 

La  condition   d'équilibre  trouvée  serait  suffisante   si   le  frottement 
glissement  sur  le   sol   dans  le  sens  latéral  était  indéfini.  Mais,  soit 
coefficient  de  ce  frottement  :  dans  Téquilibre  relatif,  la  résultante  é<^^^      " 
et  F|  rencontre  l'axe  AB  en  faisant  un  angle  3  avec  la  verticale.  Pour(f,    ^* 
n'y  ait  pas  glissement,  il  faut 

Cette  inégalité  montre  qu'avec  une  vitesse  donnée  on  ne  peut  pa*         *-^ 

V*  .  il 

crire  un   cercle  de  rayon  inférieur  à  -— ;•  Lorsque  le   sol  est   glissant —     • 

faudra,  pour  décrire  un  cercle  de  rayon  donné  R,  ralentir  suffisam 
pour  que  l'inégalité  soit  satisfaite  (Bourlkt,  loc.  cit.,  p.  ^6-27). 

On  pourra  également  consulter,  sur  la  théoiie  de  la  bicyclette,  le  . — 
moire  couronné   de   M.  Bourlet  (^w//^///i  de  la  Société  mat  hé  matii^^  ^^^' 
iS()g);  un  Mémoire  de  AL  Carvallo,  inséré  au  Journal  de  l'École  P^^^^-^' 
technique  (  Y*  et  W  Cahier,   1900);  et  un  .Mémoire  de  M.  Boussi**^''*^ 
{Journal  de  Mathématiques,  de  M.  Jordan,  iSyQ). 


III.  -  ÉQUILIBRE  ET  MOUVEMENTS  RELATIFS  A  tJL  SURFACE 

DE  LA  TERRE. 

\^,i.  Historique.  —  .Newton  parait  être  le  premier  qui  ait  signalé  l'ii*' 
lluence  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le  mouvement  des  corps  à  sa  surface: 
il  remarqua  qu'un  corps  abandonné  du  haut  d'une  tour  doit  cooserver,  ea 
tombant,  une  vitesse  normale  au  méridien,  égale  à  celle  du  sommet  de  U 
tour  dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  :  cette  vitesse  étant  ai 
peu  plus  grande  que  celle  du  pied  de  la  tour,  le  corps  doit  tomber  on  pev 


flt< 


i- 
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fc^anl  du  pied  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  Terre,  c'est-à-dire  être 
r  vers  l'Est.  Plusieurs  observateurs  cherchèrent  à  mettre  ce  fait  en 
rnce,  mais  ce  n'est  qu'en  i83i  que  des  expériences  à  peu  près  con- 
i-tes  furent  faites  par  Reich  dans  les  mines  de  Freiberg;  mais,  dans 
xpériences,  il  subsiste  encore  des  points  douteux,  et  il  serait  à  désirer 
les  fussent  reprises.  Il  était  réservé  à  Foucault  de  fournir  une  dé- 
à>tration  bien  plus  nette  du  mouvement  diurne;  ce  physicien  reconnut 
i  a  rotation  de  la  Terre  devait  se  manifester  par  la  rotation  du  plan  de 

1  llalion  d'un   pendule    simple  autour   de  la  verticale  du  lieu  dans  le 
<lu  mouvement  diurne,  et  il  mit  ce  fait  en  évidence  dans   la  célèbre 

lience  du  Panthéon.  L'expérience  de  Foucault  présente  sur  celle  de 
viation  du  corps  tombant  d'une  grande  hauteur  cet  avantage,  qu'elle 
mule,  pendant  un  temps  assez  long  pour  les  rendre  sensibles,  les  effets 
>r(l  très  petits  que  la  rotation  du  globe  cause  sur  le  mouvement  appa- 
<les  corps.  L'expérience  de  Foucault  a  été  reprise  récemment  par  un 
Il  hollandais,  M.  Kamerlingh  Onnes,  à  Groningue,  avec  un  pendule 
irant  seulement  i"',  2  de  longueur  et  oscillant  dans  le  vide.  M.  Berget 
tieinent  mis  la  rotation  de  la  Terre  en  évidence  avec  un  pendule  de  T" 
^iptes  rendus,  t.  GXXXI,  1900).  Un  appareil  simple  et  pratique  dû  à 
iinnwel  a  été  présenté  par  M.  d'Arsonval  à  l'Académie  dans  la  séance 
7  novembre  igo?.. 

nfluence  perturbatrice  qu'exerce  la  rotation  du  globe  sur  les  corps  en 
vement  à  sa  surface  est  d'autant  plus  sensible  que  leur  vitesse  est  plus 
lie.  iMais  sur  ces  corps  en  mouvement  rapide,  sur  la  balle  d'un  fusil, 
exemple,  mille  autre  causes  perturbatrices  agissent  généralement,  et 
ervation  était  à  peu  près  impossible.  Ce  fut  encore  le  génie  de  Fou- 
-  qui  triompha  de  cette  difficulté  :  il  eut  recours  pour  cela  aux  pro- 
c<  du  mouvement  d'un  corps  lourd  suspendu  par  son  centre  de  gravité 
urnant  ra[)i(lement  autour  d'un  axe  de  symétrie,  et  il  montra  que  l'axe 

2  corps  doit  conserver  une  orientation  fixe  et,  par  conséquent,  s'il  est 
lé  vers  une  étoile,  suivre  celle  étoile  dans  son  mouvement  diurne.  Cet 

reil  de  Foucault  a  reçu  le  nom  de  gyroscope.  D'autres  appareils  du 
»e  genre  ont  été  construits  par  M.  Sire  et  par  M.  Gilbert  :  nous  faisons 

loin  la  théorie  d'un  de  ces  appareils,  le  barogyroscopry  comme  appli- 
>n  des  équations  de  Lagrange. 
5us  renverrons,  pour  plus  de  détails,  à  l'excellente  Notice  de  M.  Gil- 

:  Les  preuves  mécaniques  de  la  rotation  de  la  Terre  (Gauthier- 
ars,  i883;  Extrait  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  iSS'i). 
an?  un  autre  ordre  d'idées,  Poinsot  proposa  de  mettre  en  évidence  la 
ilion  de  la  Terre  à  l'aide  d'un  système  subissant  des  changements 
rieurs  (Comptes  rendus,  i85i).  Cette  conceplion  a  été  étudiée  par 
Vndrade  qui  a  imaginé  un  appareil  amplifiant  les  effets  de  la  déviation 

l'Est  dans  la  chute  d'un  corps  pesant,  de  façon  à  les  rendre  visibles 
î  une  expériefice  de  cours  {Comptes  rendus,  10  juin  et  14  oc- 
e  1895.) 

A.,  II.  18 
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42 i.  Équilibre  relatif  à  la  surface  de  la  Terre.  —  Nous  regar- 
derons la  Terre  comme  un  solide  animé  d'un  mouvement  de  rota- 
lion  de  vitesse  angulaire  constante  to  autour  de  la  ligne  des  pôles 
PP';  nous  laissons  donc  de  coté  l'influence  que  peut  avoir  sur  le 
mouvement  ou  Téquilibre  des  points  placés  sur  la  Terre  la  transla* 
lion  de  la  Terre  autour  du  Soleil.  Si  Ton  prend  pour  unité  de 
temps  la  seconde  de  temps  sidéral,  la  vitesse  angulaire  co  a  pour 


alcur 


2T 


24.tJO' 


;  elle  est  donc  exprimée  par  un  nombre  très  petit. 


Soient  P  le  pôle  nord,  EE'  le  plan  de  Téqualeur.  Pour  traiter 
un  problème  précis,  cherchons  la  position  d'équilibre  relatif  d^un 
fil  à  plomb  OM  suspendu  en  un  point  O  invariablement  lié  à  la 
Terre.  La  position  d'équilibre  OM  que  prend  le  fil  est,  par  défi- 
nition, la  verticale  du  point  M;  Tangle  A  que  fait  ce  fil  avec  le 
plan  de  Téqualeur  est  la  latitude  du  point  M;  nous  désignerons 
par  p  la  distance  MQ  du  point  à  Taxe  de  la  Terre  PP';  ces  élé- 
ments sont  tous  fournis  par  l'observation  {Jig.  255). 

Fig.  255. 


Les  forces  qui  agissent  sur  le  point  M  sont  Pattraction  de  la 
terre  A  et  la  tension  T  du  fil;  ces  deux  forces  ne  se  font  pas  équi- 
libre, car  le  point  M  n'est  pas  animé  d*un  mouvement  absolu, 
recliligne  et  uniforme.  La  force  T  a  pour  intensité  ce  que  noos 
ap|)elons  le  poids  mg  du  point  matériel;  elle  est  dirigée  en  seos 
contraire  du  |)oids;  Tangle  a  que  fait  la  direction  OM  du  fil  à 
plomb  avec  Tattraciion  A  est  ce  qu'on  nomme  la  déviation  de  ta 
verticale  duc  à  la  rotation  de  la  Terre,  Si  la  Terre  ne  tournait 
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pas,  les  forces  A  et  T  =  ntg  se  feraient  équilibre;   elles  seraient 
égales  et  directement  opposées,  et  Ton  aurait  a  =  o. 

Pour   trouver  les  conditions  d'équilibre  relatif,  nous  pouvons 

regarder  la  Terre  comme  fixe,  à  condition  d'ajouter  aux  forces  A 

et  T  qui  agissent  sur  le  mobile  la  force  centrifuge  4>;   comme  le 

mouvement  delà  Terre  csl  une  rotation  autour  de  PP',  cette  force 

<I>  est  égale  à  mto-p  et  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon 

QM  du  parallèle  de  M.  Si  nous  admettons  que  la  verticale  OM  est 

dans   le  plan  PMP',    Tangle    de  ^  avec  OM  est  la  latitude  \  du 

point  M.    Les  trois   forces  A,  T,  4>  se  faisant  équilibre,  sont  dans 

un  même  plan,  le  plan  de  T  cl  4>  qui  est  connu  en  chaque  point  M 

de  la  Terre;    chacune  d'elles   est  égale  et  opposée  à  la  résultante 

des  deux  autres.  Le  poids  qui  est  égal  et  opposé  à  T  est  donc  la 

résultante  de  V  attraction  et  de  la  force  centrifuge. 

Dans  le  plan  des  trois  forces  A,  T,  <î>,  la  somme  des  projections 
des  forces  sur  deux  directions  est  nulle;  projetons  sur  la  verti- 
cale MO  et  sur  l'horizontale,  nous  aurons  les  deux  conditions 

('  I  )  A  co<i  a  —  m^  —  m  oj-  p  cos X  =  o, 

i'i,)  A  si  II  a — //ico'-psinX  =  ^î 

qui  donnent  Acosa  et  Asina  et  permettent,  par  suite,  de  cal- 
culer A  et  a  en  cliaqu  e  point  de  la  Terre.  Ces  quantités  varient 
avec   la  latitude. 

A  Téquateur  A  est  nul  et,  par  suite,  a  aussi.  En  appelant  Aq, 
^07   ?o  ^^^  valeurs  correspondantes  de  A,  «',  p,  on  a,   d'après  (i)^ 

m  g,,  =  Ao  —  tn  to^  po  —  A  0  (  i r— *—  1  • 

Calculant  Aq  par  cette  relation,  on  trouve  que  le  rapport  qui 

fisnre  dans  la  parenthèse  est  sensiblement  éffai  à  —r-  ou  à  — ;:  on 
^  '  ^         289  17* 

a  donc 

mg^r=  AoM  —  ^].tJ- 

Par  conséquent,  si  la  Terre  tournait  dix-sept  fois  plus  vite,  un 
corps  placé  à  l'équateur  serait  dépourvu  de  poids.  Au  pôle,  on 
a  0  =  0,  A  =  yo'',  a  est  encore  nul  d'après  (9.),  et,  d'après  (1), 
nig  devient  égal  à  A;    tout  se  passe  donc  comme  si   la  Terre  ne 
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tournait  pas  :  ce  qui  est  évident,  car  le  lieu  de  l'observation  est 
sur  Taxe  de  rotation. 

Dans  ce  qui  précède  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la 
forme  de  la  Terre;  nous  avons  seulement  supposé  la  verticale  Oui 
située  dans  le  plan  PMP'.  Voyons  ce  que  deviennent  les  formules 
si  Ton  fait  les  hypothèses  suivantes  qui  ne  donnent  qu'une  pre- 
mière approximation.  Supposons  la  Terre  sphérique  et  admettons 
que  Tatlraction  A  est  dirigée  vers  le  centre  C  et  a  la  même  inten- 
sité en  tous  les  points  de  la  Terre,  A  =  A©.  On  a  alors,  dans  le 
triangle CMQ,  en  appelant  Oq le  rayon  de  la  Terre:p  =  pocos(y,  —  a», 
et  la  formule  (2)  donne 

fn(xi^pQ        , ,  .    .  I  ,.  .    - 

sina  =  — r—^  cos(  A  —  a)  *in  A  =  —--  cos(A  —  a)  sin  A. 
Ao  ing 

L'angle  a  étant  très  petit,  développons  les  deux  membres  de 
cette  formule  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  a,  et  né- 
gligeons les  termes  qui  contiennent  le  carré  de  a  et  le  produit 

-—  a  :  nous  aurons  la  formule  approchée 

cosX  sinX. 


'289 


Cette  formule  montre  que  la  déviation  de  la  verticale  esl  maxi* 
mum  à  la  latitude  de  ^5°. 

En  nous  reportant  à  la  formule  (i)  nous  aurons,  en  tenant 
compte  de  l'expression  o  =  poeos(X — a),  et  faisant  les  mêmes 
approximations, 


m  4'  =  Au 


cosa —  cosVX  —  a)cos  A     =  Ao  (  1 r-  cos*XV 


425.  Mouvement  relatif  à  la  surface  de  la  Terre.  —  Soit  O 
un  point  lié  à  la  Terre  au  lieu  de  l'observation  ;  prenons  pour  axe 
des  z  du  trièdre  mobile  la  verticale  du  lieu  considéré  dirigée  vers 
le  bas;  pour  axe  des  y  la  tangente  au  parallèle  vers  l'Est,  cl  poor 
axe  des  x  la    perpendiculaire  à  ces  deux   droites,    tangente   au 


méridien  dirigée  vers  le  Sud. 


Le  mobile  M  est  soumis  à  deux  forces  réelles  :  rallracùon  de  la 
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Terre  A  el  la  résultante  F(X,  Y,  Z)  des  forces  qu'on  fait  agir  sur 
ce  point.  Pour  avoir  le  mouvement  relatif,  nous  supposerons  la 
Terre  immobile  en  appliquant  au  point  M  la  force  centrifuge  4>  et 
la  force  centrifuge  composée  <^'.  L'attraction  de  la  Terre  et  la 
force  centrifuge  ^  ayant  pour  résultante  le  poids  mg  du  corps, 
dirigé  suivant  la  verticale  (n°  424),  il  nous  suffira  de  calculer  la 
force  centrifuge  composée  ^'.  A  cet  effet,  cherchons  les  compo- 
santes /?,  q^  r  suivant  les  axes  mobiles  de  la  rotation  instantanée  w  ; 
on  voit  immédiatement  que  le  segment  Ow,  représentant  la  rota- 


Fig.  256. 


lion  instantanée,  est  parallèle  à  la  ligne  des  pôles  et  doit  être 
dirigé  vers  le  Sud.  puisque  la  Terre  tourne  de  l'Ouest  à  l'Est.  Ce 
vecteur  Oo)  a  donc  pour  projections 


p  =  (ucos  vwO:ry  =  w  cosX, 


^  =  0, 


r  =  o)  sinX. 


Les  projections   de  la  force    centrifuge    composée  sont  alors, 
d'après  les  formules  générales  du  n"413. 


■xnnii  sm  A  -^-  > 
dt 


,       .    ^  dx  ^  dz 

—  2m(ci)sinA-r  —  w  cos  A  -7- 

dt  dt 


—  2  m  0)  cos  A  -j^  ; 
dt 


et  Ton  a,  pour  les  équations  du  mouvement  relatif, 


m 


rn 


m 


'dF 

d\r 
~dt^ 

du 
'dt^ 


~  X  H-  2//ito  sin  X 


dy 
dt  ' 


f  .    ^  dx  ^  d^ 

Y  —  2  ///  (o  (  SI  n  A  — 7-  —  cos  A  -7- 

V  dt  dt 

mg  -f-  Z  —  a  m  (1)  cos  X  -5^  . 

dt 


) 
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Il  est  bien  entendu  que  ces  formules  ne  sont  applicables  que 
tant  que  le  mobile  reste  assez  près  du  point  O  pour  que  Ton 
puisse  considérer  la  pesanieur  comme  parallèle  à  O3  et  égale 
à  mg. 

Si  Ton  fait  sur  ces  équations  la  combinaison  analytique  qui 
donne  Téquation  des  forces  vives,  on  a 

d  — —  =  \  dx  -^  \  (iy  -{- 'L  dz  -^  nig  dz, 

caries  termes  en  to  disparaissent. 

Si  donc  il  existe  pour  (X,  Y,  Z)  une  fonction  de  forces  U,  on  a 
l'intégrale  première 

=  U  -h  mffz  -+-  h. 

4:26.  Chute  libre  d*un  point  pesant.  —  Nous  supposerons  que  la  chute 
s'effectue  dans  le  vide  :  alors  X,  Y,  Z  sont  nuls,  et  les  équations  du  mou- 
vement sont 

/  d^x  .    ^  dy 

'  =  2w  sin A  -^, 


df^  dt 

dz\ 

di) 


]  d^  Y  f  .    ^  dx  ^ 

(\)  {  —r-  =  —  V»  w  (  sin  A  —, cos  A 

\    dt^  \  dt 

d^z  .  dy 

Nous  supposerons  que  le  mobile  part  de  l'origine  sans  vitesse  relative 
inilialo.  Les  seconds  membres  des  équations  du  mouvement  étant  des  dé- 
rivées exactes,  nous  pouvons  intégrer  une  première  fois  et  nous  avons,  en 
tenant  compte  des  conditions  initiales, 

dx  .    ^ 

—r-  =  'ÀOi  y  sin  A, 
dt  ^ 

I  dy  ,       •    \  ^  X 

(2)  <  -j— =  —  2w(j:"sinA  —  -3  cos  A), 

^  dt 

dz  . 

-j-  =  ^r—  2W^C0SA. 

Pour  terminer  l'intégration  on  peut,  dans  l'équation  qui  doone  -j-'J^» 
remplacer  — >  ~  parleurs  valeurs,  ce  qui  donne 

d^y  s 

équation  linéaire  du  second  ordre  que  l'on  peut  intégrer  exactement. 
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Mais  comme  (o  est  très  petit,  on  obtient  une  approximation  bien  suffi- 
santé  en  développant  x,  y^  z  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de  o)  et  se  bornant  aux  premiers  termes. 

Essayons  donc  de  vérifier  les  équations  (2)  par  les  séries 

Ia:  =  a^o  -+-  to  ^1  -h  w'  a7j  -t-  . .  . , 
z   =  2o  -*-  W  5|  -h  to'  Zj  -f- .  .  .  , 

dans  lesquelles  ^Tq,  j'o» -^o,  a^i,  y\^  -Zj,  etc.  sont  des  fonctions  de  t  s*annu- 
lant,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  pour  ^  =  o.  Substituant  ces  déve- 
loppements dans  les  équations  (2)  et  égalant  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  u),  il  vient  d'abord 

dx^  dvo  dzo 

"57=°'        ^=°'        -dT=^'' 


d'où,  en  intégrant, 


^0  =0,  J^o  =  o,  Zo=  


Ensuite  on  trouve 

dx*  dvi  ^        .  dzi 

^1  =  0,  yi=  —  cos  A,  zi  =  o, 

et  ainsi  de  suite.  De  sorte  que,  si  Ton  néglige  les  termes  en  «o*  dans  les 
développements  (3),  on  a,  pour  valeurs  approchées  dear,  j^,  z 

ar  =  o,  j^  =  w— -cosA,  z  ==  - — • 

Le  point  reste  donc  dans  le  plan  àe% yz^  mais,  au  lieu  de  tomber  suivant 
la  verticale,  comme  il  arriverait  si  la  Terre  ne  tournait  pas,  il  est  légère- 
ment dévié  vers  VEst,  car^  est  positif.  Dans  le  plan  des  yz^  le  point  décrit 
la  parabole  semi-cubique 

"^s/igy  =  /\oiz^  cosA. 

Celte  équation  permet  de  calculer  la  déviation  vers  l'Est  pour  une  hau- 
teur de  chute  donnée  z. 

En  poussant  l'approximation  plus  l()in,  on  trouve  pour  x  la  valeur 

0)^  sinX  cosA  ^  ; 

o 
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outre  la  dt'viation  vers  l'Est  dont  nous  venons  de  parler,  il  y  a  une  ooa- 
velle  dé%iation.  presque  insensible,  vers  le  Sud. 

Si  Ton  veut  avoir  la  vitesse  du  mobile,  il  suffît  d'appliquer  le  tlu-orêiiK 

<les  forces  vives  qui  donne  immédiatement  pour  la  vitesse  la  valeur  |  *^5. 

427.  Pendule  de  Foucault.  —  Nous  allons  étudier  le  mouvement  d'un 
pendule  spbérique  de  longueur  /,  en  tenant  compte  du  mouvement  de  rula- 
lion  de  la  Terre.  Conservons  les  mêmes  axes  que  dans  la  question  pn'-cé- 
dente,  Torigine  étant  le  point  de  suspension  du  pendule:  les  forces  qui 
agissent  sur  le  mobile,  en  dehors  de  l'attraction  de  la  Terre,  se  réduisent 
à  la  tension  du  (il,  que  nous  appellerons  //i  \  ;  les  projections  de  celle  force 

étant  —  ///N   .  >  —  /;/N  ^  i  —  ni  N  : ,  les  équations  du  mouvement  relatif 

seront  alors 

tf-.r  ^,  X  .    ^   (fy 

•■—     — —  ^   ,    "!    •>. eosinA  -;-» 

■  \  ' 

r/*  z  .,  z  ,  (/y 

—  -  —  i,'  —  >  T       iM  cos  A  -";  -  • 

Les  équations  dilTérontielIes  du  mouvement  sont  d'une  intégration  diffi- 
cile; on  peut  cherrln*r  à  1rs  intrjrrer  par  approximations  surcessi\e«;  on 
opérerait  conime  dans  la  question  précédente.  Abandonnons  le  cas  général 
et  plaçons-nous  dans  celui  où  les  oscillations  ont  une  amplitude  très  petite: 

noire  approximation  consistera    à   regarder  j  -y  et  leurs   dérivées   d*une 

pari,  to  d'autre  part,  comme  de  petites  <{uantités  du  premier  ordre,  et  à 
négliger  Irurs  carrés  et  leur<  produits  vis-ji-vis  des  quantités  finies.  A  cet 
ordre  d'approximation,  nous  aurons  constamment  z  =  /y  car  Téquaiion  de 
la  sphère  sur  latiuelle  se  meut  le  |)oint  pe>ant  donne 


/  /         .'•-  --  >''  \ 


I 

i  .,_  yi  \  î 
9 


.rî  )•' 


»*l,  en  négligeant  '      et  ~  ,  3  —  /. 

La  troisième  étjuation    du  mouvement    donne  alors  N  =  ^:  en    portant 
rette  valeur  a\ec  z  =  /dans  les  deux  premières,  celles-ci  se   transforment 

en 

I   ff'r  Jsr  .    .  tir 

\  —r—   =  —    j  X  -r-'x «0 sin  A  -r-  , 

\  <l^  y  £r  .    .  (tr 

I      ,-^     =;-    -y —  >tosinA-.- 
(/t^  l-^  lit 
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Ces  deux  équations  définissenl  le  mouvement  du  pendule  qui  se  fait 
sensiblement  dans  le  plan  tangent  au  point  le  plus  bas  de  la  sphère,  comme 
il  résulte  de  la  valeur  z  =  l. 

Les  équations  {'i)  sont  linéaires  et  à  coefficients  constants;  on  pourrait 
donc  les  intégrer  rigoureusement  par  des  quadratures,  mais  nous  allons 
employer  une  autre  méthode.  Formons  la  combinaison  analytique  des 
forces  vives 

—  ^  —  '^{xdx^ydy), 

et  iniégrons,  en  appelant  r  et  0  les  coordonnées  polaires  de  la  projection 
du    pendule  sur  le  plan  des  xy\  il  vient 

faisons  maintenant  une  combinaison  analogue  à  celle  des  moments  en 
ajoutant  les  équations  (2)  respectivement  multipliées  par  — y  et  ar,  nous 
aurons 


d  /    dy  dx\  .    ^  I    dx  dy\ 

-r  {  X  —, y  —r  I  =  —  2  w  sin  A  (  a:  — ; — h  y  -,  -  | 

dt  \     dt       -^  dt  I  \     dt       -^  dt  I 


> 


équation  intégrable  qui  donne,  en  posant  tosinX  =  lo' et  passant  aux  coor- 
données polaires, 

(4)  ,-';^=-.v«+c. 

Cas  particulier,  —  Traitons  d'abord  un  cas  particulier  :  le  pendule 
étant  en  équilibre  dans  la  verticale,  donnons-lui  une  petite  impulsion;  il 
se  met  à  osciller.  Alors  à  l'instant  initial  on  a  r  =  o;  l'équation  (4)  montre 
que  la  constante  G  doit  être  nulle  et  cette  équation  se  réduit  à 

dt  '  ° 

Donc  le  pendule  semblera  osciller  dans  un  plan  qui  tourne  d'un  mouve- 
ment  uniforme  autour  de  la  verticale  0-3  dans  le  sens  négatif,  avec  une 

\itesse   angulaire   w';   ce   plan   fera   un   tour  complet   dans   le   temps  -^ 

ou  -r^-  {temps  sidéral)  qui,  pour  Paris,  est  de  S?.'*  environ. 

Cas  général.  —  Revenons  maintenant  au  cas  général  des  petites  oscil- 
lations; l'équation  (4)  s'écrit 
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Si  donc  on  désigne  par  cp  l'angle  0  -\-  tu'/,  on  a  Féquation 


(>) 


analogue  à  l'cquation  des  aires.  Los  quantités  r  ei  9  sont  les  coordonnées 
polaires  relatives  de  la  projection  horizontale  M  par  rapport  à  un  système 
d'axes  Oj*i>'i  tournant  autour  de  la  verticale  Oz  dans  le  sens  né;;atîf 
avec  la  vitesse  constante  w',  car  xOj"i  étant  pris  égal  à  co'f,  j'iOM  e^l 
0  -+-  lo'/  ou  cp  (/iiT.  i  )7J- 

Avec  les  nouvelles  variables  l'équation  i3)  devient 


-7'-' 


tirs  ^  ,     . 

Kn  remplaçant  r-  —:-  par  C  et  en  négligeant   les  termes  du   quatrième 

ordre,  co'-r*  devant  ceux  du  deuxième,  il  reste,  en  désignant  par  h'  une 
nouvelle  constante. 


V(>. 


/ 


/•2~/*'. 


Les  équations  \  n  et  iG)  sont  identiques  aux  équations  des  aires  et  de« 
lorces  vi\es  dans  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  Ç\xc  O 
proportionnellement  à  la  distance. 

Le  mou%ement  du  point  M  par  rapport  aux  axes  X|O^Vi  est  donc  ideo- 

Fis.  3'»". 


»  •■ 


o^e-'  -• 


tique  au  mouxemeni  absolu  d'un  |K^int  M  attiré  par  un  centre  fiie  O 
prtq>ortivMuiellement  .\  l.i  di>tanco.  D'après  ce  que  Ton  a  vu  danslen*223. 
le  point  M  décrit  p.ir  r.ipp  »ri  aux  axe<  J".  O  r,  une  ellipse  de  centre  O,  la 

durée  île  la  lexolution  du  point   sur  l'ellipse  étant  T|  =  i^l/—  • 

Comme  les  axes  .rjO^i  tournent  dans  le  plan  horizontal,  on  Toit  que  le 
point  M  p.ir^-ourt  une  petite  ellipse  horizontale  de  centre  O  qui  tourne  dans 
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le  sens  négatif  autour  de  son  centre  avec  une  vitesse  angulaire  (o',  de  façon 

à  faire  un  tour  entier  dans  le  temps  T  =  — ^  =  32**  pour  Paris. 

tt)  ^ 

Expérience  de  Foucault,  —  Dans  la  célèbre  expérience  du  Panthéon, 
le  pendule  était  écarté  de  sa  position  initiale  et  rattaché  à  un  mur  par  un 
fil.  Le  pendule  étant  ainsi  immobile  par  rapport  à  la  Terre,  on  brûle  le  fil 
et  le  pendule  se  met  en  mouvement.  Dans  ces  conditions  la  vitesse  initiale 
du  pendule  par  rapport  aux  axes  Oxyz  liés  à  la  Terre  est  nulle,  les  valeurs 

initiales   de  -7-  et  -;-  sont  donc  nulles.  La  valeur  initiale  de  r  que  nous 
dt         dt  ^ 

dr 
appellerons  a  est  donc  un  axe  de  Fellipse,  car  -p  commençant  par  être 

nul,  la  valeur  initiale  de  r  est  un  maximum  ou  un  minimum.  La  rela- 

lion  (4)  dans  laquelle  on  fait  /•  =  a,  -^-  =  o,  donne  alors  G  =  a'w'.  La 

valeur  initiale  de  -~  est  positive  et  égale  à  to' :  donc,  dans  l'expérience  de 

Foucault,  le  pendule  parcourt  Tellipse  dans  le  sens  positif  des  rotations 
autour  de  O  3,  en  même  temps  que  la  petite  ellipse  tourne  dans  le  sens  ne- 
gatif.  Le  phénomène  est  donc  nettement  différent  de  celui  qui  se  présente 
dans  le  pendule  conique  quand  on  néglige  l'influence  de  la  rotation  de  la 
Terre,  car,  dans  ce  dernier  cas,  en  poussant  l'approximation  plus  loin, 
lextrémité  du  pendule  semble  décrire  une  petite  ellipse  qui  tourne  dans 
le  sens  dans  lequel  elle  est  parcourue. 

Théorème  de  Chevilliet.  —  Dans  les  équations  précédentes  G  désigne 
la  constante  des  aires  pour  le  mouvement  du  point  décrivant  la  petite 
ellipse  par  rapport  aux  axes  oc^Oy^.  Soient  a  et  6  les  deux  axes  de  cette 
ellipse,   Ti    la   durée   de   la   révolution    du   point  su  r  l'ellipse,    G  a  pour 

valeur  —  — ;  d'autre  part  on  a  trouvé  G  =  a'^iii .  Egalant  ces  deux  expres- 

sions,  on  a 

b  _  Tico' Ti 

a         271  T 

T  désignant  comme  plus  haut  la  durée  d'une  révolution  d  e  l'ellipse  autour 
de  «on  centre. 

Ainsi  les  deux  axes  de  V ellipse  mobile  sont  entre  eux  comme  les 
durées  de  V oscillation  complète  et  de  la  révolution  de  Vellipse.  Dans 

l'expérience  du  Panthéon  /  =  G7"',  a  =  3'^,  T|  =  i6*;  T  =  32^  -  =  — î—  ; 

Fellipse  est  donc  extrêmement  aplatie. 

Pour  une  élude  plus  approfondie  du  pendule  de  Foucault  nous  renver- 
rons aux  Mémoires  (le  M.  de  Spixrre  (Sai^ants  étrangers;  1891  el  Annales 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  i4*  année;  1 890-1 891). 

428.  Gyroscope.  —  Le  gyroscope  de  Foucault  est  un  corps  pesant  de 


—  .tt»l-~        '     'il 


M*»'F"iu       ir     -kn     t'nin»    ie  ^ivité  autour   duquel  il  jxut 

•  .;^'  'Mt-sî!     M   ,vrMs«-jie  ie  F.acauU  a  f^it  l'objet  «k  n«'ni- 

::i^     f'fii.ii— -.     «Hit  M.  i^tibert  a  donné  l'analyse  «'«.niplrie 

-..^iiK    ^.•i:i-    iicinjhv     t'rurif  historique  et  crifi^ue  iitt 

•   .1         :«     "rn.v   io/xc/e     Annales  de   fa   Soriète 

.rr-  --*.    •     innée:   i.*-?<  .  Ainsi  que  le  fait  remarquer 

■  '.    "^     ■'      •*   ^It^noinf*  se  s*>al  placés  à  deu\  poini<^  d^ 

:ii-.  '  ri < oioni'.'     ie!^  !iii<.  parmi  lesquels  Bnur<  <  «i^t 

■  -•        I"       ..i:*irîi...ii    ie  lu  Terre  était  constante  dan* 

.  "^      '-i   luinf*^.  p.irmi  lesquels  Quet  !-).  RefaI 

i.     .ipiii.^    un-   : '*ijit  la  pesanteur  apparente. 

;•  .  r-i.  ••...Il   it*  a  Terre  et  de  la  force  centri- 

-:*.■•        1    u.'  -t;  preoci'upe  que  de  prouver  la 

1-  M-Mih.  -   ie^-  résultats  de  la  théorie  arec 

i«r-    L»î»«»t:ie>es  sont  éj^alenient  accep- 

;v  .-     •  -     •>>  -Midiisenl  ne  dilTérent  que  par 

■-      ■     I    'n^iima  iiurne.  termes  assurément 

■  .  ::•.•>•:    -ifir  i'i  moins  Ta  van  ta  se  de  ron- 

.:*!■         t4i^-j-jv    î»»ur  .  >bcient  par  des  fonction* 

•   i.î':**--.   'i'i*^»^aeralemenl  adoptée.  con> 

î    **'-*-  'v'-L-'f  ist  constante,  offre  un 

.-•    \<  <    j»'«ir    i3    problème    de  celK 

-  ^-      t    --^  iir*:'i-*f  r-jr  un   raisonnemeni 

^  -  -      :•      ■•   ->    :'U;ji-i2î  «ns,    ainsi    que  le 

:    4.    --*;•*     Comptes   rendus 

j.^  .      ,-    ""••  II; J'îJ  suspendu  par  <o 

-    ^^*-ii     --     t    r^  i-; -s  *-r.i  lai  traction  de  I 

-i^'  '-•   i    ~       :■*  dimensions  df  l\i|i 

■..•'.  .:>  r»t  .k  TrîFc  *ur  les  \\\*A< 

.      ■    •: .  îT«r-»ra>  auv   niasses    de  c< 

^        ^        .     ~^i::Aiiie    A   appliqui-e   a 

^     ..>.       *•  .!t!nf*n;  fixe,  car  il  est  er 

V  .•i'«».ir>   J    l'accr  leration    qi 

V  iT*.  ..  •  .!>.  t*îu  lier  Ir»  mouveniei 

•.    ..  ^*   'î'iw  ahf  >funtent  fix\ 

-    ■   ..  —  -T*-  '^■^ardcr  cr*  axes  citnoin 

•^   •:.     «^^><-i»    "l'illfnitui  sur  les  dilîi 

•^   -     ■•  Tt^:*^.  '.~c*  demiére<^  éiai 

•^        .  «;.j^*'*i>  .  elles  ont  donc  au* 
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illanle  4>  appliquée  au  centre  de  gravité  G.  Le  mouvement  du  corps 
)orl  aux  axes  Gx'y' z'  est  donc  identique  au  mouvement  d'un  solide 
luiion  suspendu  par  un  point  absolument  fixe  G  de  son  axe  ei 
par  d«^s  forces  admettant  une  résultante  unique  passant  par  le 
e.  Or  ce  mouvement  a  été  étudié  en  détail.  L'axe  G 3  du  plan  du 
m  des  aires  est  invariable,  c'est-à-dire  pointé  vers  la  même  étoile, 
de  révolution  de  l'instrument  décrit  d'un  mouvement  uniforme  un 
culaire  autour  de  cette  direction,  lîlnfin  le  mouvement  par  rapport 
re  est  le  résultat  de  la  superposition  du  mouvement  diurne  à  ce 
cnt  simple. 

temple,  si  les  conditions  initiales  sont  telles  que  l'instrument  com- 
ar  tourner  autour  de  son  axe  de  révolution  (axe  principal  d'inertie 
u  point  G),  ce  mouvement  de  rotation  persistera  indéfiniment, 
n-iervant  une  direction  absolument  fixe  dans  l'espace.  Donc,  dans 
l'axe  (le  l'instrument  restera  pointé  vers  la  même  étoile  et,  pour 
ileur  placé  sur  la  Terre,  il  suivra  l'étoile  dans  son  mouvement 
Ce  mode  de  raisonnement  conduit  aux  mômes  résultats  que  l'ana- 
Bour  (Journal  de  Liouville  ;  j8(V^). 

lieu  de  cotisidércr  un  solide  de  révolution,  on  considérait  un 
jelconque  susj)endu  par  son  centre  de  gravité,  le  mouvement  du 
r  rap|)ort  aux  axes  Gx'y' z'  de  directions  fixes  serait  un  mouve- 
A  Poinsot,  et  le  mouvenjent  du  corps  par  rapport  à  la  Terre  s'ob- 
.  en  combinant  ce  mouvement  à  la  Poinsot  avec  le  mouvement 
C'est  le  résultat  qu'aurait  obtenu  Bour  s'il  avait  poussé  jusqu'au 
iialyse  qu'il  n'a  fait  qu'indiquer  pour  ce  cas  général. 

(GuYOU,  loc.  cit.), 
)cédé  employé  |)ar  Foucault  pour  suspendre  un  tore  par  son  centre 
lé  est  le  suivant.  Un  piemier  anneau  tourne  autour  d'un  axe  fixe 
ce  :  un  deuxième  anneau  tourne  autour  d'un  axe  BB'  {Jig.  '258) 


cille  avec  le  <lia?nétre  du  premier  anneau  perpendiculaire  à  CC; 
t<ire  tourne  autour  d'un  axe  AG.V  coïncidant  avec  le  diamètre  du 
imoau  perpendiculaire  à  BB'. 
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EXERCICES. 

1.  Trouver  le  mouvement  relatif  d'un  point  pesant  sur  un  plan  horizontal,  ra 
tenant  compte  du  mouvement  de  la  Terre. 

Réponse.  —  En  prenant  les  axes  du  n**  425,  on  voit  que  le  point  reste  dans  le 
plan  des  xy^  ^  —  o;  la  seule  force  apidiquée,  autre  que  Tattraction,  est  U  Frac- 
tion normale  N  du  plan.  Les  éipiations  du  mouvement  sont  alors 

<r-x  .    ^  dy  cl- y  .    .  r/x  ..  ,   cfv 

——r  =  -i  w  sin  A  -7--  »         -~r  "  —  2  0)  sm  A  -,-  ,         o  =  ntff  —  .\  —  2  #?i  w  c«><  a  -=-  • 
dt'  dt  dl-  dt  "  dt 

La  dernière  équation  donne  la  réaction  qui  diirére   un  peu  du  poids  du  corp<, 

à  cause  du   terme  en  (u.   Les  deux    premières  définissent  le  mouveinent   dans  le 

plan  des  xy.  Kn  appli(iuant  le  lliéorème  des  forces  vives,  on  trouve  que  la  \îte5«e 

relative  v  du  mobile  est   constante  et  égale  à  i'^.   Désignant  par    a  Tanglf  de  la 

,         dx  dy  .        ^ 

vitesse  avec  Ox,  on  a  donc  --  =  i^^cosa,  ~  --  résina.  Ces  expressions,  (K»rtee< 

dans  les  équations  du    monvemrnt,   donnent  -r--  = —  lusinX;  comme  -r-  =  r., 
'  dt  dt        ■ 

s  désignant  l'arc  de  la  trajectoire,  «m  a 

_  p    r=     —    -—    — ^Jl— . 

f/a  '  .>a>  sin  A 

Le  rayon  de  courbure  0  est  donc  constant  et  la  trajectoire  est  un  arc  de  cercle 
de  très  grand  rayon. 

2.  Traiter  directement  par  la  Théorie  du  mouvement  relatif  les  problèmes 
traités  dans  le  premier  Volume  par  la  méthode  de  Lagrangc  :  p.  4>*^<.  n*  260: 
p.  /|6G,  problêmes  22  et  23;  p.   'i;^,  problème  2. 

3.  Mouvement  relatif  d'un  point  jtesant  glissant  sur  une  droite  tournant  uai> 
formément  autour  d'un  axe  vertical  fixe  O^  qu'elle  ne  rencontre  pas. 

Soient  OC  la  f)erpendiculaire  commune  à  Taxe  Oz  et  à  la  droite,  CM  =  r  la 
distance  du  m<d)ile  au  point  C,  et  a  l'angle  de  la  droite  avec  Taxe.  L* équation  d« 

mouvement  est 

d-r 

-j—r  —  w-  /*  Sin  -  a  =  —  g  cos  a, 

é(|uation  linéaire  à  coeflicients  constants  avec  second  membre  constant. 

Le  point  se  meut  comme  si  la  droite  était  fixe  et  si  le  point  était  rrpoBSdv  par 
la  position  d'é<}uiiibrc  relatif,  proportionnellement  à  la  distance. 

4.  Si,  dans  toute  retendue  de  la  trajectoire  d'un  point  pesant  dans  le  \iJe  a  la 
surface  de  la  Terre,  on  regarde  l'attraction  comme  constante  en  çrandenr  et 
direction,  le  point  semble  décrire,  par  rapport  à  la  Terre,  une  f»arabole  q«i  t»* 
uniformément  autour  d'un  certain  axt*. 

[  BoL'ii  (les  formules  que  donne  Resal  daas 
les  AouicUes  Annaies,  1S73,  coaUi 
précisément  à  ce  résultat)  ] 
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5.  Mouvement  de  chute  d'un  point  pesant  dans  le  vide,  quand  on  regarde  la 
Terre  comme  un  ellipsoïde  de  révolution  homogcne  et  aplati. 

(De  Saint-Germain,  Nouvelles  Annales,  3'  série,  t.  II,  i883.) 

6.  Un  tore  pesant  et  homogène  T  est  mobile  autour  d'un  diamètre  équatorial 
^OV  horizontal;  ce  diamètre  est  animé  d'une  rotation  uniforme  tù  autour  de  la 
verticale  du  centre  O.  En  un  point  M  du  diamètre  équatorial  perpendiculaire 
à  ^O^'  est  placé  un  poids  additionnel  m.  Mouvement  du  tore  autour  du  dia- 
mètre ^  O  V  (  '  )•  (  agrégation,  187.V) 

Soit  OM  =  rf;  A  et  G  les  moments  d'inertie  du  tore  par  rapport  à  un  diamètre 
équatorial  et  par  rapport  à  l'axe  de  révolution. 

Le  mouvement  sera  défini  par  l'angle  8  du  rayon  OM  avec  la  verticale  descen- 
«lante. 

L'équation  du  mouvement  est 

(A  4-  md')^)"  —  u)'{C  —  A-h  mcl')  sinôcose  =—  mgds'inB, 

7.  On  donne  une  surface  S  dont  l'équation,  par  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
laires O^,  Oy,  O z,  est 

z  =  e'^, 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens.  Un  point  matériel  M  dont  on 
prend  la  masse  pour  unité  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  S;  il  est,  en 
outre,  situmis  à  l'action  de  forces  extérieures  données.  La  surface  S  tourne  avec 
une  vitesse  angulaire  constante  w  autour  de  la  droite  OA  dont  les  équations,  par 
rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oc,  sont 

X  =y  =  z. 

t"  Former  les  équations  différentielles  qui  définissent  le  mouvement  relatif  du 
point  .M  sur  la  surface  mobile  S; 

2"  Calculer  la  réaction  N  de  cette  surface; 

3°  Etudier  ce  mouvement  relatif  en  supposant  le  point  M  attiré  vers  le  point  O 
par  une  force  F  proportionnelle  à  la  distance  MO,  et  vers  le  plan  P,  mené  par 
le  point  O  perpendiculairement  à  la  droite  OA,  par  une  force  F,  proportionnelle 
à   la  distance  Mm  du  point  M  à  ce  plan  P. 

Les  intensités  des  forces  F  et  F,,  à  l'unité  de  distance,  ont  respectivement  pour 
valeur  w-  et  3w'. 

A  l'origine  du  temps,  le  mobile  M  se  trouve  au  point  ayant  pour  coordonnées 

X  —  y  —  Oy        z  =  ï; 
de  plus  on  a,  au  même  instant, 


dx  2  0)  dy        j  w 


» 


^^^  t/3  cil         ./3 


(Agrégation.) 


('  )  GiLBEUT,  Mémoire  sur  l'application  de  la  méthode  de  Lagrange  à  divers 
problèmes  de  mouvement  relatif,  p.  27G. 
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8.  Une  circonférence  de  rayon  R  tourne  avec  une  vites!^  angulaire  coasUnleM 
autour  d'un  de  ses  dianoètres  Ox  supposé  vertical. 

Mouvement  d'une  barre  homogène  pesante  AB,  dont  les  extrémités  glissent  sais 
frottement  sur  la  circonférence. 

C  étant  le  milieu  de  la  barre,  soit  OC  =  a,  6  Tangle  de  OC  avec  la  verticale 
descendante  Ox,  MA'^  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  4  C,  le  théo- 
rème des  forces  vives  applique  au  mouvement  relatif  donne 

M  (  A-2  -i-a-)l^'-j\'  =9.  M  i,'a  cosO  -4-  w=  r  mr-  -h  h. 

où  /'  désigne  la  distance  du  point  m  de  la  barre  à  Ox.  On  trouve  facilemeDt 

I.mr'=  M«=sin=0-f-MA'Cos=0. 

En  substituant,  on  a  l'équation  du  mouvement.  CosO  est  donné  en  i  par  ose 
fonction  elliptique. 

Si  a'=  A',  le  mouvement  est  pendulaire. 

Les  positions  d'équilibre  relatif  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  -j-^  • 

(  Licence,  ) 

0.  Stabilité  de  l'équilibre  relatif  d'un  point.  —  11  est  important  de  remar- 
quer que,  si  la  force  centrifuge  composée  n'intervient  pas  dans  la  recherche  «le 
l'équilibre  relatif,  elle  apparaît  dés  que  le  point  se  meut  et  doit  entrer  en  ligae 
de  compte  pour  la  rechercbe  de  la  stabilité. 

Voici  cependant  un  cas  particulier  qui  se  présente  fréquemment  et  dans  leqoel 
on  peut  affirmer  que  l'équilibre  est  stable.  Supposons  que  la  force  donnée  F 
appliquée  au  point  m  et  la  force  centrifuge  —  mJ^  dérivent  toutes  deux  d*aae 
fonction  de  forces,  de  sorte  qu'on  ait 

U  étant  fonction  de  x,  v,  z.  Dans  ces  conditions,  on  obtiendra  les  positions 
d'équilibre  relatif  du  point  m,  soit  libre,  soit  mobile  sur  une  courbe  ou  nne 
surface  invariablement  liée  aux  axes  Oxyz.,  en  cherchant  parmi  les  positioai 
possibles  du  point  celles  qui  rendent  la  fonction  U  maximum  ou  niinimu/n.  Sî. 
dans  une  certaine  position,  U  est  maxiniumy  c'est  une  position  d'équilibre  stable. 
En  effet,  si  le  point,  étant  écarté  de  sa  position  d'équilibre  et  lancé  avec  une 
petite  vitesse  relative  se  met  en  mouvement,  la  force  centrifuge  composée  vient 
s'ajouter  aux  autres  forces;  mais,  comme  son  travail  est  nul,  on  a  Tintêgrale  des 
forces  vi>cs 

mi'        _,       , 
•» 

à  la(]uelle  on  pourra  appliquer  tous  les  raisonnements  faits  pour  la  stabilité  de 
l'équilibre  dans  le  mouvement  absolu  (  n^*  :20S,  215,  267),  raisonnements  qû 
reposent  uniquement  sur  l'evistence  de  l'intégrale  des  forces  vives.  Ainsi,  dans 
l'exemple   du  n*  415  (équilibre  relatif  d'un   point  pesant  sur  une  courbe  plaae 
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tournant  autour  d'une  verticale  de  son  plan),  on  a 

U  =  —  m  g  -3  -+-  Y  wi  (1)-  p^. 

On  peut  alors  vérifier  par  celle  méthode  que,  pour  le  cercle  tournant,  la  posi- 
lion  cosa  =  —^77  est  stable  quand  elle  exislc. 
Les  munies  remarques  s'appliquent  a  l'équilibre  relatif  des  systèmes. 


A.,  11.  19 
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CHAPITRE  XXIII. 

PRINCIPE  DE  D'ALEMBERL 


I.   -  ÉQUATION  GÉNÉRALE  DE  LA  DTNAmQUE . 

i2y.  Énoncé  du  principe.  —  Nous  avons  déjà  énoncé  le  prin- 
cipe de  d'Alemberl  pour  un  point  matériel  (288).  Si  Ton  considère 
d'une  part  les  >ecteurs  représentant  les  forces  appliquées  à  un 
point  //<  et,  d*auUe  |)arl,  un  vecteur  I  appliqué  au  point,  é^al  et 
o|)posé  au  produit  de  l'accélération  par  la  niasse,  on  peul  inler- 
|)réler  les  é(|uations  du  mouvement  de  la  façon  suivante  :  il  v  a 
é(|uilibre  à  chaque  instant  entre  les  forces  et  le  vecteur  1  uu*ou 
iq)pelle  forer  iVinertie,  Les  projections  de  ce  vecteur  1  sur  les 
axes  de  coordonnées  sont 

</i.r  d*'y  d*z 

lin  t/f^  dn 

u\  Vy  :?  désignant  les  coordonnées  du  point  m. 

Soit  alors  un  svslème  de  n  points  /w,,  m^t  ...,  m„  en  mouve- 
ment; on  peut  dire  «lu'il  y  a,  à  chaque  instant,  équilibre  enlre 
toutes  les  forces  agissant  sur  ces  points  et  les  forces  d^înerlie  de 
ces  |)oints  l|,  !.. l,,. 

\  Viùdc  de  ce  principe,  on  peul  ramener  la  mise  en  équation 
d'un  prohième  de  I)ynami(|ue  à  la  mise  en  équation  d^un  problème 
auxiliaire  de  slati(|ue. 

PiiFMiiiRK  AiM»LicvTio>  i  T/icorcmes  des  quantités  de  mauve- 
ment  /n'ojetées  et  (les  moments  des  quantités  de  moui^emeni, 
—  Nous  avons  vu  i^u**  1)1)  que,  pour  qu'un  système  quelconque 
soit  en  équilibre,  il  faut  que  la  somme  des  projections  des  forces 
ej'lt'rteures  sur  chacun  îles  trois  axes  de  coordonnées  soil  nulle 
et  que  la  somme  îles  moments  de  ces  forces  par  rapport  a  cliacun 
des  trois  axes  soit  nulle.  On  en  conclut  immédiatement,  par  Tap- 
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plicalion  du  principe  de^d^Alemberl,  que,  dans  un  système  en 
mouvement,  la  somme  des  projections  des  forces  d'inertie  et  des 
forces  extérieures  sur  chacun  des  trois  axes  est  nulle^ 


2(-'-sï)-2:2;''.- 


et  que  la  somme  des  moments  des  forces    d'inertie  et  des  forces 
extérieures  par  rapport  à  chacun  des  axes  est  nulle  : 


2 


'"{-'tp  ^'■-dw)  +22<''''-^'''>= "■ 


Les  six  équations  ainsi  obtenues  expriment  les  théorèmes  des 
quantités  de  mouvement  projetées  et  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  (n"»  326  et  328). 

430.  Étude  particulière  d'un  système  à  liaisons.  —  Soit  un 
système  de  points  matériels  sollicités  par  des  forces  données  et 
assujettis  à  des  liaisons  données  pouvant  varier  avec  le  temps  sui- 
vant une  loi  donnée.  Chaque  point  du  système  peut  être  considéré 
comme  libre  sous  Taclion  des  forces  données  et  des  forces  de 
liaison  qui  agissent  sur  lui.  D'après  le  principe  de  d'Alembert, 
il  y  a  équilibre,  à  chaque  instant j  entre  les  forces  données, 
les  forces  de  liaison  et  les  forces  dHnertie.  On  énonce  quelque- 
fois ce  fait  sous  la  forme  suivante  : 

A  chaque  instant  /,  il  y  a  équilibre  en  vertu  des  liaisons 
EXISTANT  A  CET  INSTANT,  entre  les  forces  données  et  les  forces 
d'inertie. 

Exemple  :  Mouvement  d^ un  corps  solide  autour  d^ un  axe 
fixe,  —  Rappelons  que  pour  qu'un  corps  solide  mobile  autour 
d'un  axe  fixe  O^  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  moments  des  forces  par  rapport  à  Taxe  soit  nulle.  D'après  cela, 
pour  écrire  l'équation  du  mouvement  d'un  corps  mobile  autour 
de  O^,  il  faut  écrire  que  les  forces  données  et  les  forces  d'inertie 
se  font  équilibre  en  vertu  de  la  liaison,  c'est-à-dire  que  la  somme 
des  moments  de  ces  forces  par  rapport  k  O z  est  nulle  : 

C'est  l'équation  du  n**  3o9,  comme  on  le  vérifiera  facilement. 
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lencerons  par  faire  deux  applications  de  cette  méthode  à  des 
nples. 

ème  I.  —  Soient  deux  droites  OA,  OB  situées  dans  un 
l  et  faisant  avec  l'horizontale  les  angles  ol  et  ^\  sur  ces 
mt  sans  frottement  des  points  matériels  pesants  /ni,  /Wj, 


ichês  entre  eux  par  un  fil  flexible,  inextensible  et  sans 
t  passer  en  O  sur  une  poulie  infiniment  petite.  On  de- 
')us?er  le  mouvement  du  système. 


'inertie  <Iu   point  nii  est  un  vecteur  dirigé  suivant  OA; 
[)té  positivement  de  O  vers  A,  a  pour  valeur 


ce 


—  m 


d^x 
'IF' 


)ar  X  la  distance  0/ni.  Comme  tous  les  points  subissent  dans 
t  des  déplacements  égaux,  les  forces  d'inertie  de  m\^  m^,  m^ 
me  des  vecteurs  dirigés,  le  premier  suivant  OA,  les  deux 
t  BO.  Ces  vecteurs  ont  pour  valeurs 


d^T 


//ÏH 


f//2 


d^x  d^x 


omme  sens  positif  sur  OB  le  sens  B  vers  0.  Le  sens  positif 
ùlés  est  donc  BOA. 

it  écrire  que  le  système  est  en  équilibre  sous  Taction  dé  ces 
ic  et  des  poids  //î|^,  m*  g,  mzffi  m^g  de  m|,  nij,  /Hj,  m^. 
renient  virtuel  possible  est  le  déplacement  réel,  c'est-à-dire 
oj:  du  système.  Le  travail  virtuel  des  forces  d'inertie  pour 
ni  est  manifestement 


ni 


d^x  ^ 


dt 


-  ox  —  mi 


d^x  , 


d^x 


d^x  ^ 


__,^^;^3__0X_;,^,_0^. 


ravail  des  poids,  il  est 

X  sina  -j-  m^^ox  sin  a  —  m^g  ùx  sin^  —  m^g^sin^; 
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révolution   suspendu    par  son   centre   de   gravité  autour   duquel   il   p^^^^ 
tourner  dans  tous  les  sens. 

L'élude  du  mouvement  du  gyroscope  de  Foucault  a  fait  l'objet  de  noi-^^. 
breu\  et  savants  iMéinoires,  dont  M.  Gilbert  a  donné  l'analyse  compl^^^ 
dans  une  intéressante  Notice  intitulée  :  Etude  historique  et  critiqua  ^^ 
problème  de  la  rotation  d'un   corps  solide  (Annales  de   la   Sotri^/f 
scient ijique  de  Bruxelles^  a*  année;  1878).  Ainsi  que  le  fait  remarquer 
M.  Gilbert,  les  auteurs  de  ces  Mémoires  se  sont  placés  à  deux  points   <i« 
vue  différents  pour  traiter  le  problème  :  les  uns,  parmi  lesquels  BourP  >  d 
Lottncr,   ont   supposé   que   Taltraclion  de  la  Terre  était  constante  dans 
rétendue  occupée  par  le  corps;  les  autres,  parmi  lesquels  Quel(*).  Re*al 
et,  plus  tard.  M.  Gilbert,  ont  supposé  que  c'était  la  pesanteur  appareil <-^* 
c'est-à-dire  la  résultante  de  l'attraction  de  la  Terre  et  de  la  force  cenl*""* 
fugc  qui  était  constante.  Lorsque  l'on  ne  se  préoccupe  que  de  prouver    *• 
rotation  de  la  Terre  par  la  concordance  des  résultats  de  la  théorie  a"*"*^ 
ceu\  de  l'expérience,  l'une  et  l'autre  hypothèses  sont  également  accffp' 
tables,  car  les  équations  auxquelles  elles  conduisent  ne  différent  que  p^** 
des  termes  dépendant  du  carré  de  la  rotation  diurne,  termes  assurcmff''' 
négligeables;  mais  la  première  hypothèse  offre  du  moins  l'avantage  de co^'' 
duire  à  une  solution  plus  simple,  puisque  Bour  l'obtient  par  des  fonctio*"* 
circulaires,  tandis  que  l'autre  hypothèse,  plus  généralement  adoptée,  co«»' 
duil  aux  fonctions  elliptiques. 

L'hypothèse  que  l'attraction  de  la  Terre  seule  est  constante,  offre  ufl 
second  avantage,  non  moins  appréciable  pour  un  problème  de  cetl« 
nature,  celui  de  conduire  à  la  solution  rigoureuse  par  un  raisonnement 
élémentaire  de  quehjues  lignes  que  nous  empruntons,  ainsi  que  le» 
indications  qui  précèdent,  à  une  Note  de  M.  Guyou  {Comptes  rendus, 
16  avril  18H8). 

Considérons  un  solide  homogène  pesant  de  révolution  suspendu  par  son 
centre  de  gravité  G.  Les  forces  agissant  sur  le  corps  sont  l'attraction  delà 
Terre  et  la  réaction  Q  du  point  de  suspension  G  :  les  dimensions  Hi»  l'ap- 
pareil sont  assez  petites  pour  que  les  attractions  de  la  Terre  sur  les  molé- 
cules du  corps  soient    parallèles   et  proportionnelles  aux   masses    de  ce* 
molécules;   ces  attractions  ont    <lés   lors  une    résultante    A   appliquée   au 
centre  de  gravité  G.  Ce  point  G  n'est  pas  absolument  fixe,  car  il  est  en- 
traîné dans  le   mouvement   de   la   Terre.   Appelons  J    l'accéléralion    que 
possède  à  chaque  instant  ce  point  G.  Nous  allons  étu<lier  le  mouvement 
du  corps  par  rapport  à  des  axes  Gx'yz,  de  directions  absolument  Jixes 
ayant  le  point  G  pour  origine.  Nous  pourrons  regarder  ces  axe»  comme 
li\es,  à  condition  d'ajouter  aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  les  diffé- 
rents points  du  système  les  seules  forces  centrifuges.  Ces  dernières  étant 
—  m]  sont  parallèles  et  proportionnelles  aux  masses  :  elles  ont  donc  au«5i 


(')  Journal  de  Liouville;  i8t>3. 
(=)  Ibid.;  iXjJ. 


une  résultante  ^  appliquée  au  centre  de  gravité  G.  Le  mouvement  du  corps 
par  rapport  aux  axes  Gx'y'z'  est  donc  identique  au  mouvement  d'un  solide 
de  révolution  suspendu  par  un  point  absolument  fixe  G  de  son  axe  et 
sollicité  par  des  forces  admettant  une  résultante  unique  passant  par  le 
point  fixe.  Or  ce  mouvement  a  été  étudié  en  détail.  L'axe  Gi  du  plan  du 
maximum  des  aires  est  invariable,  c'est-à-dire  pointé  vers  la  même  étoile, 
Cl  l'axe  de  révolution  de  l'instrument  décrit  d'un  mouvement  uniforme  un 
cône  circulaire  autour  de  cette  direction.  Enfin  le  mouvement  par  rapport 
3  la  Terre  est  le  résultat  de  la  superposition  du  mouvement  diurne  à  ce 
mouvement  simple. 

Par  exemple,  si  les  conditions  initiales  sont  telles  que  l'instrument  com- 
mence par  tourner  autour  de  son  axe  de  révolution  (axe  principal  d'inertie 

relatif  au   point  G),  ce  mouvement   de   rotation    persistera  indéfiniment, 

I'  . 

'8xe   conservant  une  direction  absolument  fixe  dans  l'espace.  Donc,  dans 

^^  cas,  l'axe  de  l'instrument  restera  pointé  vers  la  même  étoile  et,  pour 
•observateur  placé  sur  la  Terre,  il  suivra  l'étoile  dans  son  mouvement 
•^^urne.  Ce  mode  de  raisonnement  conduit  aux  mêmes  résultats  que  l'ana- 
Wse  de  Bour  (Journal  de  Liouville;  i8G3). 

Si,  au  lieu  de  considérer  un  solide  de  révolution,  on  considérait  un 
bolide  quelconque  suspendu  par  son  centre  de  gravité,  le  mouvement  du 
^^rps  par  rapport  aux  axes  Gx' y' z'  de  directions  fixes  serait  un  mouve- 
'ïïent  à  la  Poinsot,  et  le  mouvement  du  corps  par  rapport  à  la  Terre  s'ob- 
tiendrait en  combinant  ce  mouvement  à  la  Poinsot  avec  le  mouvement 
d'Orne.  C'est  le  résultat  qu'aurait  obtenu  Bour  s'il  avait  poussé  jusqu'au 
bout  l'analyse  qu'il  n'a  fait  qu'indiquer  pour  ce  cas  général. 

(GuYOU,  loc.  cit.). 
Le  procédé  employé  par  Foucault  pour  suspendre  un  tore  par  son  centre 
de  gravité  est  le  suivant.  Un  premier  anneau  tourne  autour  d'un  axe  fixe 
vertical  CC  :  un  deuxième  anneau  tourne  autour  d'un  axe  BB'  {Ji^.  '238) 


Fig.  'JJ8. 


qui  coïncide  avec  le  diamètre  du  premier  anneau  perpendiculaire  à  CC; 
enfin,  le  tore  tourne  autour  d'un  axe  AG.V  coïncidant  avec  le  diamètre  du 
second  anneau  perpendiculaire  à  BB'. 


296  DYNAMIOl'E     DHS    SYSTÈMES. 

OÙ  les  quantités  Q/  et  P/  ont  pour  expressions 

/  Vr=/| 

Q«  =  \^  (  Xv  «v/  -H  Yv  byi  -h  Zv  Cvi  ), 


(4> 


V=  I 
V  — /i 


v=  1 


avec 


l   —    I^     'J.j     «.«j    A» 


L'équation  (3),  devant  être  vérifiée  quels  que  soient  les  dé 
céments  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  au  temps  /,  de 
être  vérifiée  quelles  que  soient  les  variations  ô^i,  0(72?  •••,  S 
On  doit  donc  avoir 

On  a  ainsi  les  équations  du  mouvement  du  système  :  le  nomL^re 
de  ces  équations  est  précisément  égal  au  nombre  k  des  degrés   ^^ 
liberté  du  système.  C'est  ainsi  que  nous  avons  obtenu  successJ\''  ^* 
ment,  dans  le  n"  288,  les  équations  du  mouvement  d'un  poi   ■^**" 
libre,  d'un  point  assujetti  à  glisser  sur  une  surface  fixe  ou  mobS^ 
donnée,  d'un  point  assujetti  à  glisser  sur  une  courbe  fixe  ou  m       ^^" 
bile  donnée. 

Nous  reviendrons  sur  ces  équations  générales  dans  le  Chapil^     ^ 
suivant. 

Systèmes  holonomes  et  non  holonomes,  —  Au  point  de  vi 
de  l'expression  analytique  des  liaisons,  les  systèmes  se  divisent 
deux  catégories  :  les  systèmes  holonomes,  dont  toutes  les  liaisoi 
peuvent  être  exprimées  par  des  équations  en  termes  finis,  et 
systèmes  non  holonomes  comme  le  cerceau,  la  bicyclette,  da 
lesquels  certaines  liaisons  (roulement  des  roues  sur  une  surfa 
fixe)  s'expriment  par  des  relations  diflerenlielles. 

Nous  avons   étudié    en   détail   le   cas   du   cerceau  {Staliqi 
n'""  171  et  17î2  et  Dynamique,  n°  412). 

Les  équations  que  nous  venons  d'établir  s'appliquent  à  tous 
cas. 

434.  Systèmes  holonomes;  coordonnées  d'un  système  holonoii^- 
—   Un  système  est  dit  holonome,  d'après  le  physicien  allemande* 
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(n°  172),  quand  les  liaisons  qui  lui  sont  imposées  peuvent 
rimer  par  des  relations,  en  termes  finis,  entre  les  coordon- 
les  points  du  système  et  le  temps.  Soient  a:,,  yi,  z^  ;  x-i^y^^^ 
.\  Xn^yn-,  5/1  les  coordonnées  des  points  du  système;  pour 
;  système  soit  holonome,  il  faut  et  il  suffit  que  les  liaisons 
ml  toutes  s'exprimer  par  un  système  d'équations  distinctes 
Forme 

1^  /l   (^l>  y\^  -=1»  ^2,  7j,   -1,    •  .  .  ,  ^n^  yny  -/i,   t)  =  O, 
f\  (^li  Jl»  ^1»  ^1-,  yu  2J»    •  •  -,  ^n,  Yny  ^n,  0  =  ©i 

fhi^ï,  yiy  ^i,  ^J,7j»  ^2,    .  .  •»  ^iij  yn,  ^ni  i)  =  O. 

équations  s'appellent  les  équations  de  liaison  du  système 
ome.  Si  aucune  de  ces  équations  ne  contient  le  temps  /,  les 
ïs  sont  dites  indépendantes  du  temps;  si  certaines  équa- 
Je  liaison  contiennent  /,  les  liaisons  dépendent  du  temps, 
a  un  exemple  de  liaisons  dépendant  du  temps  en  imaginant 
'rlains  points  du  système  sont  assujettis  à  glisser  sur  des 
es  ou  sur  des  surfaces  animées  de  mouvements  donnés  à 
ce.  c'est-à-dire  sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  dont  les 
ons  contiennent  le  temps. 

nombre  h  des  équations  de  liaison  est  nécessairement  infé- 
au  nombre  3/j  des  coordonnées;  en  eflet,  si  A  était  égal  à 3/2, 
ivcmcntdu  système  serait  imposé  par  les  équations  de  liai- 
ar  ce5  équations  définiraient  les  in  coordonnées  en  fonction 
iips.  On  pourra  donc  poser 

h=  3/1  —  X', 


fY 


nant  un   entier  positif.  INous  allons   voir  que  le  svstème 

le  A"  degrés  de  liberté. 

ordonnées   du  système.  —    A.  chaque   instant  /,  pour  cou- 
la position   du   système,  il   suffit  de  connaître   les  valeurs 

'iques  de  k  des  3/i  coordonnées,  convenablement  choisies; 

ît,  les  valeurs  des  h  =  'in  —  k  autres  coordonnées  sont  alors 

es  par  les  h  équations  de  liaison  (6). 

»  généralement,  pour  connaître   la  position  du  système  à  un 

t  t,  il  suffit  de  connaître  les  valeurs  numériques  de  k  para- 

•   y«j    72«    "'j    Çkj    liés  aux    coordonnées   par  k  relations 
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données 

fh-<r\  y^\*.  J'ii  ^Xt  ^i'  yti  ^iy   '  •  "t  •''/i-  ynt  ^nt  f)  =  ^I- 
/-\  ;    fh¥i(^\,y\i  ^l,  ^i^  yi-,  ^i^    '"*  ^ny  yn,  ^n^  t)  =  qt. 

'^        \ ' 

En  efTel,  si  /  est   donné,  et  si  Ton  donne  à  ^i,  ^j, ,  qk  des 

val  eiirs  numériques,  les  équations  (6)  et  (7)  formeront  un  système 
de  II  -f- /r  =  3/1  équations  déterminant  les  3/i  coordonnées 

Si  Ton  résout  effectivement  îe  système,  on  obtient,  pour  les  3/i 
coordonnées,  des  expressions  de  la  forme 

(8)  '  j'v^  '^'«71^  7î 7^^  ')» 

(  xjv  —  TOv(7i^  7î?  •  •  -1  7^^  '^ 

où  v  =  i,  2,  ...,  /7.  Ces  formules  montrent  bien  qu'à  chaque 
instant  /  les  valeurs  numériques  des  paramètres  q^^q^^  -- "i  Çk 
déteiminent  la  position  du  système.  Les  paramètres  ^i,  y^,  ..., 
qk  peuvent  être  appelés  les  coordonnées  du  système  holonome. 

Exemples,  —   La  position  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe  est  déterminée  dès  qu'on  connaît  les  valeurs  numériques  de -s 
trois   angles  d'Euler  8,  cp,  i;  ces  angles  constituent  les  coordo 
nées  du  corps  (A*  =  3). 

La  position  d'une  toupie  sur  un  plan   horizontal  fixe(n*- 
est  déterminée  quand  on  connaît  les  coordonnées  horizonlah*s( 
du  centre  de  gravité  et  les  trois   angles   d'Euler  8,  o,  tj«  donn: 
l'orientation   de  la  toupie   autour  de  son  centre  de  gravité. 
cinq  quantités  $,  r,,  0,  cp,  i  sont  les  coordonnées  de  la  toupie  ^^ 

(A- =  5). 

Degrés  de  liberté  du  système.  —  Pour  obtenir  le  déplace- 
ment le  plus  général  du  système,  compatible  avec  les  liaisoos 
à  rinstant  /,  il  suffit  de  donnera  ^  la  valeur  numérique  corres- 
pondante et  de  faire  varier  les  coordonnées  yi,  çtj,  ...^^^de 
quantités  infiniment  petites,  arbitraires,  S^i,  8^s,  . . . ,  0 jr^  Les 
formules  (8)  donnent  alors  les  variations  correspondantes  des 
coordonnées,  c'est-à-dire  les  déplacements  virtuels  compatibles 
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Il  est  à  remarquer  que  le  déplacement  réel  da  système  ne  fait 
pas  partie  des  déplacements  virtuels  que  nous  considérons  ici, 
lorsque  les  liaisons  dépendent  du  temps.  Par  exemple,  dans  le 
mouvement  d'un  point  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  courbe  C 
animée  d'un  mouvement  donné,  le  seul  déplacement  virtuel  de  M, 


compatible  avec  les  liaisons  à  Tinstant  /,  est  le  déplacement  MM' 
eflTectué  sur  la  courbe  C  dans  la  position  qu*elle  occupe  à  Tinstant  /  ; 
mais,  a  Tinslant  /  -4-  dt^  la  courbe  C  est  venue  en  C,  et  le  point 
mobile  en  un  point  M|  de  cette  courbe  :  le  déplacement  réel  MM| 
ne  coïncide  donc  pas,  en  général,  avec  le  déplacement  virtuel.  En 
général,  le  déplacement  réel  dx^^  ^Yx-;  ^-i»  •  •  •>  d,Xn^  ^ynj  dZgg 
satisfait  aux  relations 


Oft    .  Ofi    .  dfi    .  dfi    .  dfi   . 

Otx  ôyi    -^         ôz^  âzn  àt 

(i  =  I,  2.  . . .,  h). 


Il  n'est  donc  pas  compris  parmi  les  déplacements  virtuels  con- 
sidérés qui  doivent  vérifier  les  conditions  (lo),  à  moins  que  toutes 

les  expressions  -^  soient  nulles,  c'est-à-dire  que  les  liaisons  soient 

indépendantes  du  temps. 

Les  équations  (lo)  montrent,  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 
que,  pjrmi  les  '^n  variations  oXv,  o^v7  ^^^^  il  y  en  a  A"  d*arbîtraires; 
les  II  autres  s'exprimeront  linéairement  en  fonction  des  A*  pre- 
mières au  moyen  de  ces  é(juations;  nous  pourrions  porter  les  va- 
leurs ainsi  obtenues  dans  Téquation  générale  de  la  Dynamique  (i) 
qui  devrait  alors  être  satisfaite  quelles  que  soient  les  variations 
arbitraires.  Il  sera  plus  simple  d^employer  la  méthode  des  multi- 
plicateurs de  Lagrange,  et  nous  aurons,  par  un  calcul  semblable 
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la  somme  du  premier  membre  élaat  étendue  à  tous  les  points  du 
système  et  celle  du  second  seulement  au^iL  points  auxquels  sont 
appliquées  les  forces  données. 

En  faisant  certaines  hypothèses  sur  les  liaisons,  nous  pourrons 
faire  d'utiles  remarques. 

Supposons  d'abord  que  les  liaisons  soient  telles  que  le  système 
puisse  prendre  un  mouvement  de  translation  parallèlemenl  à  Ox; 
dans  ce  déplacement,  on  aura 


et  Téquation  (i  2)  deviendra 

2^"'^1IF^L ^^'      dt  2 "'•'  rfT  =2* ^- 

équation  qui  exprime  le  théorème  suivant  : 

Si  les  liaisons  permettent  à  chaque  instant  un  déplacement 
d^ ensemble  parallèle  à  un  axe  fixe,  la  dérivée  par  rapport  au 
temps  de  la  somme  des  projections  des  quantités  de  niouve — 
ment  sur  cet  axe  est  égale  à  la  somme  des  projections  des  forces 
données  sur  le  même  axe. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du   théorème  des  quantit< 
de  mouvement  projetées.  La  dérivée   par  rapport  au  temps  de 
somme  des   projections  des  quantités  de  mouvement  sur  un  ai, 
est  toujours  égale  à   la  somme  des  projections  des  forces  exté 
rieures  sur  le  même  axe.  Seulement,  en  général,  les  projectio 
de  ces  forces  extérieures  comprennent  à  la  fois  des  forces  donné    - 
et  des  forces  de  liaison.  Le  théorème  actuel  s'applique  à  une  ca 
gorie  de  problèmes  dans  lesquels  les  projections  des   forces  ej       « 
rieures   sur  l'axe  considéré   ne  comprennent  pas    de  forces  < 
liaison. 

Par  exemple,  si  Ton  clicrclie  le  mouvement  d*une  barre  pesaate  àoot 
les  extrémités  gli'^sent  sur  deux  surfaces  fixes  S  et  S',  le  théorème  géoéraf 
s'applique  à  la  projection  du  mouvemant  sur  un  axe  quelconque  Ox; 
mais,  dans  les  projections  des  forces  extérieures,  il  faut  compter  les  pro- 
jections des  réactions  des  deux  surfaces  îS  et  S';  le  théorème  actuel  ne 
s'applique  pas  si  S  et  S'  sont  prises  au  hasard. 

11   ne  s'appliquerait  que   si  les  surfaces  S  et  S'  étaient  des  cylindres 
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parallèles  à  Oj',  car  alors  les  liaisons  permettraient  un  déplacement  d'cn- 
î>emble  de  la  barre  parallèlement  à  Ox;  dans  ce  cas,  les  projections  des 
^^actions  normales  sur  Ox  sont  nulles  . 

On  reconnaît,  en  général,  que  le  système  admet  une  transla- 
tion parallèle  k  Oxj  lorsque  les  équations  de  liaisons  ne  con- 
tiennent les  abscisses  que  par  leurs  différences. 

i37.   Cas  particulier  du  théorème  des  moments.  —  iVdmettons 
^ïaj'ntenant  que  les  liaisons  permettent   une  rotation  d'ensemble 
^u  système  autour  de  Taxe  des  3;  si  Ton  désigne  par  59  celle  rola- 
^Joii  élémentaire,  on  sait  que  Ton  a 

oxy  =  — -  Kv  ^^ï        2^v  =  ^v  ûO,        8^v  =  o  ; 
t?<7  ti  alion  générale  (12)  deyienl  alors 


'*'dt 


à-dire  : 

^  les  liaisons  permettent  à  chaque  instant  un  mouvement 

"^  ^otution  du  système  autour  d' un  axe  fixe  y  la  dérivée  de  la 

*^  ^ne  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 

^^  4.  axe  est  égale  à  la  somme  des  moments  des  forces  données 

rapport  au  même  axe. 


ous  remanjucrons  encore  ici  que  ce  théorème  est  un  cas  par- 
^^  lier  du  lliéorème  des  moments  des  quantités  de  mouyement, 
^     ce  que  ce  sont  les   lorces   données   seules  qui  figurent  dans 
^*>oncé  au  lieu  des  forces  extérieures. 


•ti8.  Cas  particulier  du  théorème  des  forces  vives.  —  Suppo- 
sons enfin  que  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps. 

Alors  parmi  les  déplacements  compatibles  ayec  les  liaisons  se 
trouve  le  déplacement  réel dx^^  dj\,  dz^,  et  l'on  peut,  dans  Téqua- 
lion  (^12),  remplacer,  en  particulier,  Sxv,  o>'v,  o:?v  par  t/jTy,  dj\^  dzy. 
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On  a  ainsi 


=  V  (  \v  djTy  -r-  Yv  dj\  -r-  Zv  dz^  ), 
d  ^  -^ —  =  5j  <  ^v  ^'-^v  ■+■  Yv  rfi'v  -+-  Zv  ^-v )• 


IJonc  : 


.SV  tes  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  la  difffren- 
lielle  de  la  demi-force  vive  du  système  est  égale  à  la  somme 
des  travaux  élémentaires  des  forces  données, 

iVvsi  nn  cas  |)arLiculier  du  ihéorèmc  des  forces  vives  (n^HK). 

Nous  pouvons  vôriru'r  ce  iht'-orèine  en  partant  des  équations  du  moo^^ 
nient  obtenues  par  la  nn'thnde  des  multiplicateurs  de  La  grange  |êqia- 
tions  (II),  n"  4.T)|. 

Faisons  sur  ces  équations  la  combinaison  des  forces  vives,  nous  aurais, 
«•n  ordonnant  par  rapport  aux  À, 


/N   _  \  (  \^  dj\f-\-  Yv  <'(>'v"^  Zv^/^v) 


--  A, 


et  les  coefficients  <bs  X  sont  nuls  quand  les  êqualionsyi=  o. /.  =  « 

f/,  —.  o  ne  conliennent  pas  t.  ^i  fi  contenait  t,  le  coefOcienl  de  ).i  ne  serait 

pas  nul,  mais  é-ral  à  —  -^df, 
*  ^  Or 


III.  —  APPLICATION  DU  PRINCIPE  DE  D*AriElfBEBT 
AU  CAS  DU  FROTTEBŒNT  DE  GLISSEMENT. 

■i\\\).   Imaginons  ini  ♦iy>tèine  assujetti  à  deux  sortes  de  liai>ons  : 
i"  Des  liaisons  L  snn>  frottement  dépendant  ou  non  du  temps: 

0."  I)«^s  liaison**  1/  consi>tant  en  ce  que  certains  points  »i,,  m» m 

<()nt  assujetti-*  à   j;li^>er  avec  frottement  sur  des  surfaces  h\e*  d>aK< 

^     s  s 

La  réartion  tni.ilo  \\\  de  l.i  surface  Si  sur  le  point  /it|  est  U  r<?-«ltJti 
d'une   force   normale   N'i  et  d'une    force   langenliellc   i  frottement     ê^A 
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/iNi  et  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse  du  point, ^i  étant  le  coof- 
cient  de  frottement  sur  S,.  On  a  de  même  les  réactions  totales  Rj,  . .  ., 
p  des  autres  surfaces  S?,  . . . ,  Sp  sur  les  autres  points  /tij,  . . . ,  mp. 

D'après  le  principe  de  4'Alembert,  il  y  a  équilibre  à  chaque  instant 
ntre  les  forces  d'inertie,  les  forces  données,  les  forces  de  liaison  prove- 
ant  de*;  liaisons  L  sans  frottement  et  les  forces  de  liaison  Rj,  ...,  \\p 
revenant  des  liaisons  L'. 

Si  donc  on  imprime  au  système  un  déplacement  virtuel  quelconque,  la 
omme  des  travaux  de  toutes  les  forces,  y  compris  les  forces  de  liaison,  est 
ulle.  Mais  si  l'on  imprime,  en  particulier,  un  déplacement  virtuel  qui  soit 
ompatible  avec  les  liaisons  L  sans  frottement,  et  dans  lequel  chaque 
'oint  mi,  nti,  . . .,  mpso'il  assujetti  à  se  déplacer  normalement  à  la  réac- 
ion  totale  Rj,  Rj,  ...,  R,,  correspondante,  la  somme  des  travaux  des 
orce«  de  liaison  L  et  des  forces  Ri,  R2,  ...,  R/>  est  nulle  d'elle-même;  la 
omme  de*^  travaux  des  forces  données  et  des  forces  d'inertie  est  donc 
lullc  aussi.  On  obtiendra  donc  les  équations  du  mouvement  en  écrivant 
|ue,  pour  tous  les  déplacements  virtuels  qui  sont  compatibles  avec  les 
iai^ons  L  et  dans  lesquels  chaque  point  /?ii,  mj,  ...,  mp  se  déplace  nor- 
naleineni  à  la  réaction  totale  Rv  correspondante,  la  somme  des  travaux 
les  forces  données  et  ties  forces  d'inertie  est  nulle.  (Appell,  Comptes 
endus,  j89>.,  t.  GXIV,  p.  33 1.) 

Exemple.   —    Reprenons  à  ce  point  «le  vue  le  problème  III  du  n®  371, 

fig.  'i\f\.  Dans  ce  problème,  les  points  A  et  B  glissent  avec  frottement  sur 

)x  t't    O y.    La   réaction    totale    R   de   l'axe  Ox  en  A  est  bissectrice  de 

'angle  NAN;   la   réaction    totale    R'  de  l'axe  Oy  en   B  est  bissectrice  de 

angle  N'BN'. 

Pour  obtenir  un  déplacement  virtuel  de  réchelle  dans  lequel  les  travaux 
le  R  et  R'  sont  nuls,  on  lui  imprimera  un  déplacement  virtuel  dans  lequel 
V  et  B  se  déplacent  normalement  aux  réactions  R  et  R'.  D'après  la  pro- 
)riété  chi  centre  instantané  de  rotation,  cela  revient  à  faire  tourner 
'échelle  d'un  angle  infiniment  petit  autour  du  point  d'intersection  I  de<î 
éactions  R  et  R'.  Les  droites  suivant  lesquelles  sont  dirigées  les  réac- 
ions  R  et  R'  ayant  pour  équations 

.r  —  2/  sin  a  -T-^  —  o.  .r  — y  -v  'il  cosa  —  o, 

i  point  I  a  pour  coordonnées 

/i  .ri   -/(sina     -cosa»,         j>'i  =  /(  sin  x -^^  cosa  ). 

I  faudra  alors  exprimer  que,  dans  le  déplacement  virtuel  obtenu  en  fai- 
int  tourner,  d'un  angle  infiniment  petit,  la  droite  AB  autour  de  I,  la 
>mme  des  travaux  du  poids  et  des  forces  d'inertie  est  nulle;  ou  encore 
uc  la  somme  des  moments  du  poids  et  des  forces  d'inertie  par  rapport  au 
oint  I  est  nulle.  Ce  qui  donne,  en  appelant  m  la  masse  totale  de  l'échelle 
A,  II.  20 
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et  fjt  la  masse  du  point  de  l'échelle  de  coordonnées  x  et^, 


( 


$  -  X,  )  mg  H-^  î^  [^  ^  —  ^»  ^  -^"î"  —  ^  ^  -  ^'J  ^  "5^  J  =  ^' 


la  somme  ^  étant  étendue  à  tous  les  points.  Si  l'on  remarque  que  les 

vement  enraies  a  m  -y-f ,  m  -^-f  et  —  /w (  A»  -f-  «* )  -7-7  »  et,  si  1  on  remplace 

^H  ;>  ^  pai'  leurs  valeurs,  on  trouve,  après  réduction,  Téquation  (5)  du 
n°371,  Ex.  Iir. 

EXERCICES. 

1.  Un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axe  Oz  avec  une  vitesse  angulaire  va- 
riable (1).  Calculer  à  un  instant  t  la  résultante  générale  et  le  moment  résultant 
des  forces  d'inertie  par  rapport  au  point  O. 

Réponse,  —  D*après  les  calculs  du  n**  360,  on  a,  pour  les  projections  de  la 
résultante  générale  des  forces  d'inertie. 

Xj  -   -2]  ni  j^  :^  ù)'2]  ''**^  -^  «'2]  '^>'' 
Y,  =  ti>^  \    m  y  —  *^'  /.  '''  *^>        ^'i  —  ** 
et,  pour  les  projections  du  moment  résultant, 

M,  -    u)'  N^  mxc  -h  w'\    m  yz,        N,  =  —  MAr'w', 

<o'  désignant  la  dérivée  de  «o  f)ar  rapporta  ^. 

2.  Conditions  pour  que  les  forces  d'inertie  d'un  corps  solide  tournant  autonr 
d'un  axe  fixe  aient  une  résultante  unique. 

Réponse.  —  Il  faut  que  le  centre  de  gravité  ne  soit  pas  sur  l*axe  pour  qae 
Xî  4- Y}  soil  différent  de  zéro,  et  que 

L,\,4-M,Y,    -N,Z,  =  0, 
c'est-à-dire 

(  a>*-  - 10''  )  i    \^mx  ymyz  — /]  ni  y  \]  mxz^  =  o. 

Le  premier  facteur  n'étant  pas  nul,  le  second  doit  Tétre.  Ce  second  facteur, 
égalé  à  zéro,  exprime  que  l'axe  de  rotation  est  principal  pour  un  de  ses  poûtis, 

3.  Conditions  pour  que  les  forces  d'inertie  des  pointa  d'un  solide  tournant 
autour  d'un  axe  fixe  se  réduisent  à  un  couple* 
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Héponse.  —  Il  faut  et  il  suffit  que  X,  =  o,  Yj  --  o;  d'où  ^mj?  ~  o,  ^^fny  =  o. 
Le  centre  de  gravité  doit  être  sur  l'axe. 

4.    Déduire  du  principe  de  d'Alembert  les  équations  du  mouvement  d'un  fil. 

Soient  ds  l'élément  d'arc  d'un  fil,  jx  sa  densité  linéaire,  x,  y,  z  ses  coor- 
données. L'arc  s  étant  compté  à  partir  de  l'extrémité  du  fii,  par  exemple,  les 
coordonnées  de  l'élément  ds  dans  le  mouvement  sont  des  fonctions  des  variables 
iodépendantes  s  et  /. 

L.es  équations  d'équilibre  sont 

d  /_  dx  \       . . 
ds(jTs)^^  =  '''         ■■■• 

X,  Y,  z  désignant  les  projections  de   la  force  extérieure  rapportée   à  l'unité  de 
loogueur.  La  force  d'inertie  de  l'élément  ds  de  masse  [ids  a  pour  projections 

la  force  d'inertie  rapportée  à  l'unité  de  longueur  est  donc 

â'X 

—  u.  " —  >      •  •  • 

Écrivant  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  réellement  appliquées  X.  Y,  Z  et  les 
forces  d'inertie,  on  a 

r)  /^,ôx\       ..  ô^x 


OÙ  nous  mettons  des  à  de  ronde  pour  désigner  les  dérivées  partielles.  Ces  trois 
équations  jointes  à  (-p)  "^(j)  ""'(t)  ~*  définissent  x,  y,  Zy  T  comme 
fonctions  de  s  et  L  La  quantité  tx  est  une  fonction  donnée  de  s. 


■  ■■<■ 
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CHAPITRE   XXIV. 

ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  LA.  DYNAMIOUE 

ANALYTIQUE. 


440.  Objet  du  Chapitre.  —  Pour  trouver  le  mouvement  d*uo 
système  sans  frottement,  à  k  degrés  de  liberté,  soumis  à  des 
forces  données,  il  faut  intégrer  un  système  de  k  équations  difle- 
rentielles  dont  nous  avons  indiqué  la  forme  générale  au  Cbapitre 
précédent  (n' "*  433  et  434). 

Nous  donnerons  dans  le  présent  Chapitre  des  méthodes  plus 
brèves  pour  écrire  les  équations  du  mouvement.  Ces  méthodes 
sont  différentes  suivant  que  le  système  est  holonome  ou  non. 

Nous  étudierons  d'abord  les  systèmes  holonomes  comme  étant 
les  plus  simples.  Pour  le  mouvement  de  ces  systèmes,  nous  indi- 
querons une  forme  d'équations  donnée  par  Lagrange.  Soient  ^i, 
5^a>  '  "1  Çk  les  coordonnées  du  système  holonome;  q\^  q'^^  ...,  Ç| 
leurs  dérivées  par  rapport  au  temps  dans  le  mouvement  du  sys- 
tème. Nous  montrerons,  d'après  Lagrange,  que  l'on  peut  écrire  les 
équations  du  mouvement  dès  qu'on  connaît  Texpression  de 
Vénergie  cinétique  ou  énergie  de  vitesse 

en  fonction  de  y,,  ^72,  .  •  -,  qk'i  ^'d  (j'i-  •  •  •>  q'ki  ^^  '• 

Nous  verrons  ensuite  que,  pour  un  système  non  holonome^  U 
connaissance  de  l'énergie  cinétique  ne  suffit  plus  à  déterminer  les 
équations  du  mouvement.  Soient  (jr,,  q.^^  .,,^qi^  les  paramèlces 
dont  les  variations  arbitraires  8^,,  o^jr^,  . ..,  o^^  définissent  le  dé* 
placement  virtuel  le  plus  général  du  système,  q\^  q'^^  .. .,  q'^^  yj, 
72)  '  ">  9k  leurs  dérivées  premières  et  deuxièmes  par  rapport  au 
temps  dans  le  mouvement  du  système,  J  l'accélération  d^un  point 
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de  masse  m;  nous  montrerons  qu^on  peut  écrire  les  équations  du 
mouvement  dès  qu'on  connaît  l'expression  de  la  fonction 

en  fonction  de  ^,,  ^2,  •  -,  Çh,  ç'n  Ç^y  •">  4k^  9\^  ^2^  •>  9k^^ 
de  t.  Cette  fonction  S,  formée  avec  les  accélérations  comme  T  Test 
avec  les  vitesses,  peut  être  appelée  V énergie  d^ accélération  du 
système. 

I.     -  SYSTÈMES  HOLONOMES  :  ÉQUATIONS  DE  LAGRAN6E. 

441.  Réduction  des  équations  du  mouvement  au  nombre  mi- 
nimum dans  un  système  sans  frottement.  —  Imaginons  comme 
précédemment  un  système  de  n  points  assujettis  à  des  liaisons 
telles  que  la  position  du  système,  au  point  de  vue  géométrique, 
dépende   de   k   paramèlres    géométriquement    indépendants   y,, 

<72 qii'  On  pourra  alors  exprimer  les  coordonnées  de  chaque 

point  du  syslème  en  fonction  de  ces  paramètres;   dans  le  cas  gé- 
néral où  les    liaisons   contiennent  le  temps,  les  expressions  des 
coordonnées  des  différents  points  en  fonction  de  q^^  q^^  ...,  qk 
contiendront  t 

<  I  »  j  }\^'  'l'vWn  </2,   ••  ..  qk,  t). 

\  Zy  —  nTv(7i,  7i'  '  •    ,  qkj  t  >• 


Quand  les  liaisons  sont  exprimées  par  des  équations  telles  que 
les  équations  (6)  du  n"  434,  ces  expressions  des  coordonnées  sont, 
par  hypothèse,  de  telle  nature  qu'en  les  portant  dans  les  équations 
de  liaisons,  ces  équations  soient  identiquement  satisfaites  quels 
que  soient  ^,,  ^2,  . . .,  y^,  /. 

On  ohtiendra  alors  le  déplacement  virtuel  le  plus  général  du 
système  compatible  avec  les  liaisons  à  Tinstant  /  en  donnant  à  ^r,, 
^2<»  '•-,  Çk  des  accroissements  infiniment  petits  arbitraires  8^1, 
5^2-  .    -,  àqif,  ce  qui  donne 

<^Çi  Oqi    ^  0<]k    ' 

el   deux  formules  analogues  pour  ùy^  et  ùz^.  Portant  ces  valeurs 
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dans  l'équation   générale  de  la  Dynamique  (n**43i),  on  obtient 
une  équation  de  la  forme 

(■2)         (Pi-Qi)07,-^<P,-Q,)ay,-^...-f-(PA-Q*  Syii=o, 
en  posant,  pour  abréger, 

^        ld*-x^  dr^i        d^  yyt  àyy,       d^z^  àz^\ 


Q-=2 


H   I V  ~. —  "+~  ^v  ~. 

(>ya  ^^a  <>^a 


L'équation  (2)  devant  avoir  lieu,  quels  que  soient  oyi,  S^2^  •••? 
Sgr^,  puisqu'elle  a  lieu  pour  tous  les  déplacements  virtuels  com- 
patibles avec  les  liaisons,  se  décompose  en  /'  équations 

(3)  Pi-Qi=o,        P,~Qî=o,        ..  ,         Pa— Qa=o. 

Les  expressions  des  quantités  ?«  se  transforment,  comme  nous 
l'avons  fait  dans  le  cas  d'un  point  matériel  (n**  282). 

Nous  pouvons  écrire,  en  supprimant  les  indices  y  pour  simpli- 
fier l'écriture, 

^       dt  Jmà      \dt   Oq^        dl  ôqai        dt   dq^./ 

l         d—  d^  d  ^^  \ 

Zà   ^  dt      dt  dt     dt         dt      dt    /' 

Si  nous  désignons  par  x\  y,  s'  les  dérivées  -3-,  -~,  ^. 
l'expression  de  Pa  devient 

r»  d  -^      /    ,  dar  ,  dv  ,  àz  \ 

dtjLd       \      Oq^        -     *)q^  àq^l 

i        d^^  d^^  d  ^^     \ 

Désignons  de  même  par  q\^  çr^,  ...,  q\  les  dérivées  de  ^i, 
?27  "M  (]k  considérées  comme  fonctions  du  temps;  en  différen- 
tiant  les  équations  (i),  nous  aurons 

,       dx    ,        dT    ,  àr    ,  dx    ,        àx 

Oqx^  Oqi^^  àqai    ^  dqjt  ai 
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OÙ  p,  <7,  r  ont,  en  fonction  de  ^,  0,  ©,  les  valeurs 

p  —  ^'  sinO  sino  -^  O'coscp, 
q  r=  ^'  s.\n  0  cos©  —  0'  sino, 
r  —  o'-î-  •!•'  cosO. 

Quant  à  l'expression  de  la  sonnme  des  travaux  des  forces   données 

S  (  Xv  Sxv  -^  Yv  o/v  -^  Zv  05v  K 

elle  prend  la  forme 

e  80  -+-  <ï»  oo  -I-  U^"  ù'I. 

Ecrivons  l'équation  de  Lagrange  relative  à  la  variable  o  : 


d  /()T\        âT 


Mais 


dt[o'^')       -  "*• 


dT  _  ^)T   dr   _ 
(>c&         dr    Oo 

ôT        ÔT  dp         f)T  dq         ,      dp        ^    àq 

-—  —  --   _î-  _u  _ L  —  Kp-f-  -f-  B^-^  • 

a:p         d/^    (>©         ôq    0"^  dcp  a© 

Or,  d'après  les  équations  de  p  et  q,  on  a 

-—  —  —  0  sino  -h  '1/  coso  sinO  =  <7,  -r^  =  --/>• 

On  a  donc 

g=,,9(A-B), 

Cl  notre  équation  devient 

Il  reste  à  voir  que  <ï>  est  la  somme  N  des  moments  des  forces  données 
par  rapport  à  Oz;  4>  o^p  est,  en  effet,  la  somme  des  travaux  virtuels  des 
forces  données  dans  un  déplacement  élémentaire  obtenu  en  laissant  4*  et  0 
constants,  c'est-à-dire  dans  un  mouvement  de  rotation  oo  autour  de  0^. 
Or,  nous  avons  vu  que  si  un  corps  tourne  d'un  angle  8ïp  autour  de  Oz,  on 
a,  pour  la  somme  des  travaux  des  forces  données  (n**  181)  : 

<l>  0!p  =  S (  Xv oxy -f-  Yv oy^  -+-  Zv  o^v )  =  21  ( a^y  Yv  —  ^v  Xv  )  oo, 

d'où 

^  =  S(>vYv-rvXv)  =  N. 

Nons  avons  ainsi  une  des  équations  d'Euler 
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réquation  relaliv.i  à  ;,  nou«i  aurons  -~  —  o.  doù  \'  -  ^\.  L'équation  rela- 
tive à  r,  donnera  de  même  7/ —  t/^  ;  le  mouvement  du  centre  de  graviff 
est  donc  rectiligne  et  uniforme,  ce  que  donnait  immédiatement  le  théorémcr 
du  mouvement  du  centre  de  gravité.  L'équation  en  0 

fit  \  &V  /        âh         àh 

se  réduit  à  - .    (  —  j  ^  o,  car  T  et  U  ne  contiennent  pas  0.  Elle  s'intègre 

,,.  ,  <>T 

immédiatement  et  donne  —r,  —  const..  ou 

oh 

i  I  )  (/«sinîa  — X-«)e'^  C. 

Nous  pourrions  de  même  écrire  l'équation  en  3,  mais  elle  serait  trop 
compliquée  ;  nous  la  remplacerons  par  Tintégrale  des  forces  vives  qoi  m 
réduit  ici  à  T  —  const.,  c'csl-à-dire 

ni)  I  /2cos*a   -   A*;2'*-T-  .  /-*sin«a-~XVie'*r^  -\», 

puisque  ;'  et  7/  sont  des  constantes.  Nous  avons  pu  égaler  à  une  coostute 

essentiellement  positive,  puisque   le  premier  membre  est   une  somme  de 

deux   carrés.    L'équation   (I)   montre   que   0'  a   un   signe  invariable  :  b 

ligne  G\  tourne  toujours  dans  le  même  sens  autour  de  G,  la  vitesse  aogiH 

.  C 

laire  de  ce  mouvement  étant  d'ailleurs  nécessairement  comprise  entre  t^ 

C 
et  ■^'  En  substituant  la  valeur  précédente  de  6'  dans  Téquation  (U'. 

il  nou«i  vient 

oi'U/ico^in   -/.îM/^sin^ï-T-A*»  =  A«/«  sin»a -+- AU^  —  C*; 

le  premier  membre  étant  toujours  positif,  il  doit  toujours  en  être  de  même 
du  second. 

Si  C^ —  A^A'^  est  négatif,  a  peut  manifestement  prendre  telle  valeur  qoe 
l'on  voudra,  et  les  barres  s'écartent  ou  se  rapprochent  suivant  que  s'est 
positif  ou  négatif  jusqu'au  moment  où  un  choc  se  produit  (s  =  o  ou  a  =  c). 
Si  C*  —  A^A'i  est  positif,  on  pourra  le  poser  égal  à  A*/'  sin*^  où  p  désigne 
une  constante  réelle;  en  effet.  G- — A' A:' est  toujours  inférieur  à  AT*. 
puisque,  a' étant  réel  à  l'instant  initial  où  2  =  OojOn  a  A'/'sin*S0>-G* — A'i*. 
La  condition  ù  laquelle  doit  satisfaire  2.  se  réduit  donc  à 

sin*a  >  sin*p, 

de  sorte  que  a  varie  entre  jii  et  ir  -    3;   le  mouvement  de  chaque  tige,  par 
rapport  à  GA,  est  alors  oscillatoire. 
Si  l'on  avait  enfin  G- —  A-A*  —  o,  a  pourrait  prendre  toutes  les  valears. 
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mais  a  tendant  vers  t:   ou  vers  zéro,  t  croîtrait  indéfiniment;  les  dcu\ 
droites  tendraient  à  se  superposer  sans  jamais  s'atteindre. 

447.  Corps  pesant  de  révolution  glissant  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal.  -  En  employant  les  notations  du  n»  407,  on  a,  pour  la  force 
vive  2T, 

aT  ^  M(J'2_^T/«)4-[M/'nÔ)-+-A]6'-*-h  A»;;'2sin5e-r-C(o'-T-^^'cose)% 
et,  pour  la  fonction  des  forces, 

Les  cinq  paramètres  dont  dépend  la  position  du  corps  sont  Ç.  tj,  0,  <p,  ^. 
On  obtiendra  les  équations  du  mouvement  en  écrivant  d'abord  les  quatre 
('quations  de  Lagrange  relatives  aux  quatre  paramètres  ^,  r^,  cp,  ^.  Comme 
ni  T,  ni  U  ne  contiennent  ces  paramètres,  les  équations  de  Lagrange  cor- 
respondantes sont 


N 


D'où  l'on  conclut  immédiatement  quatre  intégrales  premières  en  égalant 

OT    >fT     ÔT    OT  .    ,  ^  ..,.,, 

-^,  y  — T»  — 7j  -77-,  a  des  constantes.  On  a  ainsi  les  intefirrales 

A-i/sin^e-^  C(c&'-t-6'cosO)cosO  --z  K. 

il  reàieiail  alors  à  écrire  la  dernière  équation  de  Lagrange,  celle  qui 
e*i  relative  à  0;  mais  on  peut  la  rem|)lacer  par  l'intégrale  des  forces  vives 
T==  U  -T-/r 

Un  a  obtenu,  de  cette  façon,  les  équations  établies  directement  dans  le 
n"4U7. 


ii8.  Intégrale  analogue  à  celle  des  forces  vives  dans  certains  cas 
où  les  liaisons  dépendent  du  temps.  —  On  peut  former  une  intégrale 
analoi^ue  à  l'intégrale  des  forces  vives  dans  certains  cas  où  les  liaisons 
dépendent   du   temps.  Dans  cette  hypotbèse,  les  expressions  <le  x,  y\  z 

en  </i,  </î 7/.  contiennent  /  :  la  demi-force  vive  T  n'est  plus  homo- 

iiéne  en  7',.  tj.,,  ....  7^.;  nous  pouvons  l'écrire  T  --  Tj-t-T,  -  Tq,  Tj  dé- 
sij^nant  renscmblc  des  termes  du  second  degré  en  7',,  y,,  ...,  q\,  Ti  les 
termes  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  quantités,  et  Tôle  terme  indé- 
pendant de  ces  fjuanlilés.  On  a  encore,  par  un  calcul  analogue  au  précé- 
dent (n'  44.^)  I, 


•-'■'/'.-••     '^-//.-^,(^'/,,f^)-^ 


A  .  .     1  I  .  !>.  I 
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Mais,  d'une  part, 
d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes,  et,  d*autre  part. 


car  T  dépend  de  t  directement  et  par  rintermcdiaire  des  ^a,  q'^. 
On  a  donc,  après  réduction, 

^/T,-   T,)=Q,y', +...-Q*yi.-^^. 

Si  la  quantité  Qi^',  -+-...-  Qa^a—  -tt  est  égale  à  -nV(yi, ^k 

on  a  enfin 

C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  si  — -  dépend  seulement  de  /,  ec    si 

Qi  dq\-^ . .  .-h  Qa  dqk  est  une  différentielle  totale  exacte  ^fU(^i,  ... ,  ^^) 
d'une  fonction  ne  contenant  pas  /.  L'intégrale  s'écrirait,  dans  ce  cas, 

T,-To  =  U-f-F(0-+-/i, 

—  étant  supposé  égal  à  F'(^).'(  Voir  Painlevé,  Leçons  sur  l'intéff ration* 
des  équations  de  la  Mécanique,  p.  89;  Hermann,  iSgS.j 


III.  -  PETITS  MOUVEMENTS  D'UN  SYSTÈME  HOLiONOMB 
AUTOUR  D'UNE  POSITION  D'ÉQUILIBRE  STABLE. 

449.  Stabilité  de  l'équilibre.  —  Lorsque  les  liaisons  d^an  sjs* 
tème  holonome  sont  indépendantes  du  temps  et  que  les  forces 
données  dérivent  d^une  fonction  de  forces  U,  on  sait  (n^  173)  qo^ 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  d'équilibre  sont 

-—  =  o,  - —  =0,  . . . ,  - —  =  o, 

Oqx  Oqt  ôqic 

^1,  ^2?  "  ",  <lk  désignant  les  A'  paramètres  indépendants  qui  défi- 
nissent la  position  du  système.  Ces  égalités  sont  les  conditioas 
nécessaires,  mais  non  suffisantes,  pour  que  U  présente  un  maximaBi 
ou  un  minimum.   Siy   dans  une  position   du  système,  U  e»t 
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vimuni,  c'est  une  position  d^ équilibre  stable.  Ce  théorème, 
I  énoncé  par  Laçrange,  a  été  démontré  par  Lejeune-Dirlclilet 
a  façon  suivante  {Journal  de  Liouville)  : 
Ions  pouvons  toujours  supposer  que  Jes  valeurs  des  para- 
res  qui  correspondent  à  la  position  d'équilibre  sont  y,  =r  o, 
=  o,  . . . ,  ^A=  o,  et  que  U  est  nul  pour  ces  valeurs,  car  U  n'est 
ni  qu'à  une  constante  près.  L'équilibre  est  stable  quand,  en 
rtant  très  peu  le  système  de  la  position  d'équilibre  d'une  ma- 
re arbitraire,  et  donnant  aux  différents  points  des  vitesses  ini- 
es  très  petites,  on  obtient  un  mouvement  dans  lequel  le  système 
arte  très  peu  de  cette  position  d'équilibre.  D'une  façon  précise, 

e  un  nombre  donné  à  l'avance,  aussi  petit  qu'on  veut;  on  peut 
tver  un  nombre  yj  assez  petit  pour  que,  les  valeurs  initiales  des 
imètres  (/i, /y.j,  ...,  q^  et  des  vitesses  des  divers  points  étant 
rieures  à  r,  en  valeur  absolue,  les  valeurs  de  qi,  q^,  ...,yA 
5nt,  dans  toute  la  durée  du  mouvement,  inférieures  à  e  en 
(ir  absolue. 

ette  définition  étant  rappelée,  admettons  que  U  soit  nul  et 
îmum  |)our  les  valeurs  y,  =  o,  q.2  =  n,  ...,  ^^^=0;  il  faut 
I  Irer  que  l'équilibre  est  stable.  Gomme  U  est  maximum,  on 
1-  trouver  un  nombre  positifs  assez  ]>etit  pour  que,  pour  tous 
vstèmes  de  valeurs  deqt,  q^s  . .  .,  qh  compris  entre  —  e  et  -+-£ 
•  gaux  à  ces  limites,  la  fonction  U  soit  négative,  excepté  pour 
eîule  combinaison  y,  =  y.j  =  . .  .= /jr^=  o  qui  la  rend  nulle, 
inons,  en  particulier,  à  une  des  variables  q^  les  valeurs  limites 

,  puis  donnons  aux  autres,  ^,,  ...,  yv-<^  ^v+<»  qki  tous  les 
èmes  possibles  de  valeurs  compris  entre  ±  e  ou  égaux  à  ces 
îles;  soit  —  Py  la  pb's  grande  valeur  de  U  pour  ces  valeurs  des 
amèlres;  1\  est  un  nombre  positif  non  nul,  car,  ^v  étant  égal 
i:  e,  U  ne  |)eut  pas  s'annuler,  quelles  que  soient  les  valeurs 
inées  aux  autres  paramètres  dans  les  limites  indiquées.  Il  existe 
si  A' nombres  positifs  P,,  P^,,  ...,  Pa  obtenus  en  faisant  suc- 
sivement  ^,,  y.j,  . . .,  qti  égaux  à  ±:  2.  Appelons  P  le  plus  petit 
ntre  eux;  on  aura  nécessairement 

U     _  [>,        u-r-  P:io; 

que  l'un  des  paramèlies  deviendra  égal  à  zb  s,  les  autres  restant 
n|)ris  entre  ±:  £  ou  égaux  à  ces  limites. 
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<^ecr  nosé.  '-carions  !•*  <y<i^me  Je  sa  position  déquilibre,  en 
•ionnant  aux  paranièiro?  des  valeurs  q%  ^J,  .  .,  qrj  coinpri^e^ 
entre  zn  z.  puis  imprimons  iMi\  liiflerenls  points  des  vitesses  ini- 
tiales i'|,  ^'\ %•'[.    En  applii{uant  «m  mouvement  qui  preoJ 

rraissance  !■    lliêorême  des  fi»roes  vives,  nous  avons 

Comme  L .,  est  négatif,  la  quantité  ^^  — ;— *  -  -  Uq  est  positive: 

elle  pont  daîlleurs  être  ren-.iue  aussi  petite  qu'on  le  veut,  carelL* 
est  continue  et  s'annule  quand  toutes  les  vitesses  initiales  et 
toutes  les  valeurs  initiales  des  paramètres  sont  nulles.  D'une  façon 
pn'cise.  ou  peut  dëterminei    un  nombre  7,   inférieur  àe  et  assez 

petit  pour  que,  les  \aleuri  f/l,  q'^ yj  et  r*,  r", rj  étaol 

plus  petites  qu»'  t  eu  \aleur  absolue,  ou  ait 


^«  '.'II- 


l\ 


Alors  rêqualion  des  forces  \ive>  donne 


m    '- 


Les  pir^uur'tres  ♦/,.  -/j,  . .  ,  qk  parlant  de  valeurs  comprise'* 
t'utre  ~.  £,  aucun  des  paratu<'ires  ne  peut  atteindre  ces  liiniu> 
pendant  le  mouveuient,  car.  «tes  que  fun  d'entre  eux  les  alteîo- 
drait,  U  l*  deviendrait  nt'^tiU/,  et  la  force  vive  S//ir-  égalt- 
luenl,  ce  «;ui  est  impossibl»*. 

Lîmiies  lies  vil^'s<*\<.  -  <  hi  peut  aussi  assig^ner  des  limites  su- 
périeures de-i  vitesses  pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Eu 
♦'rtel.  l  étaul  négatif,  puisque  les  paramètres  restent  compris 
entre  ■  :  î.  ou  a 

Si  doue  oi\  a;»pelle  \\  la  vitesse  du  pi>inl  m,\  on  a 


\ 


i  -• 


Cette  limite  e>t  très  petite  en  même  temps  que  e,  car  e  tendant 
\ers  ztTO,  V  tend  ^ers  zéro. 


On  obtiendra  des  limites  plus  resserrées  pour  les  vitesses,  en 
remarquant  que  ^mv^  est  une  forme  quadratique  positive  aT 
^^^Vi'^-i»  '  '  f  Çfc  '•  cette  forme  2 T  devant  rester  moindre  que  2 P, 
il  en  résulte  que  q\y  q[^,  . .  .,  q'^  restent,  en  valeurs  absolues,  infé- 
rieurs à  une  certaine  limite  qu'on  pourra  déterminer  dans  chaque 
cas  particulier. 

Remarque  I.  —  La  démonstration  suppose  essentiellement  que  U 
dépende  de  tous  les  paramétres  ^j,  q^,  . .  .,  q^;  si  U  dépendait  seulement 
de  quelques-uns  d'entre  eux,  ^i,  ^2,  q^  |)ar  exemple,  et  était  maximum  et 
nul  pour  q^—.q^~q^  —  Oj  la  position  correspondant  à  yi  =  o,  y,  =  o, 
^j  =  o,  5^4=  «4>  •••»  qk=cLk'>  «4,  «5»  •••,  a;t  étant  des  constantes  quel- 
conques, serait  une  position  d'équilibre,  mais  elle  ne  serait  pas  stable.  En 
écartant  le  système  très  peu  de  cette  position,  et  donnant  aux  points  des 
vitesses  très  petites,  on  aurait  un  mouvement  dans  lequel  ^i,  ^j,  q^  reste- 
raient très  voisins  de  zéro,  mais  les  autres  paramètres  y^,  ^i,  ..,^qk^^ 
resteraient  pas  voisins  de  a^,  ag,  ...,  a^.  D'ailleurs,  les  vitesses  restent 
très  petites.  Imaginons,  par  exemple,  un  corps  pesant  de  révolution, 
>uspendu  par  un  point  de  son  axe,  et  prenons  les  notations  du  n°  395. 
Actuellement,  il  y  a  une  fonction  de  forces  qu'on  peut  écrire 

U  =   -M^ÇcosO, 

qui  ne  dépend  que  de  0,  tandis  que  la  position  du  corps  dépend  des  trois 
an«[les  d'Euler  0,  «p,  i|/.  La  fonction  U  est  maximum  pour  0  —  ::;  les  posi- 
tions correspondantes  du  corps,  en  nombre  infini,  sont  des  positions  d'équi- 
libre d'ailleurs  évidentes  a  priori,  Taxe  étant  vertical  et  le  centre  de  gra- 
\ité  au-dessous  du  point  de  suspension.  Mais  ces  positions  ne  sont  pas 
«tables  dans  le  sens  strict  du  mol,  car,  en  imprimant  au  corps  une  rota- 
tion initiale,  si  ))etite  soit-elle,  autour  de  la  verticale,  on  obtient  un  mou- 
vement dans  lequel  les  points  s'éloignent  de  quantités  finies  de  leurs  posi- 
tions d'équilibre. 

Hemarqae  IL  —  Réciproque  du  théorème  de  Lejeune-Dirichlet.  — 
Considérons  une  position  d'équilibre  du  système  dans  laquelle  les  dérivées 

.   — .,  .  .  .,  sont  toutes  nulles,  sans  que  U  soU  maximum,,  U  est 

probable  que  la  position  correspondante  est  instable. 

Mais  cette  proposition  n'a  pu  être  démontrée  rigoureusement  que  sous 
certaines  restrictions,  i  Voyez  Liapounopf,  Journal  de  Mathématiques 
de  Jordan,  189G;  Hadamaud,  Mémoire  présenté  à  l'Académie  en  1896, 
publié  dans  le  même  Recueil  en  1897;  Painlevk,  Comptes  rendus^  t.  CXXV, 
p.    1021;  IIamel,  Mathematische  Annalen,  t.  LVif,  p.  44'). 

-ioO.  Petits  mouvements.  —  Imaginons,  comme  plus  haut,  un 
syîitcine  a  liaisons  indépenduiiles  du  temps  dont  la  position  dé- 
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pend  de  /'  paramètres  géomélriques  q^.  yj.  ...y,: 
(|ue  les  fondes  applicpH^es  dérivent  d'une  foiicti-:**  4e  (irves 
(j(y{,  72)  •••;  7a)  dépendant  de  toutes  les  TarîaUe^  '^  «t  ^ 
celle  foiirtion  soit  maximum  et  nulle  quand  louiez  \^*  lanaUesf^ 
s'annulent  (v--:!^  2,  ...,  A').  La  position  d'éqBÎKbre  convTipoa' 
dante  est  stable;  nous  nous  proposons  d'étudier  le>  petÎLr  Bowe- 
meiits  (lu  système  autour  de  celte  position.  Dans  ces  |::4i:t9  noa- 
venicnls,  74,731  •••7  7a  restent  très  petits;  les  rîicsôes  ttiUMi 

aussi  1res  pelites;    donc  les  dérivées  y',,  q^ y^  re«<esl  tm 

peliles,  car  la  force  vive  est  une  fonction  homogèoe  et  do  second 
de|;ré  oss<'nlieIlcmenl  positive  des  dérivées  y^.  Nous  commence- 
rons par  le  cas  le  plus  simple  011  le  système  est  à  liaisons  corn- 
p  le  tes. 

1"  Syslr/ftr  à  /taisons  complètes.  —  La  posîtîoo  da  stsùk 
dépend  alors  d\iu  paramètre  q  qui  est  supposé  nul  d^ns  h  posi- 
lion  (réquilihn*;  le  nombre  A*  =  1 .  La  demi-rurce  \ive  T  éuit 
nue  foncllon  lioniogèue  el  du  second  degré  de  q'  est  de  U  forme 

011  Ton  suppose  la  fonclion  /{q)  développabie  par  la  fomale 4e 
Maclaurin.  Supposons  le  premier  terme  du  développement/' 01 
durèrent  de  zéro  :  alors  ce  premier  terme y(o)  est  nécessairemcat 
positif,  car,  y  étant  très  petit,  T  a  le  signe  de/(u»  et  une  force 
Nive    e»t    essentiellement    positive.    Nous    écrirons,    en    pasaat 

/\o»        :   </, 

Ti  étant  très  petit  par  rapport  au  premier  ternie,  car  T|  cootienl 
yy'"'*  en  faeleur. 

Prenons  maintenant  la  fonction  des  forces  U  :  c'est  |Kir  hvpo- 
thèse  une  fonelion  de  y  nulle  et  maximum  poury  =  0.  Si  donc 
i»n  pose  r  ::  r\y\  et  si  Ton  développe  F(y)  par  la  formule  de 
Muelaurin«  on  noîi  que  F^o^  et  F'(o^  sont  nuls,  F'(o)  étant,  es 

j;ênèraL   nr*:ttti/,   Ku   posant  -  F"" (o)  =  —  a,  a;>o,     00    pourra 


l     -      17*   -U,, 
r,  étant  la  somme  îles  termes  suivants  dans  le  développemeot  de 
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Maclaurin;  U|  esl  donc  1res  petit  par  rapport  au  terme  — ay^,  car 
il  contient  q^  en  fadeur. 

On  peut,  pour  étudier  les  petites  oscillations,  négliger  T|  et  U| 
et  prendre 

L^équation  du  mouvement,  diaprés  Lagrange, 

d  /àT\  _àT  _dV 
dt  \àfj)        dq    ~  dq 

devient  alors,  puisque  y-  est  nul, 

(l>  aq'^  —  tq,         q'^-^r^q, 

en  posant  -  =:r  r^.  L'intégrale  générale  de  celte  équation  est 

q  —  X  cos(  rf  H-  p), 

X  et  s  désignant  deux  constantes  arbitraires  que  Ton  détermine, 
connaissant  la  position  initiale,  c'est-à-dire  ^o  ^^  1^  vitesse  initiale, 

c'est-à-dire  q'^.  La  durée  d'une  oscillation  du  système  est  -^;  la 

constante  r  ajant  une  signification  physique  est  évidemment  indé- 
pendante du  choix  du  paramètre  q* 

Les  valeurs  initiales  de  q  et  q'  pour  /  =  o  étant  ai  et  6|,  on  a 

r/  =  «1  cos rt  -i sin  rt. 

Si ,  dans  une  deuxième  expérience,  les  valeurs  initiales  de  q  et  y' 
sont  «2  cl  ^21  on  a  de  môme  pour  le  mouvement 

h.   . 

q  —-  ax  cos  rt  -f-  --  sinr^. 

Enfin  si,  dans  une  troisième  expérience,  les  valeurs  initiales 
de  q  et  q*  sont  ^i-i-aj  et  èiH-éoj  l'expression  correspondante 

de  q  est 

/».  —  /', 

n  =  {at-h  af)  cos  rt  H •  sin  r/, 

'  r 

c'est-à-dire  la  somme  des  deux  précédentes  :  ce  fait,  qui  tient  à 
ce  que  l'équation  du  mouvement  est  linéaire,  constitue  ce  qu'on 
appelle  la  superposition  des  petits  mouvements. 


U 


'  2èi 


A 


%-io»*-».'i.'*    i  11   iL-siiii-  ri**:t: -iiirirî.    *  .*iti;rtt  nt  ii   iM  !"■*:  Os.  «•  * 
'  M^r»-:  riiî  iiL:  i^t-:     I  r    ià    i«*    ••^ii.tiii    ?"?•   U£  il  Jor-**  ÎOI   *«r  ï«  pb» 

'    -  V«'      -  -t  _ 
•    r    -*•"  •    z-i-r.      V#-  :  i?^  rarr-;  2«:-i&.>rf»f  ^  ^^«n^vr  aa,  par 
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«■apport  à  son  centre,  est  -  iM^'.   Or,   la   relation   géométrique    ci-dessus 
dontie 

oi  -—  1.  arc  sin  (  —  sin  0  ) , 

\  la  ! 

doCi    l*c)n  tire  a'  par  dérivation  et 

2       \  S  ^a^ —  /*  sin' 9/ 

*^*<îcjuation  finie  du  mouvement  serait  donc  T  =  U  -h  A  d'après  le  théo- 
rencàe  des  forces  vives.  Mais,  pour  les  oscillations  infiniment  petites,  nous 
«C'Vons  réduire  le  coefficient  de  6'*  dans  T  à  ce  qu'il  devient  pour  6  —  o, 
^^    l>rendre  approiiimativement 

T  r.-  i  M  /«6'«,  U  -----  i  M  A'/O*. 

6  2 

^'équation  du  mouvement,  d'après  Téquation  de  Lagrangc,  est  alors 


'-a  durée  des  petites  oscillations  est  iTzi/  — 


Remarque.   —    Dans  la  théorie  précédente,  nous  avons  supposé   que, 
*    ^tant  de  la  forme  </'*/(g),  /(o)  était  différent  de  zéro.  Si  cette  condi- 
^*on  n'est  pas  réalisée,  on  peut  la  réaliser  par  un  changement  de  variable, 
^^pposons,  en  effet,  qu'on  ait  pour  de  petites  valeurs  de  q 

/(q)-^q"v(q), 

r^o)  étant  différent  de  zéro. 
On  fera  alors  la  substitution 

n  ^   1     i    , 


q    q  —  s  ,  q    -  s'     ' , 

*  désignant  une  nouvelle  variable,  et  Ton  aura 

T  ^  q'^q"o(q)  _ es  ^  a"  "^ '' ^«'2, 

OÙ  le  coefficient  de  s'^  n'est  plus  nul  pour  s  ■—  o. 

Nous  avons  supposé  également  que,  le  coefficient  de  q'^  dans  T  étant 
différent  de  zéro  pour  y  =:;  o,  le  développement  de  \i{q)  parla  formule  de 
Maclaurin  commence  par  un  terme  en  y'.  îNIais  il  peut  arriver  que,  U(^) 
étant  maximum  pour  ^  —  o,  les  dérivées  de  U  jusqu'à  un  ordre  impair 
quelconque  supérieur  à  i  s'annulent,  la  première  dérivée   qui  ne  s'annule 
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pas  étant  d'ordre  pair  et   négative.  Par  exemple,  pour  prendre  le  cas  k 
plus  simple,  on  peut  avoir 

Uj  contenant  q^  en  facteur  et  z  étant  positif.  Alors,  en  rédoisaotTib 
forme  aq'*  et  négligeant  L'i.  on  a.  pour  réquation  da  moaTemeorf 

(  •!)  aq'  =  —  '2  aiy*. 

On  est  alors  en  présence  d'une  circonstance  spéciale  qui  ne  tient  pas  ai 
choix  de  la  variable  :  ia  durée  des  petites  oscillations  autour  de  h 
position  d'équilibre  varie  avec  leur  amplitude.  En  eflet,  en  plaçant  le 
système  dans  la  position  correspondant  à  70,  et  Tabandonnant  sans  vitesse, 
on  a,  en  intégrant  1-2), 

d*où  Ton  tire  /  en  fonction  de  q  par  une  quadrature  elliptique  :  ^OKîUe 
de  —  qQ  à  -^  qo;  le  quart  d'une  oscillation  a  pour  durée 

/n    r'''        dq _^    i^      /â    r'       ds 

en  faisant  q  =  sq^.  Cette  durée  est  donc  en  raison  inverse  de  9*  et  de^ieat 
inGniment  grande  quand  qo  tend  vers  zéro. 

12'*  Systèmes  à  deux  degrés   de   liberté,   —    Imaginons  an 
svstème  à  liaisons  indépendantes  du  temps  dont  la  position  dépend 
de  deux  paramètres  q%  et  y^  *  ^^  ^ 

T  -^  \q\^  —  2B<7',  q\  -r-  Cy',», 

ou  A,  B,  C  sont  des  fonctions  de  q^  et  93. 

Nous  supposerons  les  paramètres  choisis  de  telle  façon  que  le 
discriminant  AC  —  B^  ne  soit  pas  nul  pour  ^r,  =  ^3  =  o.  Alors, 
en  développant  les  coefCcienis  A,  B,  C  par  la  formule  de  Ma- 
claurin,  et  appelant  r/,  6,  c  les  valeurs  de  ces  coefGcients  pour 
y,  =7^  72=  o,  on  aura 

T  —  aq\^'  —  ibq\  q\  —  cq'f  -*-  Tt» 

T|  étant  du  troisième  ordre  par  rapport  à  ^i,  q^j  ?'t«  V't*  ^^  s^annu- 
lant  (|uand  ^i  et  //^  sont  nuls.  Quand  ^i  et  q^  sont  très   pelils^ 
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T  a  donc  le  signe  du  Irinome  formé  par  les  termes  qui  pré- 
cèdent T|,  et  comme  T  est  essenliellemenl  positif,  quels  que 
soient  </',  el  y'^,  on  a 

a  >  o,        c  >  o,        b'  —  Éic  <  o. 

Prenons  maintenant  la  fonction  de  forces  U(yi,  gr^)  :  celle 
fonction  étant  nulle  et  mavimum  pour  q^^=  q.^zz^o,  Qn  a.  en 
développant  par  la  formule  de  Maclaurin, 

où  U|  est  du  troisième  ordre  en  q^  et  q^.  Comme  U  doit  être  né- 

j^atif  pour  des  valeurs  arbitraires  suffisamment  petites  de  q^  et  q^^ 

on  a 

a  >  o,        V  >  o,         ^«  —  «7  <  o. 

Pour    obtenir  les  petits   mouvements   autour  de    la    position 
d'équilibre,  nous  négligerons  T|  et  U|  en  prenant 

T  —  aq'^  -H  ibq\  <7i  -h  cq'^- , 

Les  deux  équations  de  Lagrange  deviennent  alors 

I    aq\-^bq\=--('xqx-^^qi), 

équations  linéaires  à  coefficients  constants.    Pour  les   intégrer, 
nous  ferons 

(4)  (Ji  -^  XiCOS(/7-r-p),  <^j=  Xjcus(rf  H-p), 

A, 7  ^>27  *'->  ?   désignant  des  constantes.  En  substituant  et  divisant 
par  cos(/7  -f-  ?^,  on  a 

(5)  li(ar*—aL)-r-  Xj(*/'  —  ^i.)  =  o,         Xi(6/-*—  fl) -+- X,(cr»  —  y)  =  o. 

d'où,  en  éliminant  A|  et  Aj? 

(6)  {ar^—  a)(c/-2— Y)  — (6r*—  p)'=  o, 

équation  bicarrée  qui  donne  pour  z*^  deux  valeurs  réelles  et  posi- 
tives. En  effet,  en  substituant  dans  le  premier  membre,  à  la  place 
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(le  r-,  les  valeurs  o  et  -4-  oo,  on  obtient  des  résultats  positifs,  tandis 

que  les  valeurs  -  et  ~  donnent  des  résultats  négatifs.  Onpeuttoa- 

jours  supposer  /•  positif,  caria  solulion  (4)  ne  change  pas  quand 
on  change  r  et  p  de  signes  :  nous  pourrons  alors  prendre  pour  r 
les  deux  racines  positives  r^  et  r2  de  l'équation  (6). 

Si  l'on  substitue  à  r  Tune  de  ces  racines  dans  les  équations  (5). 
elles  se  réduisent  à  une,  à  la  première  par  exemple;  on  a  alors 
en  faisant  /•  =  /'i, 

>i        ^       À,       ^ 
ùr\        3     "a-  ar]        ^*' 

tjL,  désignant  une  constante  arbitraire.  On  a  ainsi  la  solution 

q^  =  a,(/>>r|  —  ^)  cos(ri^  -+-  pi),         q^r-z  ui|(a  —  ar\  )  cos C r|  I -H  pi  ». 

La  seconde  racine  /'2  donne  une  solution  analogue,  avec  d'autres 
constantes  a^  et  p2,  et  les  intégrales  générales  des  équations  du 
mouvement  sont  enfin 

l  ç^i  =  ,U|('^/'f  —  3^cos(r, /-i- p,)  —  »ji,(6/-|  —  3)cos{'r,/-^-pi). 
(71^  jji,(a  — «/•;  )cos(/-i/  -^pi)-T-  |JLj(a  —  arî)cos(r,l-^pi». 

avec  quatre  constantes  arbitraires  [Xi,  [1.2,  pi  et  p2,  qu'on  déter- 
minera connaissant  les  valeurs  initiales  de  ^i,  ^2  ^t  de  leurs  dén- 
vées  q\  et  q[^. 

On  volt  que  le  mouvement  dans  le  voisinage  de  la  position 
d'équilibre  est  le  mouvement  résultant  de  deux  oscillations  dont 

les  périodes  respectives  sont  —  et  — '•  Si  ces  périodes  sonlcom- 

mensurables  entre  elles,  il  existera  une  période  pour  le  mouve- 
ment, sinon  le  système  ne  repassera  à  aucune  époque  par  la 
même  configuration.  On  a  déjà  vu  un  exemple  de  ce  fait  n*27î. 

Les  quantités  Ti  et  r^,  ayant  ainsi  une  signification  physique* 
sont  évidemment  indépendantes  du  choix  des  paramètres  q^  etfi* 
(]e  sont  des  invariants  du  problème. 

Cas  partirulirr.  —  Quand  nous  avons  démontré  que  réqw- 
tion  (6)  en  /*-  a   deux   racines  positives,   nous  avons  admis  qa^en 

substituant      et  --  dans  le  premier  membre,  on  avait  au  moins  un 
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S  =  o,  U  =  o.  On  a  ainsi 

S  =  ^î  -1-  5|,         U  —  —(r\  s]  -•-  rj  *}  »; 

la   demi-force  vive  devient  T  =  s'f  -+-  5',*,  et  les  équations  du  mouvement 
deviennent 


S\    r-.—  /*  .Ç,, 


S\   ^  -   /  I  *2 


d*où,  en  intégrant, 


*1=  [M  cos(/-i/-4-  p,),  5î=  asCOS(>t/  -»-  Pj). 

On  peut  remarquer  que  l'équation  bicarrée  en  r'  s'obtient  en  égalant  à 
zi'to  le  discriminant  de  la  forme  U  -+-  r'S. 

Les  variables  Si  et  s^  s'appellent  les  variables  principales. 

Application.  —  Imaginons  une  barre  homogène  pesante  AB  de  lon- 
gueur 2a  suspendue  par  un  fil,  de  longueur  /,  attaché  au  point  diLe  O:  le 
système  est  assujetti  à  se  déplacer  dans  un  plan  vertical  xO ^\  on  demande 
d'étudier  ses  oscillations  infiniment  petites  autour  de  la  verticale  qui  est 
sa  position  d'équilibre. 

Fi  g.  263. 


La  position  du  système  dépend  des  deux  angles  0  et  ^  que  fait  la  verti- 
cale Ox  avec  les  directions  du  fil  et  de  la  barre,  paramètres  qui  sont  bien 
nuls  dans  la  position  d'équilibre.  M  y  a  ici  une  fonction  de  forces 

;  étant  l'abscisse  du  centre  de  gravite  G.  Il  nous  faut,  pour  être  danj^  les 
conditions  de  la  théorie  qui  précède,  disposer  de  G  de  façon  que  U  s'annule 
dans  la  position   d'équilibre:    les  coordonnées  du  centre  de  gravité  avaot 

pour  expressions 

;  — /«osO  —  ^  cosç,         T,  ^  /  sinO  —  a  sin9, 

la  fonction  des  forces  sera 

U  =  M^''[/<  cosO  -    I  »  -+-  a(coso  —  1  )]. 
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Calculons  maintenant  la  demi-force  vive  T;  la  force  vive  de  la  masse  M 
concentrée  en  G  est 

M(5'»-4- r/«  )  =  M[/«e'«-^  aïo'»-4- 2/i/6'(p' cos(e  —  cp)]. 

La  force  vive  dans  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité  étant  ^  Ma'ç'» 
d'après  la  valeur  du  moment  d'inertie  d'une  barre  homogène  par  rapport 
à  son  centre,  la  demi-force  vive  totale  sera 

T=  ^  r/«0'«-f-  |a»©'«-haa/e'cp'cos(e-<p)]. 

Pour  trouver  les  oscillations  infiniment  petites,  il  suffit  de  considérer 
dans  U  et  T  les  termes  du  second  ordre 


T=  -  ("/«e'^H-  ^a«f«-i-->.a/e'Q'V 


Les  équations  de  Lagrange  sont  alors 

On  intégrera  ces  équations  en  posant 

0  =  Xi  cos(/'^  -f-  p  ),         «p  =  ^î  cos(r/  -4-  p), 

/i  et  À)  devant  satisfaire  aux  conditions 

I  //-î—  ^ç-)  A,-^  ar^lt=  o,         //<Xi-h  (lar»— >Ç')Xj=  o, 

l'équation  en  r*  est  donc 

I  //•*  —  ^)  ( ^  «'''  —  ^Ç")  —  «^''*  =^  o, 

équation  du  second  degré  en  r*  qui  donnera  deux  racines  réelles  et  posi- 
tives rf  et  r],  pour  chacune  desquelles  on  aura  un  système  de  solutions 
particulières.  En  ajoutant  ces  solutions,  on   aura    les  intégrales  générales 

0  =  ar\  |JL|  cos(ri/  -4-  pi)  -^  arj  jjlj  cos(rî/  -4-  pj), 

ç.=  ^^—  lr\)iii  cos{rit-\-  pi  )-h  (^  — /r|);x,  cos(rj<-4-pj), 

avec  les  quatre  constantes  {ij,  (jlj,  p\,  pj. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose  a  =  -2.  /,  on  trouve  comme  valeurs  de  r\  et  rj 


-y^  (vî  —  /^),  —f-i'^'  ~  V^^)^  ce  H"'  donne  immédiatement  les  durées  res- 
pectives^'>  -^'  des  deux  oscillations  qui  composent  le  petit  mouvement. 
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Htmarqur.  —  Ni»  a^-ri.*,  -JaDs  la  théorie  précédente,  supposé  ar—  A" 
ilîfî'  rerit  «ir  z^:-:  ^!  le  'iiK-riminant  était  nul,  il  faudrait  faire  uo  aotic 
choi\  dr  \  •sz*rL.-z\z^  ir  irî  e  manière  que  la  nouvelle  expression  appro- 
<  lié»-  d-?  T  ^it  -S  .i'<.:r:a;*rîiat  différent  de  zéro.  Par  exemple,  si  Ton  preoii 
un  p«.<îiii  Uivhilc  •:«T*i-  ua  plan  ayant  comme  position  d'équilibre  stablr 
l'origine.  on  a.  rr-    •  •  ri-.-cnref  p4>lairef  r  et  6, 

T  -  -    r'î-r«e'«>, 

'X 

expressit-^n   dont   le   discriminant  r*  s'annule  dans  la  position  d*éqailibrr. 
En  prenant  les  c*><^rdonnêes  cartésiennes,  on  aura  la   nouvelle  expression 

dont  le  discriminant  n'est  pas  nul. 

Nous  avon>  supposé  aussi  que  le  développement  de  la  fonction  df« 
forces  U  commençait  par  les  termes  du  second  ordre  en  qx  et  q\\  il  pwr- 
rait  arriver,  puisque  l  —  o  est  un  maximum,  que  ce  développement  coa- 
mence  par  des  termes  d'un  ordre  pair  quelconque,  par  exemple  «Ja  qia* 
trié  me  ordre. 

Dans  ce  cas,  l'étude  des  petites  oscillations  devient  plus  compliquée:  1^ 
équations  obtenues  en  négligeant  Ui  ne  sont  plus  linéaires. 

L'oscillation  générale  n'est  plus  la  résultante  de  deux  oscillations  spé- 
ciales avant  chacune  une  durée  déterminée. 

iV*  Cas  génêraL  —  Imaginons  un  système  assujetti  à  des  liai- 
sons indépendantes  du  temps,  les  forces  qui  agissent  sur  ce  sîs- 
lème  dérivant  cPune  fonction  de  forces  U.  Nous  le  supposerons 
dans  une  position  d'é(|uilil)re  stable  où  la  fonction  U  est  maiimoa» 
Soient  </,,  </2.  . . .,  </A  l^s  paramètres  qui  définissent  la  positiondn 
s^slrmc;  nous  admettrons  qu'ils  sont  nuls  ainsi  que  U  dans  la  p<^ 
sitiou  d^équilihre.  I/équilibre  étant  stable,  lorsqu^on  déplacerai 
système  et  qu'on  Tabandonnera  à  lui-même,  les  paramètres f  ^ 
leurs  dérivées  resteront  très  petits  pendant  toute  la  duM  d" 
niouveinent;  nous  considérerons  gr,,  y^,  .  ,.^qj^  et  leurs  déri\ét5 
comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre.  La  demi-force \ive 
lotale  est  une  fonction  quadratique  homogène  des  q^  : 

T  =3  :Lkij(j,nj.  (    .  _  1,  A/y- -3  \ji. 

J  ■  -   1 ,  'i,    .  .  .  ,  A"^ 


Chacun  des  coefficients  A/y  est  une  fonction  des  q  qui  prend  la 
valeur  «/y  lorsque  les  paramètres  q  s'annulent;  on  peut  donc 
écrire 

T  =  Sa/yy, '/y -+-  11,  (    ._  )>  atj  —  aji, 

la  fonction  T|  étant  une  somme  de  petites  quantités  d'ordre  supé- 
rieur à  2. 

Nous  savons,  d'autre  part,  que  la  valeur  o  est  un  maximum 
de  U;  nous  pouvons  donc  écrire 

Ui  étant  d'ordre  supérieur  à  2.  Nous  remarquerons  que,  les  termes 
d'ordre  moindre  donnant  leur  signe  aux  expressions  de  T  et  de  U, 
les  sommes  qui  constituent  les  termes  du  second  ordre  doivent 
rester  constamment  positives  pour  T  et  pour  U,  car  nous  mettons 
dans  U  le  signe  en  évidence. 

Notre  approximation  consiste  à  négliger  les  termes  en  U|  et  ï|. 
Les  équations  de  Lagrange 

dt  \  dfj\^  )        ôqy  ~~  dq.^ 

sont  ici 

Les  k  équations  différentielles  simultanées  que  nous  obtenons 
sont  linéaires  du  premier  ordre  et  à  coefficients  constants;  nous 
pouvons  donc  les  intégrer  en  posant 

(8)  71=  Xj  cos(/'^ -+- p),         ...,        <7A-=  X;tcos(r^  H- p). 

Pour  que  ces  valeurs  satisfassent  aux  équations  de  Lagrange,  il 
faut  que  l'on  ait 

Xi(6h  —  r2rt,i  )-f-X,(6,î  — r»a„)  -f- . .  .-4- XA-(6a.  —  r^axk)  =  o, 

• ....» ,j 

X|(^>n  — r'ajti)  -f-  X,(6a:,—  /'* a A-t )-+-..  .-f- A>t(6^A:— r«a>t^)  =  o. 

Pour  que  tous  les  \  ne  soient  pas  nuls,  il  faut  que  le  détermi- 
A.,  11.  22 
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nanl  de  ces  équations  linéaires  et  homogènes  soit  nul  : 


(D) 


•   ••••••••••  ••••••••••  •       •  •••••••■••*  ^"^  ^^ , 


Celle  égalité,  considérée  comme  une  équation  en  r-,  Joonf  fo 
général  A*  valeurs  de  cette  inconnue,  et,  pour  r.  "ik  vatearsdeoi 
à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  mais  on  peut  toujour»  «ap- 
])0ser  /•  positif,  car  la  solution  (8)  ne  change  pas  quand  r  el  : 
changent  de  signes.  En  adoptant  une  de  ces  k  valeurs  de  r.  r^, 
par  exemple,  on  peut  déterminer  tous  les  X  en  foDCtion  d'ane 
arbitraire  [Xy,  et  Ton  obtient  le  système  de  solutions  1 1»  qui  cod- 
tient,  outre  jjlv)  la  quantité  arbitraire  pv  On  a  ainsi  A'  <\3>teniesd( 
solutions  particulirrcs  des  équations  diflférentielles  cl  leur  somme 
donne  la  solution  générale  qui  contient,  comme  il  doil  être,  ik 
constantes  arbitraires. 

L^oscillation   générale  est  ainsi    le  mouvemeol  résuluoi  de  k 

oscillations    partielles    ajant    respectivement    les    période^   — • 

—  >  . . .,  ^^«  Les  racines  /••,  /'o,  ....  /-i  sont  des  invariaols  :  leur* 

valeurs  sont  indépendantes  du  choix  des  paramètres. 

Les  équations  étant  linéaires,  si  Ton  en  a  deux  sjtslèmes  de 
solutions  particulières  </v=/v(0  ^^  q^=r^{l*^lts  foDClioos 
y^=r /*y(/)  4- cpv(/)  en  sont  encore  des  solulious.  Ooaaiosice 
qu'on  appelle  la  superposition  des  petits  mouvemenis. 

Sans  invoquer  la  théorie  des  formes  quadratiques,  un  peut  dé- 
montrer (|ue  les  racines  de  Téquation  en  r  sont  réelles,  Eo  effet. 
>i  cette  équation  admettait  une  racine  imagÎDaire  a  — 16.  elle 
admettrait  la  racine  conjuguée  a  —  ib  :  les  Taleun»  correspoo- 
dantes  des  constantes  ).v  seraient  aussi  imaginaîres  conjuguées. 
On  trouverait  alors,  pour  les  paramètres  q^.  un  STstème  de  solu- 
tions réelles  particulières  de  la  forme 

yY=  (  Ay-h  iBy)cos(«  -J-  iù)t -7-{A^ — iBv)co«(a  —  îàii, 

ou,  sous  forme  réelle, 

q.^=  Ay(^^'H-  e-^';cosa/-H  Bv(^—  e~^eisïn«r. 
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On  aurait  ainsi  un  mouvement  du  système  dans  lequel  les  va- 
riables //v  el  leurs  dérivées  commenceraient  par  être  aussi  petites 
(ju'on  le  voudrait,  pour  finir  par  être  infiniment  grandes  avec  /, 
ce  rjui  est  en  contradiction  avec  ce  fait  que  l'équilibre  est  stable. 

On  voit,  par  un  raisonnement  analogue,  que,  si  Téquation  en  /* 
d  des  racines  multiples,  le  temps  ne  peut  pas  figurer  en  dehors 
des  signes  sinus  et  cosinus,  cardes  expressions  de  la  forme 

\Lt  cos  (rt  -f-  p) 
deviendraient  infiniment  grandes  avec  t. 

La  théorie  des  formes  quadratiques  conduit  aux  mêmes  résuliats;  si  l'on 

|)O^C 


rt"^  deux  formes  quadratiques  sont  l'une  S  essentiellement  positive,  l'autre 
L  essentiellement  néjjative  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  et  ne 
|M;uvenl  devenir  nulles  que  si  toutes  les  variables  s'annulent.  Les  équa- 
tions des  petits  mouvements  peuvent  s'écrire 


el  l'équation  (9)  donnant  r-  s'obtient  en  égalant  à  zû'ro  le  discriminant  de 
L  -T-  /'-S.  On  peut  toujours,  par  un  cliangement  linéaire  de  variables  sub- 
stituant de  nouvelles  variables  aj,  ^2,  . . . ,  ^a-  aux  anciennes  ^1,  y*,  . . . ,  q^, 
ramener  les  deux  formes  quadratiques  S  et  U  à  être  des  sommes  de 
carrés 


S  ^  55  -+-*'!  —.  ..  -^s'i,         u  =—(r]s]  -hrlsl-i- 


''Ulh 


Lfi  demi-force  vive  est  alors 


Les  équations  des  petits  mouvements  deviennent 


c'est-à-dire 


d'-  s , 
dn 


=  —  r\s^,         5v=  [XvCOs(/-v/ -h  pv). 
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<  »n  .1  .)iri<^i  [iiiinr-'haLeaieat  sous  forme  finie  les  équalion«  d^  petit?  moo- 
>«!iin;iit5,  -ivet:  it  -j'^^tantes  arbitraires  |jlv  et  pv* 

Les  N.iriablo*  i\.  i-» :r^-  qu'il  faut  choisir  pour  ramener  T,  S  et  U  à 

«les  <oinnierr  lie  carn.'s  coname  ci-dessus,  se  nomment  les  variables pr inci» 
paf'.'s. 

Heinttr'fite.  —  >ous  avons  supposé  que  le  déterminant  de*  «i.,  discri- 
riiinant  île  la  forme  >.  n'est  pas  nul.  S'il  Tétait,  il  faudrait  faire  choii.  ifun 
«Hilre  système  de  paramètres. 

Nous  a\ons  suppose  aussi  que  le  développement  de  U.  suivant  les  puis- 

^auce<  Je  7..  y* y.;.,  commence  par  des  termes  du  deuiième  ordre. 

Si  ce  développement  commençait  par  des  termes  d'ordre  supérieur,  du 
«{u.ttrièuie  «tu  ilu  sixième,  les  équations  des  petits  mouvements  ne  seraient 
plu^  liui.Mires. 

iTiL  Petits  mouTements  troublés  par  une  force  perturbatrice  pério- 
dique. (.^MisidoriMis  un  système  tel  que  celui  dont  nous  venons  d'étu- 
«licr  Ion  petite  m«.iuvemeuts  autour  d'une  position  d'équilibre  stable  cor- 
I  l'spondaat  à 

yi  —  ^1—  . . .  =  <7a=  <>• 

Siippo>«»iis  qu'aux  l'orces  constitutives  du  système  dérivant  de  la  fooc- 
iion  do  l'orccs  l\  qui  e^t  maximum  et  nulle  dans  Téquilibre,  vieonent 
^  ajouter  pendant   te   niou\eaient   des   forces   perturbatrices  1res  petites. 

loui'tioiis  du  temps  et   généralement  aussi  de  qy,  q^ q^  et  de  leur^ 

ih'rixéo"*. 

VppelouN  \,  Y.  /  celle  de  ces  forces  qui  agit  sur  le  point  du  système 
•  II*  ci»ordouuée<  x^  >\  z\  alors,  d'après  la  théorie  générale  des  équations 
de  I.ai;ian:;e»  ^i  l'on  pose 


I-  n  rqnaliouH  du  mou\ement  troublé  seront 

il  l  01  \        OT         0\} 


'dt\Oq'J 


''\Oq'^l        àqy        dqy 


Ry  ^V   =  I,  -2 X   ». 


N'MM  nuppi»^erou>i  T  et   U  réduits  aux   même  formes  quadratiques  que 

I  i  dc«*iU*i. 

II'.  tuircH  perturbatrices  étant  indépendantes  de  celles  qui  déter- 
Miiiiriii  rr(|uilil>re,  ne  s'annuleront  pas  en  général  dans  la  position  d*éqai- 
iihir  i-i.  par  4-onséquent,  le  terme  Ry  développé  suivant  les  puissances 
'••  71.7».  •  •  ••  VA  **^  ^^  ^*-*""  dérivées  contiendra  un  terme  iodépeodant 
il.  (  i-t  \ariable>  pur  rapport  auquel  les  termes  su i%-aots  pourroat  être 
.  .iiiibiiri  roininc  de  petites  quantités  négligeables.  Les  Ry  sont  alors  des 
I  .111  iionn  du  temps  seul;  nous  les  supposerons  périodiques. 
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Les  équations  du  mouvement  (lo),  au  lieu  d'être  linéaires  sans  secon<l 
membre  comme  précédemment,  auront  maintenant  comme  seconds 
membres  les  fonctions  périodiques  Ry.  Ces  fonctions  pourront  être  déve- 
loppées en  une  somme  de  sinus  et  de  cosinus 

R.^=r  iAv  cos(at  -f-  a)  -h  îBv  cos(6f  -+-  P)  -i-. .  .h-  iLyCOs( if  -h  X), 

Av,  Bv,  . . . ,  cr,  ^,  . . . ,  a,  p,  . . .  désignant  des  constantes.  Nous  dirons  que 
chaque  terme  de  Rv  représente  une  force  perturbatrice  simple,  le  premier 

une  force  perturbatrice  de  période  —  >  le  deuxième  une  force  de  période 

2  77 

T'  "''■ 

Supposons,  pour  simplifier,  que  l'on  ait  choisi  pour  </i,  çrj,  ...,  q/^  des 
variables  principales;  alors,  comme  nous  venons  de  le  voir,  les  valeurs 
approchées  de  T  et  de  U  sont 

T  =  y?  -  '/.•  -■••+  </'<'.         U  -  -  ('-?  q]  -t-  'l  çl  +.  ..-^rlgl). 

Les  équations  du   mouvement  troublé  sont  alors 

\    )  'Zv  "^ 'v  7/  =  AvCOs(a/ -h  a)-f- BvCos(6/-+- 3;-r-.  . --h  LvCOs(// -h  X) 
(  (v  =  t,  9.,  ] k). 

Les  intégrales  générales  de  ces  équations  prennent  une  forme  analytique 
différcnle  suivant  qu'une   des   quantités  a,  b,  ...,  /est  égale  ou  non  à  f\. 

Supposons  d'abord  qu'aucune  des  quantités  a,  6,  ...,  /ne  soit  égale  à 
une  des  racines  /'i,  r^,  . . .,  r/^  :  les  intégrales  générales  des  équations  (i  i) 
sont 

1  7/  =  .'J^v  cos  (f\f  -+-  pv)  -+-  —r—^ — »  cos( at  -r  a) 
I  ,.î  —  ^1 

1  -+-  -r3^^-cos(^,/-+-3)-...-^  __£_cos(//-f-A) 

OÙ  {ivj  pv  désignent  des  constantes  arbitraires.  Donc,  dans  ce  cas,  la  force 
perturbatrice  simple,  donnant  naissance  à  un  terme  tel  que 

'2  Av  cos  (a/  -t-  a) 
dans  Rv,  introduit  dans  le  système  un.!  oscillation  simple 

— — -~-  co6( af    -  a) 

dont  la  période  est  celle  de  la  force  et  dont  l'amplitude  est  indépendante 
des  conditions  initiales  qui  n'inlluent  que  sur  {ly  et  pv  Si  a  est  voisin  de  /*>, 


■  —     ~    «^      "  -  !•--  L-34"r::e  «-impie  est  voisine 

—  .1^     —  .    ..      -  'uir-'*r   t'i  '-■i--TrŒe  livré  à  Ini-méinf. 

"Z-    .-_  ,r-..j  i   i'-<iiJ<--r.  •El  i'anplitude  de  TosciU 


rir^^j--,^  M^:-*»l  considérable.  Celle 
■-*  ridii»!  I  i-t  -i**  quantité*  a,b / 


z   -  iF    rSii  à   »•..  mais  différent  de  rj, 

1  '.tizt  --sale  à  one  des  racine* 

a    -    ^  1'--»  *>   de*  équation*  (il)  po«r 

"H"     :    tT-:-i^«  précédemment,  mais  la 


•?    r— r    — -..-— L|C05l //-i-).), 


'i«   *-' 


COS  ^  //  -h  A  ). 


•     -  -1 


t3   "i  '.HT  ian*  I;  terme  de  l'intégrale  proTe- 

■?   ;   -.'    i  f «triode  —^  e*l  égale  à  la  période  — " 

-     •  -i     ^       «       :*   '  .*  l'r!  :*   dj    «77>t^me.  Ainsi,  lorsque  ia  période 

-    '     •  j   '-'■'.  ^f   r-fni  vers  ce  fie  fie  fune  des  osciUa- 

•i»    >    ■  -  -   -  -   .  ï'j"  "•.-.   i\tmplitude    de  in  periurbatîon 

'.»  ::"«'.■  •:  -f    :  '    y  ^"  -TT.rV  .■  «i  la  limite,  la  perturbation  se  coH" 

/■."u:    :.  .  ■•  •    *'z  '■:'  ..'  rrespondante  dont  l'amplitude^  pro^ 

/'  ■  •■      •<•£."■•  :•,-■-•  ■       :  7.  î-'jînimentf  ou  du  moins  sort  des  limites 

t/itn<  .■-•»;  ri.    ".y   ".  >  :•;  ru  /  nr 'tires  sont  suffisamment  approchées, 

To   tii..'.;r';:r-.*     :.•:■•  ■    ; -.'xi  iivdiion   d'un  ^rand  nombre  de  phénomènes, 

it'U  \\KW  1.1  nii^T'  .;:i  v'i  rjii.-îi  J"une  corde  sonore  quand  Pair  vibre  à  l'unis- 

«idii  et  non  aiiti'-Mi 'HT.   iab-^orptinn   élective  des  rayons  de  lumière  et  de 

clialour  par  uit   iiiilii.Mi  ojpjble  d'engendrer  des  rayons  de  même  longuear 

«l'inul»*.  rio. 

l  lie  autiv  applivMtion  importante  se  rencontre  dans  les  perturbations 
(lu  iiMiuxoniont  d«*>  locomotives.  La  masse  de  la  machine  portée  par  des 
ressorts  forme  un  sxstOme  assujetti  à  des  oscillations  de  durée  déier- 
mini'o  T.  Les  forces  perturbatrices  produites  par  Tinertie  des  pièces  roo- 
bilcH,  piston«,  bielleSf  manivelles,  donnent  des  sommes  de  projections  oo 
de  moments   qui  ont  pour  période  principale  la  durée  d*an  tour  de  rose. 
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^^virbations  correspondantes  doivent  donc  passer  par  un  maximum 
^^vide  lorsque  la  vitesse  de  la  locomotive  est  telle  qu'il  se  fait  un 
^^  roue  pendant  la  durée  t  d'une  oscillation.  (Vicaire,  Comptes 
^,     l.  CXir,  p.  82.) 


^     OSCILLATIONS   AUTOUR    D'UN    MOUVEMENT   STABLE. 

=^2.  Méthode  générale.  —  Les  équations  de  Lagrange  per- 
•^ent  d'étudier  également  les  petites  oscillations  d'un  système 
^ur  d'un  mouvement  stable.  En  suivant  une  méthode  sem- 
^l>ie  à  celle  que  nous  avons  employée  pour  l'étude  des  petits 
iuvements  autour  d'une  position  d'équilibre  stable,  on  est 
core  conduit  à  intégrer  des  équations  linéaires,  mais  ces  équa- 
•ns  ne  sont  plus  à  coefficients  constants. 

Soit  un  système  dans  lequel  les  liaisons  peuvent  dépendre  du 
iips  et  dont  la  position  est  définie  par  k  paramètres  i/i,  ^72?  •  •  •? 
géométriquement  indépendants.  Les  équations  du  mouvement 
it 

-7;     T7     —  T~  =  Qv  (v  -^  I,  2,  ...,  A'). 

(Il  \  0(/.,  I        Oiit 

supposons  (jircn  ait  trouvé  une  solution  particulière  de  ces 
lations 

is  laquelle  les  constantes  d'intégration  ont  des  valeurs  déter- 
lées.  On  a  alors  le  mouvement  particulier  que  prend  le  système 
nid,  à  linslant  /  =  o,  y,,  </2?  •••?  7a  prennent  les  valeurs 
^)?  y2(o\  . .  . ,  y a(o),  et  les  dérivées  q\ ,  q'.^^  . . .,  q\^  les  va- 
rs  /,  (o),  /.j(o),  ....  /'f.(o).  On  dit  que  ce  mouvement  est 
ble  quand,  en  plaçant  le  système  dans  des  conditions  initiales 
?lco/iqi/es  inlininjcnt  voisines  des  précédentes,  le  système  prend 
mouvement  infiniment  voisin  du  mouvement  particulier  con- 
éré.  On  peut  reconnaître  si  le  mouvement  considéré  est  stable, 
3n  même  temps  trouver  les  mouvements  infiniment  voisins  par 
méthode  suivante.  Remplaçons  les  paramètres  ^i,  72»  •  •  •>  ^A 
'  de  nouveaux  paramètres  5,,  .Vo,  . . .,  5a  définis  par  les  relations 
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le»  équations  dn  moaTemenl,  d'après  Lagrange,  deviendront 


/ 1 .  __;:_,__:_=  Sv, 


-^     .T  oT 

;  —  I 

dt     '7s.  os.. 


T  el  S-,  élant  de?  fonctions  de  5,,  5j,  . ..,  5a  et  5',,  5'^^ s^. 

Avec  ce  nouveau  choix  de  paramètres,  le  mouvement  particu- 
lier dont  on  \eut  étudier  la  stabilité  est 

on  l'obtient  en  supposant  qu'au  temps  /  =  o,  les  paramètres!,  et 
leurs  dérivées  5',  ont  des  valeurs  nulles.  Il  s'agit  de  voir  si,  en 
donnant  à  ces  paramètres  et  à  leurs  dérivées  des  valeurs  initiales 
injininient  petites  iiuelconques,  on  obtient  un  mouvement  ioGni- 
ment  voisin,  c'est- j-ilire  un  mouvement  dans  leqcel  lesquanltlês 

5,,  ^2 Sfs  et  5,.  >\,.  ...,  s\  restent  infiniment  petites. 

Supposant  qu'il  en  soit  ainsi  et  admettant  que  T,  Si ,  Sj, . . ..  Si 
soient  développables  suivant  les  puissances  positives  croissantes 

de  5| ,  $2 >>  et  s\  .s], 5)^,  on  ne  conservera,  dans  les  deui 

membres  des  équations,  que  les  termes  du  premier  ordre  par  rap- 
port à  ces  quantités  et  à  5J,  5^,  ...,  s\.  Comme  les  équations  ainsi 
obtenues  sont  vérifiées,  par  hypothèse,  pour 

5i  =  *"2  =  .  .  .  =  5a  =  O, 

elles  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  inconnues  «*  et 
à  leurs  dérivées  premières  et  secondes. 

453.  Exemple.  —  Considérons  un  point  de  masse  i  attiré  par  uo  centre 
fi\o  O,  proportionnellement  à  la  puissance  /i'^"**  de  la  distance, 

F  =  —  fi/*",         «Ji  >  o. 

Les  équations  du  mouvement  sont,  en  appelant  r  et  6  les  coordonnées 
polaires  et  appliquant  les  équations  de  Lagrange, 

(jt)  /•'— rO'*  =  -;j.r«,  J^(/*e')  =  o. 

Elles  admettent  la  solution  particulière 

(3)  r  =  ro,         0'=v/ir^r^,        6=/ir7ï^f, 

dans  laquelle  la  trajectoire  est  un  cercle  de  centre  O,  parcouru  avec  nne 
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constante.  Voyons  si   ce   mouvement  particulier  est  stable.  Pour 
osons 


r  =  Te 


0  =  /hi/'J-*'-+-tQ^ 


ons  si,  en  supposant  s,  r,  et  leurs  dérivées  e',  r/ très  petits  au  début, 
resteront  très  petits.  Dans  cette  hypothèse,  regardons  e,  tj  et  leurs 
es  comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre  et  négligeons  leurs 
et  leurs  produits;  nous  avons,  en  portant  les  valeurs  (4)  dans  les 
ons  du   mouvement  (2),  et  désignant   par  w   la  quantité  constante 


1 


t"  —  oj- î  —  -2 r^) Mt]'  =  —  n to* £,         roT]" -r-  '2(iit'  =  o; 

»nd  membre  de  la  première  équation  est  le  terme  en  e  dans  le  déve- 
rient  de  fjL(roH-  £)".  La  deuxième  de  ces  équations  s'intègre  et  donne 

ésigne  une  constante  arbitraire  très  petite,  puisque  s  et  tj'  sont  très 
pour  /  —  o.  Eliminant  r/  entre  (5)  et  (6),  il  vient 

i" --  { n  -+-  3 )  oj' £  =  2 a t«j' , 

on  linéaire  à  coefficients  constants.  Si  (n-4-3)  était  négatif  ou  nul, 
raie  générale  de  cette  équation  contiendrait  des  exponentielles  ou 
'mes  algébriques  croissant  indéfiniment  avec  /,  et  le  mouvement  cir- 
;  considéré  ne  serait  pas  stable.  Supposons  donc  (n-f-  3)  positif;  on 


i  —  h  cos(to/  \/n,  -+-  3  -+-  a)  H '■ — ;r , 

/i  -h  3 


t  a  sont  des  constantes  arbitraires  dont  la  première  est  très  petite. 
i  reste  très  petit  et,  par  suite,  r  =  /"o-l-  e  reste  voisin  de  Tq.  Prenons 
inant  l'équation  (G)  :  en  y  remplaçant  e  par  la  valeur  que  nous  vê- 
le trouver  et  intégrant,  on  a 

r^r  =  —      ^r-  sin(  o)^  if n  -i-  i  -\-  ol )  -^ au)/  -h  c, 

//i  -+-  3  '        /i  -4-  3 

t  une  constante  très  petite.  On  voit  que  t)  contient  un  terme  en  /; 
r;  augmente  indéfiniment  avec  /,  et,  par  suite,  le  mouvement  circu- 
l'est  pas  stable.  Il  y  a  exception  pour  /i  =  i,  car  alors  le  terme  en  / 
ait.  Si  n  est  diiïcrent  de  i,  pour  que  rj  reste  très  petit,  il  faudrait 
r  les  conditions  initiales  de  telle  façon  que  a  soit  nul;  cette  condi- 
înifie  que,  dans  le  mouvement  troublé,  la  constante  des  aires  doit 
:jale  à  corj  comme  dans  le  mouvement  circulaire.  En  effet,  si  nous 
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l'crivon?  lintcgrale  des  aires,  pour  le  mouvement  troublé, 

Cro-f-  £)'(  w  -h  r/)  =  0, 

celte  intégrale,  dans  laquelle  on  néglige  s'  et  et/,  donne 


/'o  r/  -h  2  £w  = 


^0 


équation  identique  à  ((>).  Pour  que  a  soit  nul,  il  faut  donc  C  =  turj.  En 
résumé,  sauf  le  cas  /i  =  i ,  le  mouvement  circulaire  n*est  pas  stable:  il  le 
devient  quand,  (/i  -i-  3;  étant  positif,  on  modifie  très  peu  les  conditions 
initiales  de  façon  que  la  constante  des  aires  reste  la  même. 

Le  cadre  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permet  pas  d'insister  davantage  $or 
cette  question  des  mouvements  stables;  nous  renverrons,  pour  une  élude 
approfondie,  à  la  Mécanique  de  Routb  (advanced  Pari,  Chap.  III). 


V.  -  APPLICATION  DES  ÉQUATIONS  DE  ULGRANOE 

AU  MOUVEMENT  RELATIF. 

454.  Première  méthode  indépendante  de  la  théorie  du  monre- 
ment  relatif.  —  Pour  trouver  le  mouvement  relatif  d*un  svstèine 
par  rapport  à  des  axes  Oxyz  animés  d'un  mouvement  connu,  il 
suffit  d*ap|)liquer  les  équations  de  Lagrange  au  mouvement  absolO) 
en  choisissant  comme  paramètres  les  variables  ^i,  ^j,  ...,  y»<|"' 
(léfinissent  la  position  du  systime  par  rapport  aux  axes  mobiles: 
ces  mêmes  paramètres  définissent  évidemment  la  position  du 
s  vslt'me  par  rapport  à  des  axes  fixes  Oo^o^'o^o?  car  les  axes  Oxp 
onl  un  niouvcmcnl  connu. 

La  dcnn-force  \ivc  absolue  T^  du  svstcme  sera  une  fonction  de 
7iîy2î  •  •  •«•  Va,  y,  7  y'o'  •  •  •?  ^ïk  ^^  peut-être  de  /;  d'autre  part,  siToo 
imprime  au  système  un  déplacement  virtuel  compatible  avec  les 
liaii^ons  qui  ont  lieu  à  l'instant  /,  déplacement  obtenu  en  laissant' 
constant  et  donnant  à  */i,  ^jto,  .  .  .,  cfk  des  accroissements  infini- 
ment petiis  aibltraiies,  oyi,  Sf/o?  •••>  %A  la  somme  des  travaux 
(les  forces  appliquées,  autres  que  les  forces  de  liaison,  a  pour 
expression  Q,  o«y,  -h  Qa  ttq^  4-  .  •  •  -h  Q*  5^*.  Les  équations  d" 
mouvement  sont  alors 

d(  \dqy  I         c^7v 
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>i  les  forces  (!onn(5cs  déiivml  d'une  fonclion  de  forces  U,  la 
mlilé  Ov  est  écrale  à  -r— • 

our  calculer  T^,  il  n'est  pas  nécessaire  de  former  les  expressions  dos 
rdonnées  absolues  en  fonclion  de  ^i,  ^j,  . . .,  <7^  et  /.  La  vitesse  abso- 
Va  (lo  m  es!  la  résultante  de  sa  vitesse  relative  Vr\*^v  rapport  aux  axes 
yz  et  de  sa  vitesse  d'entraînement  ('<,  dans  le  mouvement  de  ces  axes, 
viles-se  iv  a  pour  projections  sur  Oxyz^  x\  y\  z\  en  appelant  Xj  y,  z 
coordonnées  de  m  et  dési^mant  par  des  accents  les  dérivées  par  rap- 
t  à  /:  quant  à  la  >i!csse  d'entraînement  t>,  c'est  la  vitesse  que  possé- 
lit  le  point  m  s'il  était  lié  aux  axes  mobiles;  elle  est  donc  la  résultante 
me  vitesse  due  à  ure  translation  V®  égale  et  parallèle  à  la  vitesse  du 
nt  O  et  d'une  vitesse  due  à  une  rotation  w  autour  d'un  axe  passant 
O;  en  appelant  VJ,  ^^,  V?,  les  projections  de  V^  sur  les  axes  mobiles, 
',  r  celles  de  to,  on  a,  pour  les  projections  de  la  vitesse  d'entraînement  Vg 
les  trois  axes  Oxjz  (n"  51),  \%-{-qz  —  rj',  ....Les  projections 
la  vitesse  absolue  Va  du  point  m  sur  les  mêmes  axes  sont  donc 
-  VJ.  -{-  qz  —  ry,  .  .  . ,  et  l'on  a 

Ta  =  i  y  /7i  [(  x'  -f-  V 0  -i-  <7^  —  ry)^  -^  (y'  H-  Vy.  -f-  rx  -  pz  )« 

'etle  expression  permettra   de  calculer  T^  en  fonction  de  ^j,  <7j,  ..., 
q\^  q\.   ...,  qt-  et  de  /,  car  les  coordonnées  x^  y^  z  des   différents 
ints   sont    fonctions    de    q\^  q^^  ...,  ^x-   et  peut-être   de   /,    tandis   que 
I  ^  ?5  ^  c^  P^  7î  ^  sont  des  fonctions  connues  du  temps. 

^.  Exenrple.  —  On  considère  un  axe  vertical  fixe  Oy  et  un  plan  P 
'?ant  par  cet  axe  et  tournant  autour  de  lui  avec  une  vitesse  angulaire 
istante  tt».  Trouver  le  mouvement  d'une  barre  bomogène  pesante  mobile 
s  frottement  dans  ce  plan. 

s'agit  de  trouver  le  'mouvement  relatif  de  la  barre  par  rapport  aux 
'S  Ox  et  O^'  tracés  dans  le  plan  mobile  P.  La  position  de  la  barre  par 
>port  à  ces  axes  est  (hTmic  par  trois  paramètres  indépendants  :  les 
rdonnées  \,  t,  du  centre  de  gravité  G  et  l'angle  0  de  la  barre  GA  avec 
>arallèle  G.ri  à  Ox.  la  vite?-se  absolue  e^  d'un  point  m  de  la  barre  e^'t 
ésultante  de  sa  \ilesse  relative  r,.  située  dans  le  plan  xO y  et  de  sa  vitesse 

rainrment  (>  :  cette  dernière  vitesse  est  celle  que  posséderait  le 
nt  m  s'il  était  in>arial)lement  lié  au  plan  mobile;  elle  est  donc  égale 
r  et  perpendiculaire  au  plan  xOy^  x  étant  l'abscisse  du  point  m.  La 
sse  relative  cl  la  vitesse  d'entraînement  sont  donc  rectangulaires  et 
a 

C  '^     1'  *    — !-    V^   ' 
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équation^  donnant  le  mouvement  relatif  du  point  G.  Puis,  la  troisième 
équation  donne  6  en  fonction  de  t  :  c'est  Téquation  rencontrée  dans  un 
problème  déjà  trailé  n"  36(5. 

11  est  bon  de  remarquer  qu'ici  T^  n'est  pas  homogène  en  {',  r/,  0'  :  cela 
tient  à  ce  que  les  liaisons  imposées  au  système  dépendent  du  temps;  la 
barre  glisse  sur  un  plan  animé  d'un  mouvement  connu. 

Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  la  barre  libre 
dans  le  plan  qui  tourne.  Supposons  que  ses  deux*  extrémités  A  et  B  soient 
assujetties  à  glisser  sur  les  axes  Ox  et  Oy  comme  dans  le  problème  du 
n"  420.  Alors  ;,t^,0  ne  sont  plus  indépendants;  on  a,  en  désignant  par  2/ 
la  longueur  de  la  barre, 

J  =  /cosO,         T,  ^/sinO,         Aï=J/2. 

Il  faut  exprimer  T^  et  U  en  fonction  du  seul  paramètre  indépendant  0, 
ce  qui  donne,  en  remplaçant  dans  les  valeurs  trouvées  plus  haut  J  et  r^ 
par  leurs  expressions  actuelles, 

T,,  ==  l  M/n'0'2-f-a)*cos«e),         U  =  iM^/sinO, 
et  l'équation  du  mouvement  est 

^J-J'^A  -  !  w2/2^inecos0  =  ^/cose, 

comme  nous  l'avons  trouvé  autrement  (n®  420). 

456.  Deuxième  méthode  tirée  de  la  théorie  du  mouvement  relatif. — 

Supposons  qu'on  veuille  trouver  le  mouvement  relatif  d'un  système  par 
rapport  à  des  axes  Oxyz  animes  d'un  mouvement  connu.  La  position  du 
«système  par  rapport  à  ces  axes  dépend  de  certains  paramètres  ^1.  ^s,  ..., 
Çk  géométriquement  indépendants;  d'autre  part,  le  système  est  sollicité 
par  des  forces  données,  cl,  si  l'on  imprime  au  système  un  déplacement 
virtuel  compatible  avec  les  liaisons  en  faisant  varier  les  paramètres  de  S^i, 
o^j,  ...,  o^A,  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  ces  forces  est  de  la 
forme 

On  peut  regarder  les  axes  mobiles  comme  fixes  à  condition  d'ajouter 
aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  chaque  point  m  la  force  centrifuge 
et   la  force  centrifuge  composée;  soit 

H I  0^  I  -f-  H 2  0^2  -h  .  .  .  H-  Ra  oq/,- 

la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  forces  fictives  pour  un  déplacement 
0^1,  oy,,  . . .,  O^A. 


J  --i--    -fTCMES. 

--       ■-     ■     *-«ir^fcir?  au  mouvemeoi  <Ju  *%*- 

'  -    "^-■.»—    :  .>iume  fixes.  Pour  ccIj.  oi 

- -* -~j'*    iJfcLï  s-«n   mouvemeot  par  Np- 

--  ^     £'-■    -   ryA,  y'i.yi f.ît 

-     —    ~         -  '  •  =  j.   > X  ,. 

-        I— :i. -û-   n.\   exemples   traiié?  pwê- 

■j  •  —  .    • ..    ■•  * 
•^*«      ■•■... 

îsr=^=:^^^  :=:zrî-  x-  sOssr.    —   Erj    >*appiivanl  en  partie 

^    -'        )^    •.iJ;«erl  a  emplové  la  mê- 

'    j»'.:Ko*Je   de  Lasrans*^  à 

». 

'     -•.::./'   .  in  miles  de  la  S'xitù 

~-  •    :irt":hvr  le  mouvement  d'un 

'  •-       -T  -  inîinês  d'un  mouvement 

:•  -i  :  :*.  :î  à  ces  axes  est  supposée 

'  _  ,*/  géométriquement  iodê- 

^     ■     .  i  ^  "i -:.*.-:>  des  forces  appliquées. 

.    i/i  est    encore  supposer 

-  ■  -  *U^''/i 

^     ...-.-    .'.   -rs  «\es  auriliaires  Oxi  Vi5i 

f  - 1  ■ 


JCo 


^^       .         -     -     -   V     :-J- j\os  Ox,>',  z,  comme  fixes  à  condiîioo 
-  \       v,>  uciîcmeiit  a->pliquées  les  seules  forces  ce n* 
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Irifuges,  car  les  axes  O.r,  Vi  3i  sont  animés  d'un  mouveinenl  de 
Iranslalion  (n"  il6).  Si  nous  appelons  J  l'accéléralion  de  l'ori- 
gine mohile  O,  la  force  centrifuge  à  appliquer  à  chaque  point  est 
—  fni .  Appelons  Jj-,  Jj,  J^  les  projections  de  J  sur  les  axes  Oxyz\ 
les  projections  de  —  mi  sur  les  mêmes  axes  seront 

et,  pour  un  déplacement  \irtuel  imprimé  au  système,  la  somme 
des  travaux  de  ces  forces  centrifuges  est 

—  ^  m  (  J.r  O-r  -f-  J^  0  K  -r-  J  r  05  ), 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  points.  Les  quantités  Jj-,  J^,  .1^ 
sont  des  fonctions  connues  de  t\  en  posant 

ou  voit  que  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  centrifuges 
est  oK;  nous  avons  écrit  autrement  la  fonction  Ken  introduisant 
la  masse  totale  M  du  système  et  les  coordonnées  Ç,  Tj,  Ç  du  centre 
<lc  gravité  G  par  rapport  aux  axes  Oxyz.  On  voit  alors  que 

K  =— M.J.OGcosJOG. 

(jràce  à  rinlroduction  de  ces  forces  centrifuges,  on  peut  regar- 
der les  axes  Oj'i  )'|C|  comme  fixes  et  appliquer  les  équations  de 
I^agran«;e  au  mouvement  par  rapport  à  ces  axes,  devenu  un  mou- 
vement absolu.  Appelons  T  la  demi-force  vive  du  système  dansée 
mouvement  par  rapport  aux  axesOxij^^i  v|,  les  équations  du  mou- 
vement sont 

Le  terme  ^ —  provient  des  forces  centrifuges;  le  travail   virtuel 

Oqy  »  o 

de  ces   forces   étant  égal   à  oK  devient,  en  effet,  en  fonction  des 
variables  </i,  yj,   ..  .,  7a, 

OK  ^  OK  ^  ôK  ,, 

Oqi     ^'        ôqt    ^'  dqk    ^^ 
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ihat  négatif  :  ceci  n'arriverait  pas  si  Ton  avait 

a         ft        Y        , 
(i        b        c 

k^  est  une  constante  positive.  L'équation  (6  )  serait  alors 

aurait  ses  racines  égales  :  néanmoins,  les  intégrales  générales 
ontiennent  pas  le  temps  en  dehors  des  signes  sin  et  cos;  en 
,  les  équations  du  mouvement  (3)  s'écrivent  alors 

a(  c/\  -^  k^c/i)  -^    h(  (j\  ~\-  k^qt)  —  o, 
omnie  //- —  ac  est  positif,  elles  donneni 

pour  les  intégrales  générales, 

fji  =  ;jLj  cns(  kt  —  pi  ),  </2  ---  ;Jtî  cos<  kt  -f-  p*  i. 

^^y  a  plus  alors  qu'une  péiiode  pour  chaque  oscillation,  -^- • 


' r'e  méthode.  —  Ces  résultats  peuvent  être  obtenus  autrement  si 
^it  usage  des  propriétés  des  formes  quadratiques.  Considérons  les 
formes  quadratiques 

S  -^  aqi  —  ihq^q^-^  cq\,  l  {iq\  -^  Ji^qiqi-^   Wi'- 

ie  desquelles    on   peut   écrire    les   équations  du    mouvement  sous  la 

7/r-  w^/T  '  "  oqy  '        (II-  '  (V/j  /  ~  ,)fj~/ 

isons  un  djanj^emenl  de  variables  linéaire  à  coofficients  constants 
q\  -  -  k\S\        h\Si^  q^        f*t'^\        h^s^, 

et  S2  sont  do  nou\cau\  pariunèlres,  Aj,  /ij,  kf,  et  /i,  des  constantes. 

peut  déterminer  les  coeflicienis  de  la  substitution  de  façon  à  réduire 

inément  les  deux  formes  à  des  sommes  de  carrés;   cela   revient,  en 

danl  qi  et  qt  comme   des  coordonnées    cartésiennes,  à  prendre  pour 

les   droites  conjuguées   à    la  fois  par  rap|»orl  aux  couples  de  dioiles 
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«raprés  la  méthode  de  M.  Gilbert,  on  mène  par  O  des  axes  Oxi^i^i  de 
directions  fixes  dans  Tespace,  le  mouvement  du  triédre  Oxyz  par  rapport 
à  ces  axes  est  une  rotation  o),  égale  à  celle  de  la  Terre,  s'efTectuant  autour 
d'un  axe  Ow  parallèle  à  la  direction  nord-sud  PF*'. 

Les  quantités  T;.,  (j  et  \'^  se  calculeront  comme  nous  Tavoiis  expliqué; 
en  particulier,  CVest  égal  à  |  Ha)>,  H  étant  le  moment  d'inertie,  à  l*instant  /, 
du  système  matériel  S  par  rapport  à  Taxe  Oa>.  Calculons  d^autre  part  L, 
fonction  des  forces  réellement  appliquées  (attraction  de  la  Terre),  el  K. 
On  sait  que  le  poids  nig  d'un  point  quelconque  du  système  S  est  la  résul- 
tante de  l'attraclion  et  de  la  force  centrifuge  <1>  =  m a>* p  (  n*  421).  En 
adoptant  la  manière  de  voir  de  M.  Gilbert,  nous  regarderons  l'accélé- 
ration g  comme  constante  en  grandeur  et  en  direction  par  rapport  tk 
la  Terre  dans  toute  rétendue  du  système  S,  dont  les  dimensions  sont 
supposées  très  petites.  La  direction  constante  de  g  est  la  verticale  descen- 
dante ou  nadirale  OV  au  point  0.  Les  forces  réellement  appliquées  sont 
les  attractions  A  de  la  Terre  sur  les  différents  points  ni  du  système  S.  Or, 
comme  mg  est  la  somme  géométrique  de  A  et  de  <1>  =  mw^p,  A  e*t  la 
différence  géométrique  de  mg  et  de  4>;  pour  un  déplacement  quelconque 
imprimé  au  point  m,  le  travail  de  A  est  la  différence  entre  le  travail  de 
mg  et  celui  de  4>;  donc,  enfin,  la  fonction  de  forces  U  d'où  dérivent  les 
forces  réellement  appliquées  A  est  la  différence  de  la  fonction  de  forces 
dont  dérivent  les  poids  et  de  celle  dont  dérivent  les  forces  4>.  La  hauteur 
du   centre   de   gravité  G  au-dessous  du  plan  horizontal  du  point  O  étant 


OGcosGOV,  les  poids  dérivent  de  la  fonction  de  forces  M^ÔGcosGO\, 
où  M  est  la  masse  totale  du  système. 

Les  forces  <1>  sont  normales  à  l'axe  terrestre  PP'  et  p  désigne  la  distance 
du  point  m  à  cet  axe;   le  travail  élémentaire  d'une  force  <l>  est 

m  (D*  p  dp  =  d ; 

l'ensemble  des  forces  4>  dérive  donc  de  la  fonction  de  forces 

^-I,mio^p^={Ui^^\ 

fil  désignant  le  moment  d'inertie  du  sy>tème  S  m  s'  par  rapport  à  l'axe  PP' 
de  la  Terre.  Donc  la  fonction  U,  différence  des  précédentes,  est 

U  =  M;^ÔGcosGoV---lHiU)«. 

Mais  nous  pouvons  calculer  Hj,  moment  d'inertie  par  rapport  à  PP',  en 
fonction  de  II,  moment  d'inertie  par  rapport  à  la  parallèle  0a>  à  PP'*  en 
effet,  d'après  un  théorème  connu,  si  l'on  appelle  e^i  et  </ les  distances  GQi 
et  GQ  du  centre   de  gravité  aux  axes  parallèles  PP'  el  Oc«>,  on  a  (n*  317; 

II,-IJ  -  M(^î  — ^*). 
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D'autre  pari,  dans  le  triangle  GQQi,  on  a,  en  appelant  o  la  distance  QQi 
évidemment  égale  à  la  distance  OH  du  point  O  à  l'axe  de  la  Terre, 

la  quantité  ^^cosGQQi  est  la  projection  de  QG  sur  QQi,  c'est  donc  aussi  la 

pr(»jeciion  de  OG  sur  QQi  et  sur  sa  parallèle  OR,  c'est-à-dire  OG  cosGOR. 
Dune 


lI,=  H-i-M(o«-2oOGcoséo^). 


D'après  cela, 


U  =  M^OGcosGOV  — {Ha)«-+-Mto2oOGcosGOR  —  jw^Mo^ 

Pour  évaluer  K,  observons  que  l'origine  0  du  système  de  comparaison 
Oxj'z  décrit,  par  suite  de  la  rotation  de  la  planète,  un  cercle  de  rayon  o 
autour  de  PP'  avec  une  vitesse  angulaire  lo.  L'accélération  J  a  donc  pour 
\aleur  w'  o  et  elle  est  dirigée  de  O  vers  R;   donc,  d'après   la   valeur   géné- 


rale de  K,  —  MJ  .OG  cosJ .00,  on  a 


K  =  —  M  w»  oOG  ces  GOR. 


On  trouve  enfin 


U-f-K  =  lV1^0GcosGO\  — |Hioï  — ^(o»lVlo-% 

où  le  dernier  terme  est  une  constante  qui  disparaîtra  dans  les  dilTérentia- 
tions.  On  a,  d'ailleurs, 

T  =  T;.-+-  (j  -+-  P  =  T^-+-  V  -h  1  H  w*, 

«l'après  la  valeur  de  CJ,  Si  l'on  appelle  ^i,  ^j,  ...,  gji-  les  paramètres  déli- 
iiis'ïianl  la  position  du  système  pesant  par  rapport  aux  axes  Oxyz^  1rs 
équations  du  mouvement  relatif  sont  alors 


(  rt  ) 


cl  /  OT 


^  _  ()(U-hK) 


(v  =  I,  vt,  . . . ,  A). 


Si  l'on  remplace  T  et  U  -h  K  par  leurs  valeurs,  il  se  produit  encore 
«J'imporlantes  réductions.  D'abord,  (j*  =  lHw*  ne  dépend  que  de  la  posi- 
tion actuelle  des  points  du  système  et  non  de  leurs  vitesses;  cette  quantité 

ne    contient   donc    pas   7',,   q\,    ...,  </x  et -7^  est  nul.   Ensuite,   le  terme 

oq,^ 

M                                 .        .                         .                         I    (>lïw2  ,  , 

—  __£L  du  premier  membre  de  (a)  est  égal  au  terme — , du  second. 
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II  reste  donc  réquation 

d    ()(T;.-4-V>)         di-lr-^-^) 


(à) 


dt 


àq'. 


=  1M^ 


(^(oGcoséoV) 


àqy 


Ce  sont  là  les  équations  définitives  du  mouvement  relatif  d*un  système 
pesant  à  la  surface  de  la  Terre;  pour  les  écrire,  on  voit  qu*il  suffit  de  cal- 
culer T,.,  V  et  ÔG  cos'GOV. 


459.  Exemple.  —  Un  corps  solide  homogène  pesant  de  révolution  est 
suspendu  par  un  point  0  de  son  axe  de  révolution  OZ;  cet  are  est,  de 
plus,  assujetti  à  rester  dans  un  plan  fixe  par  rapport  à  la  Terre. 
Mouvement  du  solide  par  rapport  aux  objets  terrestres,  en  tenant 
compte  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre, 

Soient  OXYZ  les  axes  principaux  d'inertie  du  solide  entraînés  avec  loi, 
Oxyz  des  axes  liés  à  la  Terre  par  rapport  auxquels  on  cherche  le  mouve- 
ment. Nous  choisirons  comme  plan  des  xy  le  plan  dans  lequel  se  meut  OZ 
et,  pour  axe  O  j",  la  projection,  sur  ce  plan,  d'une  parallèle  Oo)  au  segment 
représentatif  de  la  rotation    terrestre  :   Ou)  est  parallèle  à   la  direction 


nord-sud  de  l'axe  du  monde.  Nous  prenons  0^  dirigé  du  même  cùté 
que  Oo)  par  rapport  au  plan  xOy,  Le  centre  de  gravité  G  est  supposé 
sur  la  partie  positive  OZ  de  Taxe  de  révolution  à  une  distance  OG  =  /  da 
point  fixe. 

La  position  du  solide  par  rapport  aux  axes  Oxyz  dépend  de  deux  para- 
mètres, par  exemple  des  angles  d'Euler  ç  et  tj'  que  font  les  axes  XYZ  a¥ec 

xyz\  l'angle  appelé  0  est  ici  égal  à  ->  car  -sOZ  =  —  • 

Calculons  T^  et  \'^.  La  quantité  T^  est  la  demi-force  vive  du  solide  par 
rapport  aux  axes  Oxyz\  le  mouvement  du  solide  par  rapport  à  ces  axe» 
est  le  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe;  si  donc  noas  appe- 
lons P,  Q,  R  les  composantes  suivant  les  axes  principaux  OXYZ  de  la 
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rotation  instantanée  û  du  corps  par  rapport  aux  axes  Ox^z,  nous  avons, 
d'après  les  formules  générales  (n®  382), 

sinO  =  r,         P  =  t}^'sinQ,         Q  =  t|^'cos(p,         R  =  cp', 
2T;.=  A(Pî4-Q«)H-  CRî=  Afï-f-Ccp'î. 

Calculons  de  même  "Ç.  En  appelant  <j  le  moment  résultant  par  rapport 
à  O  des  quantités  de  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Oxyz,  on  a 

V  =  Wd  COSO),   tJ. 

Figurons  la  droite  01  inlersection  du  plan  XOY  et  du  plan  xOy;  on  a 

xOl  =  ^,         10X  =  cp. 

Le  segment  7  a  pour  composantes,  suivant  les  axes  OXYZ,  AP,  AQ,  CR; 
il  a  donc  pour  projections,  sur  01,  A(Pcos9  —  Qsin©),  c'est-à-dire  zéro 
d'après  les  valeurs  de  P,  Q,  R,  et,  sur  0^,  A(P  sin^ -t- Q  coso),  c'est- 
à-<lire  A  y.  Le  segment  <j  est  donc  le  segment  résultant  d'un  segment  A^y 
suivant  Oz  et  d'un  segment  GR  ou  Gcp'  suivant  OZ;  sa  projection  sur  Oto 
est  donc,  en  appelant  2  l'angle  constant  (nOx, 

(j  costo,  j  =  A^»'  sina  H-  Cç>'  cosasin*];, 

et  V^  est  égal  au  produit  de  cette  quantité  par  w. 

La  quantité  T^-H-t^,  que  nous  appellerons  0  pour  abréger,  a  donc  pour 
expression 

e  =  T;.-4-  t;)  =  1  (  A  4/'î4-  G  o'»)  4-  a)(Ai^'  sina  -+-  G<p'  cosa  sinij/). 

D'autre  part,  appelons  a,  6,  c  les  cosinus  des  angles  constants  que  fait 
la  nadirale  OV  avec  les  a\es  Oxfz,  et  remarquons  que  la  coordonnée  Ç  du 
centre  de  gravité  G  est  nulle,  car  ce  point  étant  sur  Taxe  de  révolution  OZ 
est  dans  le  plan  xOy\  nous  aurons,  pour  la  projection  de  OG  sur  la 
nadirale, 

OG  cosGOV  =  aj  -+-  ÔTj  =  /(a  sin<{/  —  b  cos<{/), 

car,  dans  le  plan  xOy^  l'axe  OGZ  fait  avec  Ox  l'angle  ^ ,  et  OG  est 

appelé  /;  les  coordonnées  J  tH  r^  sont  donc  /sinij;  et  —  /cos<}/.  Les  deux 
équations  du  mouvement  sont  alors,  d'après  (6),  si  l'on  remarque  que  ni  0 

ni  OGcosGOV  ne  contiennent  ç, 

/  X  d  /de\  d  /âe\        àS       -.    ,,  ,        A    •    IN 
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On  peut  obtenir  deux  iniégralos  premières  de  ces  équations.  On  a  d'abord 
immédiatement  -— ,  =  const.,  c'est-à-dire 

(2)  o'-i- to  cosasinij^  =  A\ 

Puis  on  peut  faire  sur  les  équations  (r)  la  combinaison  qui  donne  l'inté- 
grale des  forces  vives  généralisée  par  M.  Painlevé  (n^-l-iS),  en  multipliant 
la  première  par  ©',  la  deuxième  par  ^'  et  ajoutant;  on  obtient  ainsi  oof 
relation  qu'on  peut  écrire 

(        =  M^/(a  cosij; -f- ^  sinij^)  «y. 

G  )mme  0  ne  contient  pas  /,  le  dernier  groupe  de  termes  du  premier 
m  'mhre  est  -  ;  d'autre  pari,  en  séparant  dans  0  les  termes  0j  du  second 
d  gré  en  z>'  et  ^'  et  les  termes  du  premier  degré  0},  on  a 

l'I  l'équation  (3)  s'écrit 

^/ •>©,-+- 0, }- ^^  (02 -+- 0i)  =  M^/(a  cos^ -*- 6  sin^)  f, 

d'(>ii,  en  intégrant, 

0j=  M^/(a  sin<j>  —  6  cos']/)-4- consl., 
c'est-à-dire 

(  i)  A <j>'* -+-  G ©'«  =  7.M^/(a  sin»;/—  6  cos^j/) -*- /i. 

Cette  intégrale  première  peut  évidemment  être  obtenue  indépendammeat 
«le  la  méthode  de  Gilbert;  c'est  l'intégrale  des  forces  vives  appliquée  a ■ 
mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Ox^z, 

Nous  appliquerons  ces  formules  à  deux  cas  particuliers  simples. 

4S0.  Boussole  gyroscopique  de  Foucault.  —  Supposons  le  corps  sst- 

pendu  par  son  centre  de  î^ravité.  Alors  OG  =  /  =  o,  et  les  deux  intégrales 

premières  deviennent 

<p'-»- o)  cosa  sintj>  =  X-,         AiJ''*-*- Cç''= /i. 

Ces  équations  s'intègrent  par  des  quadratures  elliptiques.  Mais,  comaie 
la  vitesse  angulaire  tu  de  la  Terre  est  très  petite,  on  peut  négliger  •••;  on 
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a  alors,  en  tirant  cp'  de  la  première  pour  le  porter  dans  la  deuxième,  et 
nt»gligeant  to*, 

(j)  A<}^'*  —  9XAa)  cosasint}/ =/, 

/  désignant  une  nouvelle  constante.  Nous  pouvons  toujours  supposer  qu'on 
ait  choisi  comme  sens  positif  OZ  sur  l'axe  du  corps,  un  sens  tel  que  la 
valeur  initiale  Ro  ou  cp'p  de  la  rotation  du  corps  suivant  OZ  soit  positive; 
supposons,  de  plus,  cette  valeur  suffisamment  grande  :  alors  k  est  positif. 
L'équation  (5)  se  ramène  alors  immédiatement  à  l'équation  du  mouve- 
ment  d'un   pendule   simple.   En  effet,   l'angle  xOZ  étant  appelé  w,  on  a 

•{/  =  w  -^    -  et  l'équation  (5)  devient 

M  2  =  — - —  cos  a  cos  a  H-  ^  , 

identique  à  l'équation  du  mouvement  d'un  pendule  simple  dans  lequel  u 
est  l'angle  d'écart  avec  la  verticale. 

L'axe  du  gyroscope  OZ  est  donc  animé  d'un  mouvement  pendulaire  au- 
tour de  Ot.  Dans  la  réalité,  par  suite  de  la  résistance  de  l'air  et  du  frotte- 
ment, l'axe  OZ  s'arrête  au  bout  d'nn  certain  temps  en  Ox,  c'est-à-dire 
suivant  la  projection  de  l'axe  du  monde  Ow  sur  le  plan  fixe  xOy, 

De  là  le  nom  de  boussole  gyroscopique  donné  à  cet  appareil.  Si  le 
plan  xO y^  dans  lequel  l'axe  du  gyroscope  est  assujetti  à  se  mouvoir  est  le 
plan  horizontal  du  lieu  de  l'observation,  la  position  d'équilibre  relatif  de 
l'axe  OZ  est  la  direction  de  la  méridienne  :  l'appareil  peut  servir  de  bous- 
sole de  déclinaison.  Si  le  plan  xO y  coïncide  avec  le  plan  méridien,  l'axe 
sî  place  suivant  r)to  qui  coïncide  alors  avec  O^;  l'appareil  sert  de  bous- 
s  de  d'inclinaison. 

On  peut  résumer  la  discussion  en  disant  que  l'axe  de  la  boussole  gyro- 
>copique  tend  à  faire  le  plus  petit  angle  possible  avec  l'axe  de  la  Terre. 

461.  Barogyroscope  de  Gilbert.  —  Dans  la  boussole  gyroscopique  de 
Foucault  qne  nous  venons  d'étudier,  le  centre  de  gravité  du  corps  de  révo- 
1  ition  est  supposé  placé  au  point  de  suspension  O  et  l'axe  OZ  du  corps  assu- 
jetti à  décrire  un  plan  lié  à  la  Terre  et  passant  par  O.  La  condition  que  le 
centre  de  gravité  se  trouve  en  O  étant  très  difficile  à  réaliser  expérimen- 
talement, M.  Gilbert  a  cherché  l'influence  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le 
mouvenienl  d'un  corps  j)esant  de  révolution  suspendu  par  un  point  fixe  O 
de  son  axe  OZ,  quand  cet  axe  OZ  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  un  plan 
vertical  lié  à  la  Terre,  le  centre  de  gravité  G  n'étant  plus  en  O.  M.  Gilbert 
réalise  expérimentalement  les  conditions  que  nous  venons  d'indiquer  dans 
l'appareil  suivant  appelé  baroi^yroscope . 

Imaginons  un  tor<'  «'u  bronze  D  dont  l'axe  d'acier  a  pivote  librement 
dans  des  tourillons  coniques  creusés  dans  des  vis  en  acier  v  et  v'  qui  tra- 
versent une  chape  CG  en  acier  reposant  par  les  couteaux  A  et  A'  sur  des 
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surfacr's  en  acier  trcmpi-,  de  fnrmi:'  cylindrique,  dont  les  couteaux  occipm 
le  fontl.  Ce  sysième  présente  une  symétrie  enacte  par  rapport  au  plMp)>- 
sant  par  l'axe  du  tore  et  les  ariites  des  couteaux,  et  sa  mubililc  aBiooriJc 
celles-ci  est  tell'-  qu'un  soufllc  léger  suffit  à  provoquer  des  oscillaiiow. 

Une  fois  qu'un  a,  par  des  vis  calantes  VV'V,  assuré  l'horizoniillir  dr 
l'axe  de  !>n3[>en!^i>i[i  W,  le  ture  constitue  un  corps  solide  de  n'vnlniiiii 
mobile  autour  il'un  point  fixe  O  placé  à  l'inierscclion  Je  son  a\e  rlfrén- 


Fi  g.  3^8. 


En  agissant  sur 

glissant  à  froitcm 


I  A.\';  de  plus,  l'axe  de  révt 
s  un  plan  vertical  fixe  par 


apport  i  l« 


r  l-aj 


léme  mobile 

qui  est  en  équilibre  stable 
est  verticale.  On  piTle  ens 
prime  au  tore  une  rutation 
la  replace  sur  son  support 


l  f',  sur  d'autres  vis  u  cl  «'  cl  sur  un  curjp«r^ 
ur  une  aiguille  formant  le  prolongement  in^ 
1  arrive  à  placer  le  centre  de  gravité  G  iIb  sj^ 
re  ve',  un  peu  au-dessous  du  point  0.  Le  tort 
un  pendule  composé,  suspendu  par  l'iir.VA, 
|uand  l'aiguille  c'^,  c'est-à-dire  l'axe  do  tarti 
ite  la  chape  sur  un  rouage  muteur  el  l'oniB- 
trcs  rapide  autour  de  son  axe,  après  quoi  M 
n  la  guidant  par  des  fourchettes  F,  bGd  que  ^ 
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les  couteaux  Â,  A'  occupent  exactement  la  position  horizontale  qui 
té  assignéo.  C'est  à  cet  instant  que  se  développent  les  phénomènes 
,  mais  bien  nets,  qui  accusent  la  rotation  de  la  Terre.  Le  système 
l  une  nouvelle  position  apparente  d'équilibre  stable,  dans  laquelle 
1  tore  n'est  plus  vertical,  mais  fait  avec  la  verticale  un  petit  angle  E 
t  plus  grand,  à  vitesse  égale,  que  le  plan  vertical  dans  lequel  Taxe 
peut  se  mouvoir  est  plus  voisin  du  plan  méridien.  Si  l'on  se  place 
i  conditions  les  plus  favorables,  en  mettant  le  plan  dans  lequel  se 
axe  du  tore  dans  le  plan  méridien,  l'angle  d'écart  E  de  Taxe  du 
îc  la  verticale  se  perçoit  très  nettement.  Il  est  d'autant  plus  grand 
rotation  propre  du  tore  est  plus  grande  et  que  la  distance  OG  du 
le  gravité  à  Taxe  AA'  est  plus  petite  :  cet  écart  E  se  fait  d'ailleurs 
nord  ou  le  sud,  suivant  le  sens  de  la  rotation  du  tore.  C'est  ce 
(plique  facilement  en  appliquant  les  formules  générales  que  nous 
:ablics  plus  haut  au  cas  actuel, 
in  dans  lequel  se  meut  l'axe  du  corps  OZ{fig,  269)  est  ici  le  plan 

Fig.  269. 


dien  du  point  O,  POP';  nous  devons,  pour  appliquer  les  formules 
^s,  prendre  ce  plan  pour  plan  des  xy^  en  prenant  pour  axe  des  x 
ction  de  la  rotation  0(o,  égale  et  parallèle  à  la  rotation  de  la  Terre 
lan  xOy.  Actuellement,  Ou)  coïncide  donc  avec  Ox, 
ons  la  verticale  descendante  OV;  elle  est  dans  le  plan^Oâ?  et  fait 
7  un  angle  égal  au  complément  de  la  latitude  X  du  point  O  : 


X 


xO\  =  -  —  X; 
•2 


lus  «,  6,  c  des  angles  que  fait  la  verticale  OV  avec  les  axes  Oxyz 
ic 

a  =  sinX,         /^  =  cosX,        c  =  o, 

me  a  sin^  —  b  cosi{/,  qui  figure  dans  l'intégrale  (4),  a  pour  valeur 

— -  cos(X  -h<]/). 


"«  -  ■* 


¥:;te  de>  ststembs. 


L    -     ■ 


^~T    -   ---n  --—     : '.-rnu^?  plus  haut  (i)  et  «  4'^>Bi  JoK 


•j  r  T   • 


1  .  t 


=  n  —  t!>  sia  ^5^0, 

-  1 M  -r/  co«  r  À  -!-  'î' )  -4-  /i, 


F 


.  :*:s:-j-*iiro  t\e  la  rotation  da  b>rt. 
-    ->  .luron*.  pour  (lë terni iner  <».  r^fu- 


K  ,    — 


^  *  t  -  =  — -  ^M  Wcos(X  -h  ^)-^f^ 


—  ^  .  r  ^  . 


î::-      .   * 


' .  ^ 


1  -z^\r  E  quf  fait  Taxe  OZ  du  •\TWOip' 
i:    :    upi»'   positivement  de  Ox^ersOr. 


•J\    = A, 


■-'  -  .  •/  —  r«  iX    —  •!. )  î- 


V     -^      3=  -     -  :  ..  f.n    E  — 


•iMj?'/  cosE  -h/: 


1.1  <ii 


. -^ 


"■■\-.  *    ■. .: 


:v.  "   -.  pir  un  nouveau  changement  de  l'ori- 
:  :^-  À  i'r^{ujtion  du  mouvement  d*un  peihlulc 

.  -  h  -   !i   position  d'équilibre  de  Taw.  >oi* 

fft£ 

'.  -^  \  'i.eur>  do  E  qui  annulent  -j-r  »  c'e*l-i-dirf 


:i  Ji  .nnsi 


;   *   K  —  V    —  M  ci  sin  E  =  o, 

•  -  ■•  - 1    —    _      _^^__^___^_______ , 


«  »ii  a  .r:>    1  .;-.'.^'     F  %;::;  : \  :  .uoo  Li  xorlioalo  l'a^e  du  tore  apré*  qu*!*!*** 
1'*.  ill.îî-    -^^  .•  '  ;  îr:  ;'*.    '.  -.■.wr    :■:  I.i  diroclion  dèfînio  par  col  ani:le. 
''.'inir.      .     ■-:   ::.^  ;    :.:.  1-  ^"^u.»   du  ilonominateur  est   celui  de  M ^/. 

t 

■  ■*'-j-'i!:i  -  .  :j:^^K  o^:  •:  vv;  -lu  si^uo  do  — /i;  si  n  est  positif,  c'ert- 
.i-li:.  *  *n  t  vv*  :  .:::•.  ^^^îî•>  K*  ^.:'.i<  p^^sitif  autour  de  Taxe  OG,  la  dé*it- 
t. .'11  ^^-  i".i.:  \ .  v^  \-  ^.i  :.  ^-.iv  V.  l'^i  nf^.iiif:  si  n  est  négatif,  elle  se  fait  «er* 
!■    n  -r.;.   «':i   \     t    •  :.-.  .\  x:!^-.-.-  .lo  roi.ition  en  valeur  absolue  êgilf.  » 

•  i'  vijii..-îi  .  -!  p!-.i<  ^l'.in  io  «ui-i:^^  '<  csl  nô;:atif. 
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VI.  -  SYSTÈMES  NON  HOLONOMES. 

462.  Forme  des  équations  de  liaison  dans  les  systèmes  non 
holonomes.  —  Nous  avons  déjà  dit  qu'un  système  est  appelé  non 
holonome  quand  cerlainps  des  liaisons  qui  lui  sont  imposées  ne 
peuvent  pas  être  exprimées  en  termes  finis,  mais  se  traduisent 
analyliqucment  par  des  relations  différentielles.  Tels  sont  le  cer- 
ceau, la  bicvclelte. 

Ce  fait  se  présente  toutes  les  fois  qu'un  corps  solide  est  assu- 
jetti à  rouler  et  à  pivoter  sur  une  surface  fixe.  En  effet,  la  posi- 
tion d'un  corps  solide  enlièrement  libre  dépend  de  six  coordonnées 
qui  sont,  par  exemple,  les  trois  coordonnées  du  centre  de  gravité 
et  les  trois  angles  d'Euler.  Pour  exprimer  que  le  corps  roule  et 
pivole  sur  une  surface  fixe,  il  faut  écrire  que  la  vitesse  de  la 
molécule  au  contact  est  nulle.  Or,  en  appelant  q^ ,  q>i^  ^3,  ^4,  ^5, 
^8  les  six  coordonnées,  cette  condition  s'exprime  par  des  rela- 
tions de  la  forme 

Ai  dqi  -4-  Aj  dqi  -h . .  .  -h  Ae  dq^  =  o^ 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  y,  ^1,  y^,  ...,  q^^  mais 
dont  le  premier  membre  n^ est  pas,  en  général,  une  différen- 
tielle exacte  y  et  n^  admet  pas  de  facteur  intégrant, 

I^a  liaison  imposée  au  corps  ne  peut  donc  pas  s'exprimer  par 
des  relations  en  termes  finis  entre  les  coordonnées.  De  là  ré- 
siillenl,  pour  l'application  des  théorèmes  de  la  Mécanique  analy- 
tique, des  difficultés  particulières  dont  la  plus  saillante  est  que 
le-^  équations  de  Lagrange  ne  peuvent  pas  être  appliquées  quand 
on  tient  coniple  de  ces  liaisons  exceptionnelles  pour  modifier 
l'expression  de  la  force  vive  2 T. 

Les  difficultés  résultant,  à  ce  point  de  vue,  de  ce  genre  de  liai- 
sons ont  été  signalées  et  étudiées  par  M.  C.  Neumann  [Grundzilge 
der  Analytischen  Mechanik  {Derichte  der  kônigL  sâchs, 
Geseiischafft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  1888,  p.  Ss)]; 
par  M.  Vierkandt  [  Uebcr  gleitende  und  rollende  Bewegung 
{Monatsiieft  fiir  Matliematikund  Physik,  i,  III,  1892)];  par 
M.  Hadamard  \^Sur  les  mouvements  de  roulement  {Société  des 
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Sciences  de  Bordeaux,  iSpS)];  par  M.  Carvallo  dans  un  Mémoire 
inséré  au  Journal  de  U Ecole  Polytechnique,  en  1900,  el  par 
M.  Kortewcg  {Nieuiv  Archief,  1899). 

Premier  exemple.  —  Prenons,  par  exemple,  une  sphère  homo- 
gène de  rayon  a  assujetlîe  à  rouler  sur  un  plan  fixe.  Prenoos 
comme  axes  fixes  deux  axes  OÇ,  Oti  dans  le  plan  el  un  axe  per- 
pendiculaire OÇ  du  c(^té  où  se  trouve  la  sphère  :  soient  ;,  TpIJIc* 
coordonnées  du  cenlre  G  de  la  sphère  par  rapport  à  ces  aies 
(■Ç  =  flr).  Menons  par  G  trois  axes  GiX^y^Z\  parallèles  aux  a\es 
O^T.xJ,  et  appelons  /?|,  ry,,  /|  les  composantes  de  la  rotation 
instantanée  de  la  sphère  suivant  ces  axes.  En  écrivant  que  le 
point  de  la  sphère  qui  est  au  contact  a  une  vitesse  nulle,  on  a 

.  d\  dr^  d:, 

(  •  ;  -,,  -  or/,  r-.  o,     ;7^  +  ^yi  -  o,     ^^^-  --  o. 

D'ailleurs  0,  cp,  'J>  étant  les  angles  d'Euler  d'un  système  iFaxei 
Gxyz  lié  à  la  sphère  par  rapport  aux  axes  Gxiyt  w|,  on  a,  iraprès 
(les  formules  faciles  à  établir  (n°  382) 

i   p\  =  0'  co>'}j  -  -  o'  sinO  siii^, 
I  '1  )  .     '    q i  =  d'  >'in  'l  —  ^'  sin  0  eus  «i, 

(    n  —  6'-}-  o'  cosQ, 

où  9',  cp',  'V  sont  les  dérivées  -r-»  y-9  ^-  Les  relations  (i)  expri- 
mant que  le  déplacement  réel  est  un  roulement  s'écrivent  alors 

i  dz  —  n  ^in  6  d(i  -+-  a  sin  6  cos'i»  dr:>  =  o, 

(  3  )  '  '  .        . 

/  dr^  -\-  a  cos'^  fl^O  -h  <7  sin6  sin  ^  d^  —  o. 

Les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  sont, 

de  même,  caractérisés  par 

10;  —  a  sin  6  oO  -f-  a  sin  6  cos^J;  8?p  =  o, 
or^  ^-  a  cosO  oO  -h  a  sinO  sin  ^}/oo  =  o. 

La  coordonnée  ^  étant  constante,  la  position  du  sj-slème  dépend 
des  cinq  paramètres  ;,  7^,  0,  '^,  'j/  liés  par  les  relations  (4)  dont  les 
premiers  membres  ne  sont  pas  des  différentielles  totales 
exactes  et  ne  peuvent  pas  être  intégrés.  Le  sjsiùnie  est  à  trois 
degrés  de  liberté,  car  oO,  O'^,  0^  restent  arbitraires,  o^,  or^  étant 
déterminés  par  les  relations  (4). 
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Deuxième  exemple;  cerceau,  —  Considérons  un  cerceau  de 
rayon  a  assujetti  à  rouler  et  à  pivoter  sur  un  plan  horizontal  fixe  II 
comme  au  n°  412. 

Prenons  deux  axes  fixes  0$,  Otj  dans  ce  plan  et  un  axe  fixe  OÇ 
vertical  ascendant.  Appelons  $,  ti,  Ç  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  G  du  cerceau  par  rapport  à  ces  axes,  6,  cp,  «^  les  angles 
d'Eulcr  définis  au  n°  412  et  déterminant  la  position  du  cerceau 
par  rapport  aux  axes  Q%X\y\Z^  parallèles  aux  axes  fixes  O^tiJJ.  La 
vitesse  V  du  centre  de  gravité  G  a  pour  projections  sur  les  axes 
fixes  0$r,]^  et,  par  suite,  sur  les  axes  parallèles  ÇfX\y^  z^ 

D'autre  pari,  le  point  de  contact  H  du  cerceau  avec  le  plan  II 
(yî^.  i\\)  a  pour  coordonnées,  par  rapport  aux  axes  Gix^y^z^^ 

(5)        .ï4 1=:  a  COS0  sin^,         y\  —  —  acos6cos<}/,         -31  =  —  asin6. 

Pour  exprimer  que  le  cerceau  roule  et  pivote  sur  le  plan  II,  il 
faut  écrire  que  la  vitesse  du  point  matériel  placé  en  H  est  nulle. 
Appelons/?!,  ^,,  i\  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  o> 
du  cerceau  suivant  les  axes  Çfx^y^  Z\  et  remarquons  que  la  vitesse 
iSix  point  matériel  placé  en  H  est  la  résultante  de  la  vitesse  due  à 
renlraînement  des  axes  GjC|J>'|5|  et  de  la  vitesse  due  à  la  rota- 
lion  to  autour  de  G  :  nous  aurons  donc,  en  écrivant  que  les  trois 
projections  de  la  vitesse  du  point  matériel  H  sont  nulles, 

d\ 

^^  -+-7I-I  -'171  ^o» 


(6)  <    jt'^     -+-/iJ^1  —  /?!-!=  o, 


dt 
dl 


D'après  les  expressions  ci-dessus  (2)  de  /?i,  y,,  /'i  et  les  va- 
!eu  rs  (5)  de  Xs^  y^,  z^^  on  voit  que  les  conditions  précédentes  (6) 
Jonnent,  à  la  suite  de  réductions  évidentes, 

/  d\  —  a  sin  •!/  sin  0  <:/0  h-  a  cos^j/  cosO  d')^  -h  a  cos<{^  do  =  o, 
—  y  /  df^  -r-  a  c«)s  'l  sin  0  d^i  -f-  a  sin  «i/  cos 0  d"^  -h  a  sin  '^  dr^  =0, 

dZ.  —  a  cosO  ^0  =  o. 


',r\0  D  I  >  \  M  1 4  L  E    D  E  S    «  ¥  à  T  È  M  E  S . 

Oj;s  K'AalloTïè  f:\pnnienl  que  le  (iéplacemenl  réel  est  un  roule- 
riif.ïtl, 

Df:  mrmf.  f'Tï  exprimant  que  leâ  tiépIacemeDls  virtuels  compa- 
(il>!f;^  ;i\f:c  les  li;ii-)ons  ÀunltJes  roulements  du  cerccuu  surleplao. 
•  >ri  a,  pour  Ir:^  rliffrrenlielltrs  o;,  5/.,  o^.  o^.  03,  oi  déCnissant  ce> 
(l/'|il^cenH*riN.  les  /-quationi  de  condition 


•      •  •  •  •     » 

La  dernière  des  relations  ('->  ou  (8)  équivaut  à  la  relation  en 

ternies  fiiii> 

;  =  ^>inO 

qui  f,st  ('\iderite  i^éomélriquement  si  l'on  évalue  la  distance  l^Ju 
point  i'i  au  plan  II;  mais  les  deux  premières  rclalions  (^1  ne 
peuvent  p;is  être  inlé«^rées  et  écrites  sous  ionne  finie.  On  voit 
donc  rpie  le  svsi/me  con>idéré  n*est  pas  holonoine  :  c*est  un  s\^ 
liîuie  à  trois  d<**:rés  de  lih<*r(é,  car  le  déplacement  virtuelle  plu* 
«général  roinpalible  avec  les  liaisons  s'obtient  en  donnant  à  o4, 
0'^,  0!;  (lc>  \îi leurs  arbitraires^  0;,  or,,  0^  sont  ensuite  détermina» 
par  les  relations  (S). 

i(>3.  Emploi  des  équations  de  Lagrange  combiné  avec  la  né- 
thode  des  multiplicateurs.  —  Imaginons,  en  général,  un  s\slt*iuc 
iir»>ujeUi  d'abord  ù  des  liaisons  exprimables  par  des  reltiiions 
m  1er /nés  finis  entre  les  coordonnées  des  divers  points.  Soit, 
en  tenant  (:oin|)te  de  ces  liaisons,  /r  le  nombre  des  paramètres  in* 
d<''|)en(lanls  y,,  z/^,  ...,  7a  q^'i  Hxent  la  position  du  svstème.  On 
aura,  pour  l(>s  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  svstème,  en 
siip|)osanl  les  liaisons  indépendantes  du  tenq)s, 

On  obtient  un  déplacement  virtuel  compatible  avec  ces  liaison» 
eu  faisant  \arier  //,,  //j,  ...,7/1  dcoyi,o//2,  ...,  â/4.  L^équalîon 
générale  de  la  Dvnamicpie  prenJ  alors  la  forme  (n^    III) 

MO.)         (  1*1  —  <,»i  )  07,  --  (  l*j  —  (>îi;  07s  — . . .  -r  (l\  —  Qit)  O^it  =  o. 
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"^        Ctt\dq'^)         dq^' 

n'y  a  pas  d'aulres  liaisons,  les  o<7i,  2<jro,  . . .,  hq^  sont  arbi- 
s,  et  l'équation  (lo)  fournit  A"  équations  qui  sont  les  équa- 
de  Lagrange. 

Is  supposons  mainlenanl  qu'on  ajoute  aux  liaisons  précé- 
5  de  nouvelles  liaisons  indépendantes  du  temps,  exprimables 
s  relations  dijjérentielles  non  inlégrables  entre  les para^ 
s  q\i  f/ii  '-••)  7a-  Pour  un  déplacement  virtuel  compalibie 
es  liaisons,  on  aura 


( 


A ,  0^1  -h  As  c<72  -4  .  .  .  -h  Aa  oijn  =  o, 
B|  o</i  H-  \^l  <i(f^  -^  . . .  ^  Bx  o</>i  =  o, 
j 


premiers  membres  ne  sont  pas  des  différentielles  exactes 
dmettent  pas  de  combinaisons  intégrables, 
is  ces  conditions,  l'équation  (eo)  devra  avoir  lieu  pour  tous 
placements  o</,,  Of^o»  •••?  ^^/A  vérifiant  ces  conditions  (i  i). 
|uations  du  mouvement  sonl  alors,  d'après  la  méthode  des 
licaleurs  de  Lagrange, 

11*1  ~  Q 1  -h  X 1 A 1  -T-  X 2  B I  — ^ . . .  -f-  A,,  L] , 
W  =  Q2  -+-  À,  \j  -+-  Aj  Bj  -  . .  .  -  If,  L,, 
? 

at  rexpression  ci-dessus.  Ces  équations  jointes  aux  p  é(|ua- 

/   A ,  (if/i  -+-  A  2  df/2  —  ...  -r-  A  A  dq/,  =  o, 
1    B I  ^/</i  -f-  B*  dq^  ^  .  .  .  -  B /  dq/,  —  o, 


'    Li  dq ,  -f-  L2  ^/</  2  -t-  .  .  .  -f-  La  dqk  =  o, 


priment  que  le  déplacement  réel  est  compatible   avec   les 

s,  détei minent  Yn  ^J ii  •••?  7a  ^l  ^^i?  '^2)  ••••»  '^a»' 

e   mélliode  a    été  employée   par    Uouth  [yldvanced  rigid 

nies,  p.  i32)  el  par  Vierkandt  (/oc.  cit.,  p.  4'j-^^)' 


^(.      :^=5nu!zzili:s>    ^  li 

« 

-.    ,-:;..•■        •.  ?:jiiit-    u-     T-i-=n-  .1.-  }«i-    «  '  Uîs- HâiùLji- 

i.riii.f'     -,..-..,,,.      —i     --     411.       ^, —     •^iâ.llm::-  IHUT    UûîVT 

,  f  ■  . 


r  ^ 

t  ^ 

« 

1/. 

— 

ad    . 
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•<  .    - 

^^ 

m.'  1 
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"-.v    '^^    *;:  ;*.•<:-    ^r  —  *-  —  r . 


\ 
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j      ^  t  _  —    -  j   •'  '  ;  —  -     -  *""  -*  1    -'#  f  - 
■  î  -ri       -  •  -        •«•/•- 


/  i  //i^fifi»'::.:!'.»  '.y  -  v/^ oy .  i-jDl  arbilnîres.  PorUnl  ces  v*- 

i'r-ir  •.  'J<:  'y/.   ',    .  ^r  'J^sns  i''-qtidii<jQ  séuérale  de  la   Dynamique. 
o.i   *AiU*:tti    nu*:    r<:Jatiorj    «Jdn?  laquelle   les  coefficients   de  o^i* 


'    /  r    K'.'ti.utf  /^:t   mou^enitnti   :U  roulement  en  Dynamique   (CoUectioa 
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o^.j,  ...,  oy,/  doivent  être   nuls,  et  Ton   a  ainsi   les   équations    du 
mouvement  (n"  133)  : 

(  (a  =  I,  2,   ...,  /i), 

oïl  nous  désignerons  les  deuxièmes  membres  par  Qa. 

D'ailleurs,  le  déplacement  réel  étant  actuellement   compatible 
avec  les  liaisons,  on  a,  d'après  (  i4)^ 

dx  —  ai  dr/i  -+-  cii  dq^  h-  .  .  .  -f-  a,|  dq^^ 


ou,  en  adoptant  la  notation  de  Lagrange  pour  les  dérivées, 


/ 

t 


X  —  a^q^  -|-aîyj-f-...-+-  ««7,, 
JK'=  biq\  H-  b^(i\-\-,  ..-h  bnq',n 

z'  =  Cl  q\  -H  Cj  y;  H-  ...  -4-  c„  q',^ . 

Essayons  de  suivre,  sur  la  première  des  équations  (i5),  la  mé- 
thode qui  conduit  aux  équations  de  Lagrange.  Nous  supposerons, 
pour  simplifier,  que  les  coefficients  ^r^ ,  6, ,  C| ,  .  . . ,  a^i  O^t  c^,  •  . ., 
a„,  ù„,  c„  dépendent  uniquement  de  yi,  q*,  ...,  q„.  On  peut 
écrire  \.i  première  équation  (i5)  (a  =  i)  : 

(ir,j  ^^^,n{aix'-^-bty-^-Ciz')—  H»  =  Q,, 

où  R,  désigne  la  quantité 


..,=2 


,dai  ,dhi  ,dci 

^        dt        -^     dt  dt 


Ur  a,,  0,,  Ci   étant  évidemment  eo:aux  a  — -r  >  v-r»  t—  le   |)re- 

"       "      '  ^  Oq\     ôq\     ôq^  ' 

mier  lerme  de  Téquation  (i())  est 


d^f  01 
dt 


^  ) 


> 


comme  dans  les  équations  de  Lagrange;  mais  le  deuxième  R,  n'est 
A.,  H.  24 
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la  forme  (r une  différentielle   totale  suivie  d^une  expression 
diffévenlielle  ne  contenant  pas  q^. 

Par  exemple,  dans  le  mouvemenl  du  cerceau,  Féqualion  <Ji* 
Lagrange  peut  être  appliquée  au  paramètre  6,  comme  l'a  déjà 
remarqué  Ferrers  {Quarterly  Journal  of  Mathemaiics,  1871- 
1873).  En  efl'et,  la  position  du  cerceau  autour  de  son  centre  de 
gravité  G  élanl  définie  par  les  valeurs  des  angles  6,  :5,  i.  Jfs 
coordonnées  ^,,j'i,  z^  d'un  point  du  cerceau  par  rapport  aux 
axes  G^i  ri  ^1  sont  des  fonctions  de  6,  ?p,  i 

^1  ^-  /(O,  çï,  ^).       yx  =  /i(0.  o,  ^)       zi  ^  /,( 0,  ç,  ^  ). 

Les  coordonnées  absolues  x^  y^  3  du  même  point  par  rap|>ort 
aux  axes  fixes  Oçr,  ÎJ  sont  de  la  forme 

y  --  ^. -^/i(0,  G,  ^), 

imprimons  au  système  un  déplacement  virtuel  compalil>ie  a\ec 
les  liaisons,  nous  aurons 

OJ-=o;-+-o/,  0^  =  or, -+-0/,,         05  =  0;— y/j, 

où  il  faut  remplacer  0;,  or,,  o!J  par  leurs  valeurs  (8)  ;  mais  on\oit 
immédiatement  que  ces  valeurs  s'écrivent  : 

0;  =  o(  —  rt  sin6  cosO)  —  a  cost}*  00, 
or,  =  0(  rt  eos^{/  cosO;    -  «  sin»}/  o», 
oï  =  o(a  sinO). 

On  a  donc  enfin  pour  ox,  or,  Ow  les  expressions  suivantes  : 

o.r  —  o(  —  a  sin^  cos  0  -^  /)  —  a  cost}*  09» 
or  —  o(  rt  cos^  cosO  -f-  y*i  )  —  a  sin^*  00, 
03  =  0  (  a  sin  0  -h  ^j  ), 

([ui  sont  bien  de  la  forme  (20").  En  eifel,  nous  avons  actuellement 
trois  variations  arbitraires  oO,  o'^,  oi  et  nous  vexons  que  ojr.  or, 
03  peuvent  se  mettre  cbacun  sous  la  forme  d'une  différentielle 
totale  svxWxcd' une  expression  différentielle  ne  contenant  pas  ft. 
On  pourra  donc  écrire  l'équation  de  Lagrange  relative  au  pan- 
mètre  0. 
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Lii  force  vive  du  cerceau  est,  en  prenant  la  niasse  dn  cerceau 
|>our  unité,  et  employant  les  notations  du  n°  412, 

on,  comme  //  =  —  «/•,  ç  z=  o^  iv  =  ap, 

on  pourrait  écrire  cette  expression  a  priori  en  remarquant  que 
lit  vitesse  de  la  molécule  H  au  contact  étant  nulle,  les  vitesses  des 
divers  points  du  cerceau  sont  les  mômes  que  s'il  était  animé  de  la 
rolalion  to  autour  d'un  axe  passant  par  le  point  de  contact  H  :  il 
faudra  dans  cette  expression  de  2T  remplacer  />,  <y,  /•  par  leurs 
valeurs  (412), 

p  =  0',         </  =  6'  sinO,         r  =  ^'  cosO  -4-  '*»' ; 
cl'aulrc  pari,  il  existe  une  fonction  des  forces 

U  =  —  ^ï  =  —  fLfa  sin  0. 

Nous  venons  de  voir  que  Tune  des  équations  du  mouvement  du 
cerceau  est  l'équation  de  Lagranp^e  relative  à  0  : 


Comme  p  seul  contient  0',  on  a 


ô(y  ^(^-^^^)P'^ 


comme  y  et  /•  dépendent  de  0,  on  a 

1      =  Aryt^^'cosO— (G-hrt2),Mysine. 

On  u  ainsi  ré(|uation 

(  A  -+-  a^)  — A  (/^  cosO  -i-(  C  -h  a^)r^'  sinO  —  —  ga  cosÔ, 

Ce  c* 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  obtenue  en  éliminant  Z  entre 
la  troisième  des  équations  (())  et  la  première  des  équations  (7) 
du  n"  412. 

On  pourrait  adjoindre  à  cette  équation   l'équation   des  forces 
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vives 

puisque  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps;  mais  on  n^au- 
rait  pas  le  droit  d'écrire  les  équations  de  Lagrange  relative» 
à  C2  et  à  'L. 

46o.  Forme  générale  des  équations  du  mouvement  conyemnt 
à  tous  les  systèmes  holonomes  et  non  holonomes  (  *  ).  —  Iniaginoos 
un  système  assujetti  à  des  liaisons  telles  que,  pour  obtenir  le 
déplacement  virtuel  le  plus  général  compatible  avec  les  liaisons  à 
rinstant  l^  il  suffise  de  faire  subir  à  k  paramètres  ^i,  qt^  ".^gk 
des  variations  arbitraires  o^i,  8^2,  ...,  o^a-  Si  nous  appelons  alors 
X,  y,  z  Icî»  coordonnées  d'un  quelconque  des  points  du  système 
par  rapport  à  des  axes  fixes,  le  déplacement  virtuel  de  ce  pointa 
pour  projections  sur  les  axes  : 

(   o.r  =  rt|0<7i-+- ajO^,-f-. . .— a^o^A, 

(    fjZ   —  Cl  Oyi—  Cj  0^1 -f-.  .  .-H  Caô^a, 

où    0(7i,    oq^i    ••••.  S<7a  sont  arbitraires:  dans  ces  formules,  les 
coefficients  «i,  ^o,  .    -.  Q  peuvent  dépendre  du  temps  /,  des  para- 
mètres </,,  ^2»  •  •  î  qk^^  d'autres  paramètres  qk^\^  9*4.2^  •  •  •-.  qk^^ 
dont  les  variations  sont  liées  à  celles  de  q^^  q^^  ...,  qk  par  des  rela- 
tions de  la  forme 

^  1    ^<7A-^l  =  ?1  0^1-+-  PîO^î -+-...  4-  PaO^A, 

les  coefficients  ai,  a.j,  ...,  \k  dépendant  égalemenl  de  i  et  de 
l'ensemble  des  paramètres  q^y  q^^  ...,  qkt  ?*+i?  •••?  Çk^p-  Dans 
ces    conditions    le    déplacement    réel    du    système     pendant    le 


(  ')  Appkll,  Comptes  rendus,  7  août  1899;  Journal  de  Crelte,  l.  12!  ;  Jomrmai 
de  Jordan,  l.  VI,  1900. 
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temps  dt  est  défini  par  des  relations  de  la  forme 

I   dx  =  axdqx-\-  aidçf  -!-...-+-  a/cdg^-^  adt, 
(3)  ^  dy  =  bxdqi-^  b^dqx-^. .  .-\-bicdqk-^  bdt^ 

dz  —  Cidqi  -i-  Oj  dqt  -f- . . .  -h  c^-  dqk-h  c  dt, 


avec 


(4) 


dqk+i  =  a,  dqx-haidqt-^.    .-h  OLi^dqf,-^  x  df, 


dqk-^p  =lidqi-^'ki  dqx  -f- . . .  -i-  Xx-  dq/,  -r-  X  ^^ 

■ 

OÙ  les  coefficients  a/,  6/,  c/,  a/,  p/,  . . .,  A/  sont  les  mêmes  que  dans 
les  équations  (i)  et  (2).  Les  coefficients  a,  6,  c,  . . .,  a,  ^,  . . .,  X, 
multipliant  dt^  seront  nuls  si  les  liaisons  ne  dépendent  pas  du 
temps. 

On  peut  alors  obtenir  les  équations  du  mouvement  comme  il  suit. 

L'équation  générale  de  la  Dynamique,  déduite  du  principe  de 
d^ Alenibert  et  du  principe  du  travail  virtuel,  est 

où  x",  >',  z"  sont  les  dérivées  deuxièmes  des  coordonnées  par 
rapport  au  temps,  et  X,  Y,  Z  les  projections  d'une  quelconque 
des  forces  (n°  431). 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  déplacements  (  1  ) 
compatibles  avec  les  liaisons  :  elle  se  décompose  donc  dans 
les  /\  équations  suivantes  : 

lm(a:'a, -h^^i  -4- s'c,  )  =  X(Xrt,  -h  Y^,  -+- Zc,  ), 
I.m(x''ai-hy''bi-i'Z''Ci)  =  S(X  «, -^  Y^j -^  Zcj  ), 

f   ^mix^a^-^  ybk-^  z'ck)  =  I.{\(H-+-  Yb^-i-  Zck). 

Dans  ces  équations  les  deuxièmes  membres  se  calculent  comme 
dans  les  équations  de  Lagrange.  En  remplaçant  Sx,  Zy^  Zz  par 
leurs  valeurs  (1),  on  a,  pour  la  somme  des  travaux  virtuels  des 
forces  appliquées, 

ï(Xoa7  -h  \rjy-\-  7.^Z)  —  QiO^i-f-  QjOy^-f-.  .  . -r-  (^k^qk- 

Les  quantités  Q,,  Qo,  ...,  Qa  sont  les  deuxièmes  membres  des 

équations  (6) 

0,==  v(x«,-i-Y6,-Zc,), 
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IN)ur  calculer  les  premiers  membres,   divisons  par  dt  les  rela- 
tions (3),  délinissanl  le  déplacement  réel,  cl  désignons  parx',  v', 

^^'h^'li Va 'es  dérivées  totales  ^-,^,^,-^,-^,  '"*dt^ 

^lOlIS  aurons 

(7)  <  y  =  f^\<l\  —  b^q\-^-,..-\-hkq\-^  b, 

(   -' =  c,  7; -f-Cj^;~...-T-CA<7';t-T-r. 

Prenant  encore  une  fois  les  dérivées  totales  des  deux  membres 
j)ar  rapport  à  t^  on  a 

[x''=axq\-^cuq\^...-^akq'k^'    ., 

\  -"  =  Cl  <7';  -X-  C2  7  j  -r- . . .  -+-  ck  ql-^-     y 

où  les  lermes  non  écrits  ne  contiennent  pas  </", ,  ^7^,,  ...,  r/\.  Mais 
alors  on  a  évidemment 

Ox'  ,  Oy"  Oz' 

Oq^  Oq^  Oq, 


ôx"  ,  ôy"  Oz 


Oq^  Oq\  ôq 


j 


(\)) 


Les  équations  du  mouvement  s'écrivent  donc 

i  X,    /  .<^^''      j,oy      ,àz''\     .^ 


Considérons  maintenant  la  fonction 

OÙ  J  est  Taccéléralion  absolue  du  point  m  :  les  équations  (9)  du 
mouvement  prennent  la  forme 

^7,  (>7^  dqk 

On  \ oit  que,  pour  les  écrire,  il  suffit  de  calculer  la  seule  fonclion  S 
et  de  l'exprimer  de  façon  qu'elle  ne  contienne  plus  d^autres  dérivées 
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deuxièmes  que  celles  des  paramètres  ^,,  </2>  •••?  '/a  dont  les  varia- 
lions  sont  regardées  comme  arbitraires.  Il  peut  arriver  que  cette 
fonction  S,  calculée  en  fonction  de  <7i,  q^^  "•<,  qkjf.pi  contienne 
leurs  dérivées  premières  q\,  q'.,^  ...,  <jr^._^  et  leurs  dérivées 
deuxièmes  q"^^  q'!^^  ...,  ql^p\  les  relations  (4)  divisées  par  dt 
donnent  q'f^^^ ,  7a+2'  •••'  7a+o  ^"  fonction  linéaire  de  ^', ,  <7^,  ...,  q'/^^ 
et,  en  les  dérivant  par  rapport  au  temps,  on  obtient  de  même 
yl+ij  7a+jî  ^'h+p  ^"  fonction  linéaire  de  q\^  q\^  ...,  q\\  on  peut 
donc  toujours  faire  en  sorte  que  la  fonction  S  ne  contienne  plus 
d'autres  dérivées  deuxièmes  que  q\^  q\^  ...,  gr^  :  elle  contient 
d'ailleurs  ces  quantités  au  deuxième  degré.  Une  fois  la  fonction  S 
ainsi  préparée,  on  peut  écrire  les  équations  (lo).  Ces  équations 
jointes  aux  conditions  (4)  forment  un  système  de  k  -\- p  équations 
définissant  y,,  <yo,  ...,  qn+p  en  fonction  du  temps. 

Le  mouvement  est  donc  caractérisé  par  la  connaissance  de  la 
fonction  S  qu'on  appelle  (*)  Y  énergie  d^  accélération  du  système 
et  par  les  quantités  Qi,  Q2,  ...,  Qa  calculées  comme  dans  les 
équations  de  Lagrange. 

La  fonction  S  est  du  deuxième  degré  en  q\^  q\^  ...  q]^.  11  suffit 
évidemment  de  calculer  dans  S  les  termes  contenant  les  dérivées 
secondes  des  paramètres,  car  les  autres  ne  donnent  rien  quand  on 
prend  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  <jr'J,  7!,,  ...,  q]^. 

On  peut  remarquer,  d'après  les  formules  (7)  et  (8),  que  si  Ton 
forme  la  demi-force  vive 


^^'.^^^ni^x'^^y^^-^z'^), 


les  coefficients  des  termes  du  deuxième  degré  en  y',,  ^!,,  ...,  q\ 
dans  T  sont  identiques  aux  coefficients  des  termes  du  deuxième 
degré  en  q\^  q\^  ...,  q\  dans  S.  Dans  cette  fonction  S,  les  coeffi- 
cients des  termes  du  deuxième  degré  en  q\^  q".^^  ...,  q"^  dépendent 
des  paramètres  y,,  ^2?  •••'  Va+/>  et  du  temps;  ceux  des  termes  du 
premier  degré  en  q\y  q\,  ...,  q"f^  contiennent  en  outre,  au  second 
degré,  les  dérivées  premières  q\^  q\^  ...,  q\^p. 


{  '  )   Celte  (irnoiiiiiialion  u  élo  proposée  par  M.  A.  de  SaiiU-Geriiiain  {Comptes 
rendus,  l.  C\\\  ). 
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466.  Exemples  :  PftEM lÊtE  applicatio?^.  —  Mouc^memt  piam  tt'mm  poÎM 
matérufl  en  coordonnées  polaires.  —  Si»i*-nl  r  e%,  h  Ur*  coonkiAure 
If^A^'iTtr  d'uD  poiot  ijT.yt  de  ma<-^e  m.  On  a 

En  appelant  P  la  comp^tsante  de  la  force  appliquée  \.  Y.  «aivaBl  la  pfi 
|»«'ndiculaire  au  ravon  vecteur  et  R  sa  composante,  suii'ant  le  ra}OBvr( 
teur.  on  voit  immédiatement  que  le  travail  virtuel 

\  sj-  —  Y  cv 

de  la  force  er»t 

Vr  ce  -^  R  or. 

I^-^  équations  du  mouvement  sont  donc 

ou 

mriiM'—'ir'H')  =  Pr,  /w(r''— rrv»=  R. 

Remarque.  —  Dans  S.  la  quantité 

e*»t,  au  facteur/*  prés,  la  dérivée  de  r'^'.  Introduisons  alors,  à  la  place  d 
un  paramétre  X  dont  la  variation  réelle  est  définie  par 

(Vh  =  /•»  ^0 
et  la  variation  virtuelle  par 

o>.  =  /•'  o6. 
Nous  aurons 

>/^  r-h\         }/=/•( r 0' -4- 9. r  6'); 
dogr 


S=^[(r'-/-0'')«^^>,'»], 


P    ^ 

X  oj-  -^  Y  OK  =  —  oX  -}-  R  or» 
•^         r 

et  les  équations  du  mouvement  s'écrivent 

la  seconde  est 

m  l'  =  Vr, 

Si  P  est  nul,  )/  est  constant,  ce  qui  donne  le  théorème  des  aires. 
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Deuxième  application.  —  Solide  mobile  autour  d*un  point  fixe,  — 
Prenons  un  corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  O  et  calculons 
rénerj;ie  d'accélération  S,  en  rapportant  le  mouvement  à  un  système 
«Faxes  O,  x,  y^  z  mobiles  à  la  fois  dans  le  corps  et  dans  l'espace.  Appe- 
lons Q  la  rotation  instantanée  du  trièdre  Oxyz  et  P,  Q,  R  ses  compo- 
santes suivant  les  axes,  w  la  rotation  du  corps  et/?,  g,  r  ses  composantes. 
Une  molécule  m  du  corps  de  coordonnées  x,  y,  z  possède  une  vitesse 
absolue  V  de  projections 

Vgz^  gz    -  ry^         

Celte  molécule  possède  une  accélération  absolue  J  ayant  pour  projec- 
tions 

comme  il  résulte  de  ce  que  J  est  la  vitesse  absolue  du  point  de  coordonnées 
*'.rT  ^'.>.  *\=-  On  a,  en  appelant  p\  g\  r'  les  dérivées  de  /?,  y,  r  par  rapport 
au  temps, 

dv  r  dz  dy  ,  , 

-dT  =  "t  ^dt  - '' Tt  ^ '-'' -  y 

djT     dv     d  " 
<^>r,  —  ,  —  ,  -T^,  projections  de  la  vitesse  relative  de  la  molécule,  par 

rapport  aux  axes  O,  ar,  jk,  ^,  sont 

~  r=qz  —  ry  —  {^z  —  V.y), 

car  la  vitesse  relative  est  la  différence  géométrique  entre  la  vitesse  absolue 
et  la  ^itesse  d'entraînement.  D'après  cela,  on  a  l'expression  suivante  de  J.r 
que  nous  ordonnons  par  rapport  à  a",  ^,  z\ 

^^^  \   J^^_a:(^2--rî)-hjf^(/>-P)--/>Q-r'] 

''^  /  -^z\r{p^V)-^p^-^g'\ 

On  a  <!<•  mènie  Jy  et  J-  et  enfin 

î.e  calcul  de  cette  somme  se  fait  alors  aisément.  On  voit  que,  dans  le  ré- 
sultat, fissureront  les  quantités  Ima-*,  "Lmy^^  Smxî',  ^myz^  yimzx, 
1  ntjry,  faciles  à  exprimer  à  l'aide  <Ies  coefficients  A,  B,  G,  D,  E,  F  de 
r«niipsoï«le  d'inertie,  relatif  au  point  O,  rapporté  aux  axes  O,  x,  y,  z. 

Pour  simplifier  nous  écrirons  ici  cette  somme  en  supposant  que  les 
a>.«'S  O,  J-,  y,  -  sont  des  axes  principaux  d'inertie  au  point  O,  et  appe- 
lant A,   B,  C  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  ces   axes;  nous   avons 


1    !■    i-   -•  ■"!  il     f  i  :  ■  ':-nit--  "\   j      :  .   -  ■ 


-  -    \:  -  —  -  ;  -  —  :  '  -  —  ■.     •  :  —  E     /  -  —  V    r«;»  —  y  R  ;/> 
■:  —    \     J'.-  —    .    /"■— r*"»''"  —    ... 


t.  ;  .  :'      ' .    .'  £  *    :•  •    —  -  •  •  !•  ■!.-  :•  iiiaii*   iX'***-  tii«>bil«f^  tr"**  j\f»*  im'aria- 

'?'-^'*       '.    il    ■    ".-     "       II-:  iM.i'   iv—  rr  ■trï' .ivr*  pna«.'ip«iu:&  J  iiktIh?. 

^-     :-   »  i  •     i-    * 

Î--  —  T.  '•  —  7.  B  =  r, 

-  =  \  r  -—  E  ;  -— ■    '  - 

—  i     -  —  £    /  '.    ~  ■    ^  —  ''-   '"?*!  ~  -   B  —  ^  P'I'^ — 

V     •      1-   L,    ^[     N    ■—  -«  Ti  ii'"r    :••-  ai-  oit-a»'*  -ir"»  t..r''r-*  jp|:tlitfUfrr^  |vir 

^         ^         ^ 

'  fi.    T  -i  "1. 'T' t.r-T   :■  :i"  ..  : \  1'  :».r-r  r-'am-r  Ir  «ïiirp-»  4att*ur  •]«?>  av? 
:•   .  •  .  »  "il  ■  1    •   :   :  i-  _•  '.•'  i  »  m*  l«  *.  ti-  ti  Lariii[ai»*nt  ^••î^îd**.  Ni»u*ftT«ttt? 
.   ."  i   • .   -:-   '        '     ■    :■—  ^  »    lu-rr--  ^  .  ^^ y,,  i  »a  j.  •!  uof^  part. 

L   \  1..-  —  \  -.■■■  —  7.-.Z    =  L  ^/  —  M  vx  —  \  ^*  : 

I 

—   « .  —  B    JL  #  /  '  —    \  —  • .    '  '   i-^  '  —    B  —  A  I À  '  u'  '#  '  — . 

.   ;•--  r-r.ii'  -?  u-  n  -■:ri''-  iir  «•■■[irir^natfnt   p^-?  À\  \l\  •/.  L*r>  êquatÎMQ«  Ja 

■il-   i\'-ii*'-ri'  "•.'îir  .i    n* 

—  -  I..  ^  -  M.  —  =  \. 

'.  '.'JL  'fi 

f,.i  priTiii'  r«'.  |ir  'V'-nijI'-.  -*  '••.'rit 

V>  _    ti  —  B    X  /^  L: 

■ 

-1  .»|.r»--  [»■-  >,i|i  'ir*  'l'-  p.  y.  /*.  •;  r?-'-!  prrci*#'iiii'nt  une  «lo>  équations  d'Euier. 

f.'jrpi  fit-:  rri^'.'luti'tn  r»t.tsp''n*iu  p'ir  un  p*jint  O  d^  son  aure.  —  .MenoR« 
j.ir  •»  un  .i\»"  h\r  «  '  jj  r-r  prr-ii.iii'^.  c*inimt'  au  n"  4*M)  Kji/e*  ai4  ),  p«iur 
■4\':  1*^1  .i\>'  «l(*  rtr\<>|iiti<in.  p'>ur.i\t;  Ox  ta  p^Tpen^liculaire  au  plan  ^0«|, 
r-r   polir  ;i\'>  «  •  v   It  prTpr.'Uilii.'uljtro  au  plau  jrO j.  Quan«l  la  p«*MtMin  do 
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Irièdre  Oxyz  ol  connue,  pour  avoir  celle  du  corps,  il  suffit  de  connaître 
ran«;lo  o  que  fait  avec  Ox  un  rayon  issu  de  O  et  invariabltînient  lié  au 
corps  dans  le  plan  des  xy  :  la  dérivée  ç'  de  cet  angle,  par  rapport  au  temps, 
représente  la  rotation  propre  du  corps  autour  de  O^.  La  rotation  w  du 
corps  e>t  alors  la  résujtante  de  la  rotation  12  du  trièdre  et  de  la  rotation  o'. 
On  a  donc 

/>-»',         7  =  Q.         /•  =  K  -r-  o'. 

La  fonction  S,  définie  par  l'expression  (i3),  devient  alors,  puisque  A  =  J^  : 

(i4)       2S  =  A(/?'î-+-7'*)-hC/«4-9.(AR  — Gr)(/><7'— 7/?')-.... 

Soient  encore  o/,  oa,  ov  les  anp:les  élémentaires  dont  il  faut  faire  tourner 
le  corps  autour  des  axes  Ojt,  O^',  O;;  pour  l'amener  d'une  position  à  une 
position  voi>ine,  et  L,  M,  N,  les  moments  des  forces  par  rapport  aux  axes 
Ojt,  K,  z,  <•»  a,  comme  \)\ii^  haut, 


/•'  r--  V* 


et  les  (-(jualions  du  mouvement  sont 

t>S    _  I  ^^^    _  M  '^^    _   V. 

c'e>l-à-dire,  |)uis(jue  la  composante  H  d(;  la  rotation  i2  ne  dépend  pas  de  /", 

A//   -  (AU  — C/)7  ^  L, 
Ar/  --(AH  — G /•;/>  =  M. 

c  /  '  ^  ^ . 

<  )ii  relr»»uve  ainsi  les  «'-quations  (6i)  du  n"  400. 

467.  Théorème  analogie  au  théorème  de  Kœnig.  Application 
au  cerceau.  —  Soient,  dans  un  système,  x^y^  z  les  coordonnées 
absolues  d'un  point  /;/,  ;,  r,,  X^  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité G,  et./-,,  j',,  :;,  les  coordonnées  relatives  du  même  point,  par 
lajjport  à  des  axes  G  j:,,  >,,  Z\^  parallèles  aux  axes  fixes  et  menés 
nar  G.  A|)pelons  Jy  Taccélération  absolue  du  point  G 

,1  ,   riiccélération  relative  du  point  /;i,  pai*  rapport  aux  axes  G,  X\^ 

r,,  -« 

iJési^nc^ns  enfin  par  M  la  masse  totale  du  svstème.  On   a 
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Calculons  alors  Y  énergie  d'accélération 
en  remarquant  que, 
étant  nuls,  on  a  aussi 


^mx\  =^niy\=^mz\  =  o; 


on  trouve 


ce  qu'on  peut  écrire 

S=  iMJJ-r-S,, 

en  appelant  S|   Téner^^ie  d'accélération  calculée  dans  le   mouve- 
ment relatif  autour  du  centre  de  gravité. 

On  a  ainsi  un  théorème  analogue  au  théorème  de  Kœnig  pour 
la  force  vive. 

lirprcntms  avtrc  ct^lte  nouvelle  méthode  le  problème  du  corceau  traite 
au  n"  41îî,  fij'ure  a^i,  avec  les  mêmes  iiotatii»iis. 

Prenons  la  masse  «lu  cerceau  pour  unité;  a|)pelons  Jq  raccélératiun  du 
point  G  et  Ji  raccélêrati<»n  relative  «Fun  point  //t  du  cerceau  par  rappuri 
à  des  axes  de  dirtM'tions  fixes  G  jti,  y\^  Zx  passant  par  G.  Kii  appliquant  l«' 
précédent  théorème  analogue  au  théorème  de  Kœnig,  un  a 

S=  ijJ-f-S,. 

\sK\  niou>ement  relatif  du  cerceau  autimr  du  point  G  est  lo  iiiouvemeot 
iTun  cor|)S  de  révolution  >u>pendu  par  un  point  de  son  a\e.  lin  appliquant 
à  re  niouvement  les  notations  du  numéro  précédent  on  a,  d*aprcs  ^14*, 

•2Si-=  A(y/*-r-y'*)-:-Gr'«-T-vs(:VK-Cr)(/?fy'— ^/i'>-T- 

11  reste  donc  à  calculer  JJ.  Pour  cela  appelons  «,  f,  w  les  projections  tir 
la  vitcïse  absolu*;  du  point  G  sur  les  axes  Gx,  G^,  G 5  :  pour  exprimer 
que  le  cerceau  roule,  il  faut  é'crire  que  le  point  matériel  du  ci.*n*eau  qui  »«- 
trouve  en  ctintact  avec  le  sol,  au  point  II,  a  une  vitesse  nulle.  Chi  a  ainsi 

(  I  j  )  u  -T-  ar  —  o,         V  =  o,         w  —  ay>  =  o. 
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Comme   la   rotation  instantanée  du  trièdre  Gxyz  est  12,  Taccélération 
absolue  du  point  G  a  pour  projections  sur  les  axes  Gx,  Gy,  Gz  : 

du 


,     -h  Ra  —  Pw^ 
dt 

—  ^P.-Qu, 

c'est-à-flire,  d'après  (i5), 

-a{r'-Qp),     _a(P^H-Rr),     a(/>'H-Qr), 
et  Von  a,  on  faisant  la  somme  des  carrés  et  remarquant  que  P  —  ^,  Q  ==  y, 

où  nous  n'écrivons  pas  les  termes  ne  contenant  pas  p',  q',  r'.  On  a  donc 
<Milin 

•>.S  =  (  A  -H  a«)  p'i-^  \q'^  -4-  (G  -i-  a^)r'^ 

-4-  2(\R  —  Cr)(pq'—qp')—jta^q(pr'—  rp')-^ 

Appelons  encore 

OÂ,       0{X,       07 

les  angles  infiniment  petits  dont  il  faul  faire  tourner  le  cerceau  autour  des 
axes  Gx,  Gy,  Gz  pour  l'amener  d'une  position  à  une  position  infiniment 
voisine.  Ces  quantités  sont  arbitraires  et  déterminent  complètement  le 
d»*placennînt  du  cerceau.  Nous  prendrons  X,  ji,  v  comme  paramètres  qi, 
7jî   •  •  • ,  7a  (^'  =  3),  et  nous  aurons  encore 

p'^-A",         y'=ix",         r'=v'. 

\<>us  pouvons  alors  écrire  les  premiers  membres  des  équations  du  mou- 
v«*nient  telles  que  (lo).  îl  reste  à  calculer  les  deuxièmes  membres.  Pour 
cela  il  faut  calculer  la  somme  des  travaux  des  forces  appliquées  : 

^  (  \  ox  -^  \  oy  -{-  Z  oz  ) 

ci  la  mettre  sous  la  forme 

I/oX  -f-M'ojji-i-IN'ov; 

I/,  M',  .\'  seront  les  deuxièmes  membres  des  équations.  Ces  quantités  ont 
une  ^ii,Mli^K•ation  simple.  Menons  par  le  point  de  contact  H  avec  le  sol  trois 
;ix«js  H  r',  H^',  Hz'  parallèliîs  aux  axes  Gr,  G  y,  Gz  :  L',  M',  N'  sont 
rt'^pectivernenl  les  sommes  des  moments  des  forces  appliquées  prises  par 
rapp<»rt  à  ces  nouveaux  axes.  En  elïet,  la  vitesse  <le  la  molécule  placée 
fil   H  élant  nulle  dans   un   iléplacement   compatible   avec   les  liaisons,  le 
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«Irphircnicnl  IiifiniiiM'iit  prlil  du  cercrau  «'Sl  Ir  <I«'*pIjirtMnt'iU  n'>«ltinl  ■i' 
trtM>  rotations  «'•Irinriitaiirs  oÀ,  o*x.  ov  autour  <lrs  axrs  Hr'  llv",  H:.*^"* 
(l('*|)Iac(Mii«Mit  (!<'  II:  i.'i>  qui  (li'uit»ntn*  la  |)ro|)n>itinn. 

Si  la  st'ulr   foret'  ap|)li«{u<''f  «*sl   I».*  poids  ^  appliqui*  on  G.  i»n  .ir^i*'''»* 

UltMlt 

L    —  —  A'a  00*0.  M'  =  o,         î\'  =  o. 

Lfs  c(|uations  «lu  iiiouvonient  sont  alors 


-T^.  —  —  -^/  cosO,  — -,  —  o,  -— ; 


c'e>l-à-(lin%  d'aprrs  la  vairur  de  S, 

(  A  -  rt'^  )  //'  —  (  A  1<  —  C  /•  )  7  —  ^/- <y  /•  —  —  A' «  <*«>> '>• 

A7  -^(  VK       C/)/>  -ro, 
(  C  -  -  a-  )  r  —  a* p*j  —  o, 

dont    K'>   deux    drrnirrt's   sont    idonlitjuos   aux   équatitins  dj)  cl  «h»'  «la 
w**  Wt  cl  la  promirre  à  r<'*qua(ion  <lo  Lapran^c  relalive  à  0  (  n"  46»». 

On  traitera  de  la  même  façon  le  problème  général  du  roultMiieol  tl'un 
eorp-*  pesant  de  rt'Volution  quelconque  sur  un  plan.  [  \'oir  Dt'velnppement* 
sur  une  forme  nouve//e  des  équations  tle  la  Dynam(f/ue,  par  M.  A|»jj«'H. 
{^Journal  de  Mathêmatit/ues  de  M.  Jordan,  t.  VI,  fasc.  i,  if^o.  p.  ii  ;. 

i()8.  Les   équations  du  mouvement  obtenues  en  cherchint  le 

minimum   d'une  fonction  du  second  degré.  —   Si  Ton  forme  Ij 

I  onction 

K  -.  S  —  (  o,  y  ;  H-  Qj^:  _K . . .  -h  Qa  7  a  » 

(|ui   contient  les  lettres  q'  au  deuxième   degré,   on   voil    que  le* 
é(|uations  du  mouvement  (ij)  peuvent  s'écrire 

,  ,  o\{  on  on 

(i<>)  -r-;:    -  o,  --,,—  0,  ....  _—_— ti. 

Ofj  i  Ofj .  Of/  X 

(>e  sont  les  é(|ualions  (|ue  Ion  aurait  à  écrire  pour  trouver  les  va 
leurs  tle^j,  y'^,  *"'7a  rendantll  minimum.  InverseinenI  les  valeur 
«les  f/'-  tirées  de  ces  équations  rendent  R  minimum,  car  les  lernif 
homogènes  du  d(;u\ième  degré  de  R  proviennent  de  S  el  consli 
tuent  une  forme  (juadratique  détinie  positive,  (^omme  les  valeiii 
des  f/"  déterminent  les  accélérations,  on  peut  interpréter  ce  résnl 
taten  disant  que  /<*s  valeurs  des  accélérations  à  chaque  instan 
rendent  II  mininnnn. 

Dans  cet  énoncé,  on  peut  remplacer  la    fonction  R  par  loul 
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autre  fonction  qui  en  diffère  seulement  par  des  termes  indépen- 
dants des  accélérations,  par  exemple  par  les  deux  fonctions  sui- 
vantes : 

Le  fait  c|ue  les  accélérations  rendent  cetle  dernière  fonclion 
minimum  est  une  conséquence  du  principe  de  la  moindre  con- 
trainte de  Gauss  sur  lequel  nous  reviendrons  à  la  lin  du  Chapitre 
suivant. 

4(51).  Sur  rimpossibilité  de  caractériser  un  système  non  holonome 
par  la  seule  fonction  T.  —  Quand  les  liaisons  d'un  système  sans  frotte- 
ment peuvent  être  exprimées  en  termes  finis  et  quand  on  emploie  des 
paramètres  qui  sont  de  véritables  coordimnées,  les  équations  de  [-.aj^range 
sont  applieables.  Supposons,  pour  simplifier,  qu'il  existe  une  fonction  de 
forces  L.  On  peut  alors  écrire  les  équations  du  mou>eiiient  dès  que  l'on 
Connaît  les  expressions  de  la  demi-force  vive  T  et  de  U  en  fonction  des 
paramètres  indépendants. 

Si,  au  contraire,  les  liaisons  ne  peuvent  pas  s'exprimer  tt>utes  par  des 
relations  en  termes  finis,  on  ne  peut  plus  appliquer  les  équations  de  La- 
jjîran^e;  pour  écrire  les  équali(ms  du   mouvement,  il  suffit  de  connaître  U 

et  réner«;ie  d'accélération  S=  -   ^//iJ-  ctmiposée  avec  les  accélérations 

comme  T  avec  les  vitesses.  Mais  cela  esl-il  nécessaire? 

Ne  pourrait-il  pas  exister  des  équations  du  mouvemenl,  plus  «générales 
que  crlles  «le  Lajjjrange,  applicables  à  tous  b's  cas  et  n'exij^eant,  pour  être 
écrites,  que  la  connaissance  des  deux  fonctions  T  et  U?  IS'ous  allons  mon- 
trer que  de  telles  équations  n'existent  pas.  l*our  cela,  nous  indiquerons 
deux  ^^stèmes  diUéreiits  dans  b'squels  les  fonctions  T  et  U  sont  identi- 
qiieiiH;nt  les  iiièmes  sans  que,  cependant,  les  équations  du  mouvement 
Soient  b's  mêmes. 

Premier  système.  —  Imaginons  un  solide  pesant  qui  remplisse  les  con- 
ditions suivantes  : 

1"  Le  s(dide  r'st  terminé  par  une  arête  vive  ayant  la  forme  d'un  cercle  K 
d«*  raNon  a\ 

>,''   Le  «'entre  de  gravité  (\  du  corps  est  situé  au  centre  du  cercle  K; 

î"  L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  ti  est  de  révolution 
autour  diî  la  perpendiculaire  (jZ  au  plan  du  cercle. 

Supposons  ensuite  quf  le  corps  solide  ainsi  constitué  soit  assujetti  à 
rouler  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal  fixe,  qu'il  touche  par  l'arête  cir- 
t.-ulairt*  K. 

A.,   II.  20 


•  _i»? 
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S"it.  i:"nini»r  au  n'  *ii.  <",  j.  U  v»*rti«.alf  a-^^rm'l jore  menée  j>ar  G;  pn- 
n-'Q?  <:i>aiiiu*  >i\f  i~tj-  la   pt^rpr^n'Hcul^irr*  ju  plan  zGzi  et  c«»iunie  axe  <î  v 
la  perpf^niiioulairr  au  plan  jrCtz.  Gx  e^C  al<^r>  uo**  h«>riz*>alale  du  plan  «lu 
•:»^rrl»*  K  r-t  G  y  une  lisne  «le  plu*  ::ran«j»r  p»*nle  «le  Cf  plan  ab«.»uti$<ant  au 
p<'int  par  Ir»ijur*l  Ir^   c»^rcle  t»»ucbe  I»*  plan  fi\e.  Dé>i^n<»n.'^  par  6  l'aogle  df 
*^tz  4\r-t:  la  \ertit'ale  a-^o-niJant»*  Gjj  r^t  par  'l  l'angle  dr*  Gx  a\rc  un»*  Lori- 
Z'>ntai<'  ti\r*.  !><  deux  anilr^>  dêterniint^nt  l'MnVntation  du  trièdre  Gjrtz. 
F>>ur   fixer   la  pi»>iti«in  du  c^rps  -«««lide  par  rapport  au   trièdre  (jtvz.  il 
«uftir  lie  <:«'nnaitr»*  l'au^zlr  -z  qur^  fait  un  ra\*.>n  du  cercle  k,  inx'ariabif'int-or 
lié  au  «'••rp'^  a\r*c  l'axr^  Gx.  La  r>.itatii>n  instantanée  6i  du  c^irps  e^t  al<*r«  la 

rèT'uItantr  d»-  la   r*'tati'>n  du    trî«^*ire  vt  d'unr*  rt>tati*>n  -r'  =  z,'  au(«>ur  dr 

lit 

G  z.  Le?  o*.»nip« liante?  //.  y.  r  île  eu  <**vlI  d«.»no 

j,  =  f) ,         '/  —  V  >in^.         r  =  -L  c**^H  —  z  . 

D'autre  part.  la  c«»nditi<»n  qur*  le  t.erole  K  n.mle  ni«»ntre  que  le  carre  dtU 
\itrrsse  du  «'entre  de  ::ra\ité  G  e*t  a^i  p'^ — r- ».  En  déGnitive,  en  prfUil 
la  ma??e  du  c^rp^  CMninie  unité  et  appelant  A  et  C  le^  m* »nient>  d'inertie 
par  rapport  à  Gx  et  G  w.  «in  a 

d't»ù.  p«»ur  r»-xpre?'?«i«»u  <.lètlniti\e  «leT*  tV»iict!«»n>  T  et  L  . 

s   iT  =  \v2^in«*i—     V  — tiî  «îî— .  G  — rtî.ii  CMsS  —  s  ■-. 
'      l   —  —  ^-rt  ^in^J. 

Deuxièniff  système.  —  >«»it  un  df  uxiènie  ov>rp>  pe>ant.  de  uiénii"  ftirnie. 
df*  luènitf  ra%«*u  a  et  de  même  inar^e  que  le  précédent.  ImaginMn»  qutr  b 
di<^tributi*>n  lir'  la  ma^se  <«iit  différente,  de  telle  façon  qu'en  appelant  Ai 
et  Cl  le-.  ni"inent?  d*in»'rtie  anal"j;ues  à  A  et  G  ««n  ait 

Vi:^  A.        <:,  ^  G  — «1-. 

AT«'»ujetii'»*"ii'»  I  •'  «i.rp-i  aux  deux  llai-iMn?  -suivante?  :  le  c«.»rp*  l«.»uche.  par 
l'arétf'  cirouliire    K.  un   plan  h>>rîz>*ntal  tîxe  Pi  sur  lequel  il  peut  «:li«>er 
saur»  fr"tfeinr'nt  :  W  centre    ;•'  ;;ra\itert  du  corp?  f:li>ït*  *an>  fruttemenl  >iir 
une  oiri>»ntVrea.;e  \ertirale  tixe  Junt  le  ra\'*n  e*l  tt  et  di>at  le  centre  O  e»l 
dan*  le  plan  fixe  \\. 

l'.'ur  exprimer  te-*  li.ii'i.itu*.  pren^n?  le?  mènie»  axe*  ni*.»bile<  Gjr»-5et  Ir-» 
iii'*ruen'  n^tati-'Q?  qu»*  plu-*  haut:  appelun?  £,  t.  ^  le^  CfMtrdi innée»  ab^^daer* 
du  p<'int  II  par  rapport  a  deux  axe?  **;  ft  <.*r,  du  plan  I*t  et  une  xertâcab* 
aseeiidante  «  » '.  i  «n  peut  -i.upp«»-er  que  la  eirri.tnference  verticale  fixe,  dé- 
«  rit'-  p.ir  *'i.  e'.t  thm?  le  pl.iii  ;*'!^:  ••«  a  al-T"* 

lurent ft're  liaison  :  ^  =  <i?inf|. 
Deuxième  liais'jn  :  r  —  m.         ;* —  '*=  lî-. 
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d'où,  évidemment, 

f  =  a  eus 6. 

On  a,  dans  ces  conditions, 

2T,  =  $'*  -4-  7/«-H  Ç'*-f-  A,  (/>« -+-  (7I)  -+-  C,  /'*, 

ou,  d'après  les  valeurs  de  $,  r,,  Ç,  Ai  et  Ci, 

\  7.T,  =  A^'i  sin^ô  -+-  (A  H-  rt«)Ô'«-+-  (  G  -+-  a')  (6'  cosO  4-  o')^ 
(      Ui  =  —  j^asinB. 

On  voit  que  les  fonctions  T  <'l  Ti,  U  et  Ui  sont  identiques  :  cependant, 
les  équations  du  mouvement  sont  différentes,  car  les  équations  de  Lagrange 
s'appliquent  au  deuxième  système  et  ne  s'appliquent  pas  au  premier.  C'est 
ce  que  nous  voulions  montrer. 

On  peut  remarquer  que,  sur  les  trois  équations  du  mouvement,  deux 
peuvent  être  amenées  à  avoir  la  même  forme  dans  les  deux  systèmes  :  en 
effet,  rinlégrale  des  forces  vives  est  évidemment  la  même  pour  les  deux; 
de  plus,  on  a  le  droit  d'écrire  pour  le  premier  système  Téquation  de  La- 
grange relative  à  Ô  (  n"  464),  ce  qu'on  peut  faire  évidemment  pour  le 
deuxième.  Mais  les  troisièmes  équations  sont  différentes  dans  les  deux 
mouvements;  pour  le  deuxième  système,  on  a  l'intégrale  r  —  r©  qui 
n'existe  pas  pour  le  premier. 

Il  va  de  soi  que  la  différence  entre  les  deux  mouvements  apparaît  immé- 
diatement si  l'on  forme  les  deux  fonctions  S  et  Si. 


EXERCICES. 

1.  Appliquer  la  méthode  de  Lagrange  aux  problèmes  traités  et  proposés  comme 
application  des  théorèmes  généraux,  et  de  la  théorie  du  mouvement  relatif  dans 
les  Chapitres  XVIII,  \1\.  \X,  X\I  et  XXII. 

*2.  Une  barre  homogène  pesante  AB  se  meut  dans  un  plan  horizontal  :  à  ses 
extrémités  A  el  H  est  attaché  un  fd  inextensible  et  sans  masse  passant  dans  un 
anneau  fixe  G  infiniment  petit.  Mouvement  du  système. 

Soit  2C  la  longueur  de  la  barre  cl  la  la  longueur  AO  4- OB  du  fil.  Abaissons 
de  O  la  perpendiculaire  OP  sur  la  barre,  et  soit  GP  la  distance  de  Pau  uiilieu  G 
de  la  barre.  Le  point  O  est  sur  une  ellipse  de  foyers  A  et  B  et  de  longueur  d'axe 
forai  -2  a.  On  a  donc,  en  faisant  a- —  c- =  6-, 

— î         — 2 
GP  OP 

a-  O' 

cl   l'on  peut  poser 

GP  =  acos9,        OP  — ^sin^. 

Appelons,  en  outre,  a  l'angle  arOPque  fait  la  perpendiculaire  OP  avec  un  axe 
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fixe  Ox:  on  a,  pour  les  coordonnées  polaires  ;•  cl  6  du  point  G, 

(i)  r- —  a- cos-p  4- ^- sin-a,        6  =  a  —  arctang|  ^-cols  )• 

On  a  alors 

MA-  êlanl  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  G. 

Remplaçant  /•,  /•'  et  6'  par  leurs  valeurs  tirées  de  (i),  on  a  T  exprimé  en  5,  *' 
et  a'.  Les  forces  appliquées  ont  un  travail  nul.  On  aura  les  deux  intcgrale« 
premières 

-— ;  =  const.,         T  =  /i. 

L'élimination  de  a'  fournit  t  par  une  quadrature  en  fonction  de  9. 

3.  Mouvement  d'une  barre  homogène  pesante  dont  une  extrémilé  A  glisse  sur 
un  plan  horizontal  xOy  et  l'autre  H  sur  un  axe  vertical   O^.  {Licence.} 

Appelant  9  Tangle  de  la  barre  avec  la  verticale  ascendante  0«,  6  l'angle di 
plan  AOB  avec  xOz,  et  il  la  longueur  de  la  barre,  on  a 

T=  Hi:(f/^sin=ïï»H-ï>'-), 
U  = —  i(l  cos?. 
On  a  les  deux  intégrales  premières 

YV 

-rz-;  —  const.,         T  —  U  —  h. 

La  quantité  coso  est  une  fonction  elliptique  du  temps. 

4.  Une  tige  homogène  pesante  est  attachée  par  une  extrémilé  A  à  on  point 
fixe  O  au  moyen  d'un  fil  de  longueur  OA  =  AB,  tandis  que  l'aulre  extrémité  B 
glisse  sans  frottement  sur  l'horizontale  Oj;.  Oscillations  infiniment  petites. 

Soient  2/  la  longueur  de  la  barre,  6  l'angle  du  plan  OAB  avec  le  plan  vertical 
mené  par  OXj  ^  l'angle  OBA.  On  a  (en  prenant  la  masse  de  la  barre  poar  aulét 

•iT:z  ^  rO'=sin=fi-+-|/Mi-+-6sin=?)?'-, 
U  =  gt  sin  Jj  cos6. 
Il  existe  une  position  d'équilibre  stable  correspondant  à  6  =  o,  p  =  -• 

5.  Mouvement  d'un  pendule  simple  de  longueur  variable;  cas  particulier  «è  I 
varie  proportionnellement  à  t.  (Lecohnu,  Acta  niaihematica,  i8gS.) 

0.  Un  tube   rectiligne    OA,  infiniment  mince,  fait  un  angle  constant  I  avec  h 
verticale  ascendante  0-=.  Suivant  quelle  loi  faut-il   faire   tourner  le  t«be 
de  O  :;  pour  qu'un  point  matériel  pesant  m,  glissant  sans  frottement  dans  le* 
puisse  |)rendre,  dans  des  conditions   initiales   convenables,  un  mou%'eflMrnt 

par  ré(|uation 

i)m  —A{t-:   a)-         (A-  et  a  constantes). 
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Soit  ^  Tangic  du  plan  ^OA  avec  un  plan  fixe.  Supposons  ^  donné  en  fonction 
du  temps  ^  =z/{t)  ei  appelons  p  ia  distance  0/?i.  On  a 

T=  ^[p'2  4-p^sin^e/'n/)l, 

U  = —  mpg  cosH^ 

d'où,  pour  l'équation  du  mouvement, 

p"—  psin2e/'2(0  ^-^'cosS  =  o. 

La  question  est  celle-ci  :  que  doit  ùtre/(^)  pour  que  cette  équation  admette 
Tintégrale  particulière  p  —  Â(  f  4- a)^.  Exprimant  que  cette  fonction  vérifie 
l'équation,  on  a 


I         AX-hg^cosO         i-i-OL 


Si,  en  particulier,  A~  —  i^ros6,  on  trouve  /{t)  =0,  le  tube  doit  rester 
immobile. 

♦i  bis.  Un  tube  circulaire  homogène  de  section  infiniment  petite  peut  tourner 
autour  d'un  de  ses  diamètres  qui  est  vertical  et  fixe.  Dans  l'intérieur  peut  se 
mouvoir,  sans  frottement,  un  point  matériel  pesant  m.  Trouver  le  mouvement  du 
système, 

La  position  du  système  dépend  de  deux  variables.  Prenons  la  position  initiale 
du  tube  pour  plan  xOz  et  appelons  o  l'angle  qu'au  temps  t  le  plan  du  cercle 
fait  avec  sa  position  initiale.  Prenons  pour  axe  O^  le  diamètre  fixe  descendant, 
et  soit  0  Tangle  du  rayon  0 m  avec  Oz. 

R  désignant  le  rayon  du  tube,  ;M  sa  masse,  on  a 

2Tt=  MA-29'2  4-mR2(6'''-l-?'2sin2e), 
L  =  "i^H  cosO. 

7.  Deux  points  matériels  m  et  m'  s'attirent  proportionnellement  à  la  distance 
et  sont  assujettis  à  se  mouvoir  sur  deux  circonférences  de  rayons  a  et  a'  situées 
dans  un  même  plan  horizontal. 

Oscillations  infiniment  petites  autour  d'une  position  d'équilibre  stable. 
Ktudier  le  mouvement  fini  dans  le  cas  où  les  deux  circonférences  sont  concen- 
triques. 

8.  Mouvement  d'un  point  pesant    M    sur    un    cercle    qui  tourne,  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  w,  autour  d'un  axe  vertical  ST  situe'  dans  son  plan. 
—  Prenons  pour  système  de  comparaison  celui  qui  est  formé  par  la  verticale  du 
centre  :;:;'  et  l'horizontale  xOx'  rencontrant  ST,  le  sens  positif  de  l'axe  zz 
étant  celui  du  nadir. 

Soi«*nt  m  la  masse  du  point  INI,  r  le  rayon  du  cercle,  a  la  distance  OA  du 
centre  O  à  l'axe  ST. 

La  position  du  pendule  OM  est  déterminée  à  chaque  instant  par  l'angle  8  qu'il 
fait  avec  O;;,  cet  angle  étant  supposé  compté  positivement  dans  le  sens  direct, 
c'est-à-dire  de  Oc  vers  Ox.  Employons  la  méthode  de  M.  Gilbert,  quoique  la 
méthode  directe  soit  beaucoup  plus  simple. 

Calcul  de  T^.  —  C'est  la  force  vive  du  système  S,  réduit  ici  au   point  M,  dans 
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son  mouvement  relatif  par  rapport  à  xO  5,  c'est-à-dire  dans  son  mouvemeot  de 
rotation  autour  de  (), 

Calcul  de  \\.  —  L'axe  instantané  de  rotation  du  système  xOz  pour  le  point 0 
est  la  droite  zz'.  Le  moment  d'inertie  du  point  M  par  rapport  à  cet  axe  est 

H  =  mr"^  sin=e. 
Donc,  on  a 

Il  :     —  mr-  sin-0. 
.1        2 

Calcul  de  "^K—  L'axe  représentatif  de  la  rotation  instantanée  étant  dirigé  sui- 
vant Oz  et  celui  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  du  point  M  dans  son 
mouvement  relatif  par  rapport  à  xOz  étant  perpendiculaire  à  ce  plan  xO«,  ce^ 

deux  axes  sont  rectangulaires.  Donc,  ici,  coswcr  =  o  et  "Vj^  =  o. 
Calcul  de  U.  —  Les  composantes  de  la  seule  force  appliquée  étant 

X  =  G,        Y  -:  o,        Z  =  mg^ 
on  a 

U  =  mgr  ros6.  • 

Calcul  de  K.  —  L'accélération  J  du  centre  O  tournant  avec  la  vitesse  !>;■- 
laire  (o  autour  du  point  \  est  dirigée  suivant  OA  et  égale  à  co^a.  Donc 

K  =  nirtù-a  sin6. 
On  a  donc 

Tr^  lmr=e'=-+.  —mr' sin^e 
2  2 

et 

U  -4-  K  =  mgr  cos6  -♦-  tnrta^a  sin  0. 

L'équation  du  mouvement  est  donc 

-— -  =  (o-  sin 6  cos8  —  -  sin 6  h cos8. 

ar  /•  r 

On  obtient  les  positions  d'équilibre  relatif  en  égalant  à  zéro  le  second  meabic. 
Ce  dernier  problème  a  été  résolu  géométriquement  au  n*  415. 

9.  CJn  corps  solide  pesant  D  est  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  xOi*; 
Taxe  â;x' tourne  lui-même  avec  une  vitesse  angulaire  constante  *»  aatoar  d*M 
axe  vertical  zOz'  qui  le  rencontre.  Le  centre  de  gravité  G  du  corps  est  sir  aie 
perpendiculaire  élevée  en  O  à  xOx';  on  suppose  que  xx'  et  OG  soient  des aïo 
principaux  d'inertie  du  corps  relatifs  au  point  O. 

Trouver  le  mouvement  du  corps  (en  ne  tenant  pas  compte  de  la  rolatioaie 
la  Terre). 

Prenons  comme  système  de  comparaison  le  système  rectangalaire  Oxystomt- 
nant  autour  de  O^  avec  la  vitesse  donnée  u>. 

Appelons  6  la  distance  GO,  6  Tangle  de  OG  avec  la  verticale  descendante  0«. 
Le  mouvement  apparent  est  une  rotation  de  vitesse  angulaire  6'  aaloar  de  Ox. 
Nous  avons  donc,  en  appliquant  la  méthode  de  Gilbert, 

T^z=  IaO'-.         ()'=  -(Bcos»e-i-Csin=e),        V>'=so. 
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donné»'  par  réqiiatioii  (l<*s  forrcs  vi\es 

(1)  c/r  ^Q,  c/</,-    ...  -Qirf/A. 

Prenons  à  la  place  de  (/  une  nouvelle  variable  .f  diTinic  i>ar 


Alors 

T  -  i  5'-,         O,  ciq^-\-...~  Qi  ftf]^  --/[s)  ds. 


cl  rc(|uation  (i)  devient 


.V-/(5), 


I*oiir  que  celle  éqiiiili«»n  délinissc  un  mouvement  tautoclirune.il  fuiitctil  sufiii 
(  n" '211  )  (|ue/(j)  st)il  de  la  forme  — ;x-5,  où  |x-  est  une  constante  p«i*ilivc.  Oo 
doit  donc  a\oir 

(3)  (^>,  <///,-+-  Q.  ^7,. -+-... -h  Qt  dq^——  \x-sd8. 

Kécipro<|uement,  si  l'on  a  trouvé  des  fonctions  7,,  7, q^  de  «  vérifiant  Ir* 

deux    relations  (  »)  et  (3).    le  système  devient    un  système   à  liaisons  complète* 
«iont  la  position  dépend  du  seul  paramètre  x  et  rc  système  est  tautoclirone. 

C'.omme  on  n'a  (|ue  deux  relations  pour  déterminer  7,,  y^.  ....  71  en  fonrli«io« 
de  .f,  on  peut  se  donner  arbitrairement  A' —  .)  relations  compatibles  entre  7 . 
q.. q^  et  s. 

(Ml  peut,  par  exemple,  déterminer  le  problème  en  assujettissant  le  systèmes 
être  tautoclirone  non  seulement  pour  les  fortes  données,  mais  encore  pour  il  —  * 
autres  systèmes  de  forces  X-",  Y  •■,  Z^')  ne  dépendant  que  de  la  position  (  .VrpELL. 
(Comptes  rendus,  t.  CAIV,  1'**<)î,  p.  îm^))- 

14.  Interprétation  des  valeurs  imaginaires  du  temps. 

Étant  donné  un  systt'me  de  points  matériels  assujettis  à  des  liaisons  indé- 
pendantes du  temps  et  soumis  à  des  forces  qui  ne  dépendent  quf  des  posi- 
tions des  différents  points,  les  intép^ra/es  des  équations  différeniielies  du  mou 

ventent  de  ce  système  restent  réelles  si  l'on  y  remplace  t  par  t  \'—  i  et  Us 

projections  a  ,  3^,,  y    de  la  vitesse  de  chacun  des  points  w,.  par  --a   ^  —  ». 

—  3,  \f—  I,  —  Vj,  ^'_  I.  f,cs  expressions  ainsi  obtenues  sont  les  équaiions  du 
nouveau  mouvement  que  prendraient  les  mêmes  points  matériels  st.  places 
dans  les  mêmes  conditions  initiales,  ils  étaient  sollicités  par  des  forces  res- 
pectivement égales  et  opposées  à  celles  qui  produisaient  le  premier  mo<r»'e> 

ment. 

Démonstration.  —  On   peut    emplr»ycr   les   équations  aux    multiplicateurs  de 

La^ranf;e.  et  }  ciian^er  /  en  /  V—  1  '«  <>"  remarque  alors  inimêdiatfnit'iit  que  ccU 
r('\ient  à  changer  de  signe  les  projections  des  forces  appliquées  rt  à  niodilîer  le» 
multiplicateurs. 
<in  peut  ègalemcnl  se  serxir  des  étiuations  de  Lagrange 


—  (  —  \^  —  -  O 
dt  V>7,/       (tq^  ~  ^•* 
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T  «si  alors  une  fonction  lioniogène  et  du  second  degré  de  q'^y  «7j,  . ..,  g'^^.  et  l'on 

voit  immédiatement  que  changer  t  en  t^ — i  revient  à  changer  Q^  en  — Q^. 
c'est-à-dire  à  changer  le  sens  des  forces  appli(|uées  (  Aitell,  Comptes  rendus, 
t.  LWWII,  1878,  p.  1074). 

15.  Application  des  équations  générales  du  n"  ^65  à  un  corps  solide  guise 
meut  parallèlement  à  un  plan  fixe.  —  Prenons  comme  plan  de  la  figure  le  plan 
de  la  courbe  décrite  par  le  centre  de  gravité.  Soient,  dans  ce  plan,  deux  axes 
fixes  Oj7  et  O^',  \  et  t,  les  coordonnées  de  G.  Il  suffit  évidemment  de  connaître 
le  mouvement  de  la  figure  plane  (P),  section  du  corps  par  le  plan  a: O^'.  Appe- 
lons alors  6  l'angle  que  fait  avec  Ox  un  rayon  GA  invariablement  lié  à  cette 
figure  plane  (P),  et  MX-  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe  mené 
par  G  perpendiculairement  au  plan  xOy. 

Le  mouvement  du  corps  autour  du  centre  de  gravité  G  est  une  rotation  autour 
d'un  axe  fixe  dans  le  corps,  la  vitesse  angulaire  de  rotation  étant  8'.  On  a  donc, 
pour  la  fonction  S,  calculée  dans  le  mouvement  du  corps  autour  de  G, 

Donc 

où  il  est  inutile  d'écrire  les  termes  ne  contenant  pas  les  dérivées  secondes. 

D'autre  pari,  si  l'on  appelle  X„,  V„  les  projections  de  la  résultante  générale  des 
forces  appliquées,  et  N„  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  l'axe 
mené  par  G  perpendiculairement  au  plan  xOy\  on  a 

^  (  \  Ix  H-  Y  6^  -h  Z  05  )  =  Xo  l\  -h  Y„  6t.  -+-  N„  08. 

Le  corps  n'étant  supposé  soumis  à  aucune  autre  liaison,  les  paramétres  Ç,  t,,  8 
sont  indépendants  cl  les  équations  du  mouvement  sont 

<JS   _  f>S    __  . .  '^^   _  xr 

M  r  -  X.O        M  t;  =  Y,„        M  Â-^e"  =  N„. 

On  retrouve  ainsi  les  équations  que  donnent  immédiatement  les  théorèmes 
généraux. 

16.  Calcul  de  l'énergie  d'accélérations^  pour  un  corps  solide  mobile  autour 
d'un  point  fixe  O.  —  Rapportons  le  mouvement  du  corps  à  un  Irièdre  trirec- 
tangle  Oxyz,  d'origine  O,  animé  d'un  mouvement  connu.  Soient  Q.  la  rotation 
instantanée  de  ce  trièdre.  P.  Q,  U  les  composantes  de  cette  rotation  suivant  les 
axes  Ox,  O^,  Oz]  soient  de  même  u>  la  rotation  instantanée  absolue  du  corps 
solide,  p,  q,  r  ses  composantes  suivant  les  axes  Oxyz. 

Nous  avons  trouvé  (n"  'iG(i),  pour  les  projections  J^,  J^,  J.  de  l'accélération 
du   point  m,  des  expressions  delà  forme 

i^^-  x{q'--^  r-)  ^y[q{p  -V)-^  pq-  r']-^  z[r{p  -  V)^p\K^q']. 
Oi\  a  de  même,  en  permutant,  J^.  et  J..  Faisant  la  somme   des  carrés,  on  a  J-, 
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el  enfin  la  fonction 

S-  ^ym(Ji4-J5-4-Ji). 

Dans  cette  somme  figurent  comme  coefficients  les  moments  d'inertie 

et  les  produits  d'inertie 

par  rapport  aux  axes  Oxyz.  Ces  six  quantités  seront,  en  général,  variables  avec 
le  temps,  puisque  les  axes  Oxyz  se  déplacent  dans  le  corps. 

Actuellement,  les  paramétres  sont  les  angles  qui  fixent  rorientation  da  corps 
autour  du  point  0  :  les  quantités  />,  q,  r  contiennent  les  dérivées  premièrtM  de 
CCS  paramètres  par  rapport  au  temps;  le  tricdre  Oxyz  étant  supposé  animé  d'aa 
mouvement  connu,  P,  Q,  K  doivent  être  regardés  comme  des  fonctions  coBoaef 
du  temps;  les  dérivées  secondes  des  paramétres  ne  figurent  donc  que  dans/»', 
q\  r'.  Alors,  d'après  une  remarque  générale,  il  suffit  de  calculer  les  termes  de  S 
qui  dépendent   des   accélérations,  c'est-à-dire  de  p',  q\  /*',  car   ces  ternies  seals 
dépendent  des  dérivées  secondes  des  paramètres. 

Posons,  pour  abréger, 

^R-rQ..P„         rP-/>R  =  Q„        pq-gV=H„ 

et  désignons,  pour  un  moment,  par  a,  ô,  c  les  sommes  \  m  jc',  \\  my'y  V  m 5'. 
On  peut  écrire 

'>.S=.a[{q'^q,-pr)^+{r'^^,^pqY] 

-+-ô[(r'-R,-^/,)2H-(/>'-P,-H7/-)*1 
-f-  c[{p'-  P,-  rq  y^iq'  -  Q,  4-  rpY'] 

-xD[{q^-r')p'~^{q'-q,^pr){r'-^,^pq)] 
-  -  2E[{r^  -  p^)q'^  {r'  ~-  R,^  qp)  ip'  -P,-  qr)] 
-2Fl{p'-q^)r'  ^{p'-P^^  rq)iq'-Q,-rp)]^.,.. 

Développons  et  ordonnons   par  rapport  à  />'—  P„  q*  —  Q„  i-* —  R,,  en    remar- 
quant que 

ô  -h  c  =  A,  c  H-  fl  =  B,  a  -f-  6  =  C, 

ô— c^C  —  B,        c  —  a  =  A  —  C,        a  —  6  =  B  —  A; 
nous  pouvons  écrire,  en  laissant  de  côté  des  termes  indépendants  de  p\  ç\  r*. 


(19)     . 


2S-    A(/7'-P,)^-^B(7'-Q,)»-+-C(r'-R,)« 

--2D(7'-Q,)(r'-R,)-aE(r'-R.)(//-P.) 

-aF(/>'-P,)(^'~Q,) 
-^2[(C-  B)7r  -  Diq--  r^)  -  Epq '^Vpr]{p'  -  P,  ) 
^2[{\-C)rp-E{r^  ^p^)-Fqr-^Dqp]{q'^Q^) 
-^o[(B-A)/7//-F(/7--7M-Dr/>-+-Erç](r'- R,)  +.... 


Remarque.  —  Si  les  axes  Oxyz  sont /ixes  dans  l'espace,  on  a 

Prr  0=  R  =  o; 
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par  suite 

Si  h's  axes  sont  y?xw  dans  le  corps,  on  a 

P-y^       Q-y,       K  =  r, 

trou  encore 

P,=  Q,:.  R,=  o 

(  Vppell,  Journal  de  Jordan,  1900). 

17.  Quel  est,  dans  un  solide  en  mouvement,  le  lieu  des  points  A  possédant  la 
propriété  suivante  : 

L'énergie  d'accélération  absolue  S  du  corps  est  égale  à  l'énergie  d'accélé- 
ration de  la  masse  totale  concentrée  en  A,  augmentée  de  l'énergie  d'accéléra- 
tion calculée  dans  le  mouvement  relatif  du  corps  autour  du  point  A. 

(A.  DE  Saint-Germain,  Comptes  rendus,  1901.) 
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CHAPITRE  XXV. 

ÉQUATIONS  CANONIQUES. 

THÉORÈMES  DE  JACOBI  ET  DE  POISSON 

PRINQPES  D'HAMILTON,  DE  LA  MOINDRE  ACTIOS 

ET  DE  LA  MOINDRE  CONTRAINTE. 


I.  -  ÉQUATIONS  CANONIQUES. 

170.  Transformation  de  Poisson  et  d^amilton.  —  Nous  avons 
vu  à  la  fin  du  premier  Volume,  n"*  291  et  suivants,  comment  on 
ramène  les  équations  du  mouvement  d'un  point  prises  sous  U 
forme  donnée  par  Lagrange  à  la  forme  appelée  canonique» 

Une  méthode  identique  s'applique  aux  équations  du  mouve- 
ment d'un  système  holonome  quelconque  dont  la  position  dépend 
de  k  coordonnées  ^1,  y-j,  . .  .1  (/a*  C'est  ce  que  nous  allons  moo- 
Irer  rapidement,  en  renvoyant,  pour  tous  les  détails  du  calcul,  au 
Chapitre  XVI,  dans  lecpiel  les  calculs  sont  développés  pour  leca> 
(le  l{  =  l\. 

Les  équations  de  Lagrangc  sont 

Prenons,  d'après  Poisson,  comme  nouvelles  variables,  à  1j 
place  de  7',,  y,,  . . .,  7^,  les  quantités 

dT  OT  dT 

Ces  équations  étant  linéaires  par  rapport  à  y',,  . . .,  q'j^  peuvent 
être  résolues  et  donnent,  pour  ces   quantités,   des   expressions 
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linéaires  en  /?<,  ...,  pi^.  Voyons  ce  que  deviennent  les  équa- 
tions (i)  quand  on  fait  ce  chan<>;ement  de  variables. 

Laissons  la  variable  t  conslanle  et  donnons  aux  variables  q  etp 
des  accroissements  infiniment  petils,  arbitraires,  indépendants 
iq  et  op;  il  en  résulte  pour  les  q'  des  accroissements  oq'  définis 
par  les  relations  (2)  supposées  résolues  par  rapport  aux  q', 

La  fonction  T,  qui  dépend  des  lettres  q  et  q\  subit  alors  une 
variation 


V 


ou,  en  vertu  des  équations  (:;.), 


OT  . 


Ofj 

ce  (lu'on  peut  écrire,  en  posant  K.  =  'î.p^,<i\ —  T, 

oyuv. 


^^*^^-2k^^^^^-^2^v 


On  a  ainsi  une  première  expression  de  la  dilTérenlielle  totale  5K. 
Supposons,  d'autre  part,  K  exprimé  au  moyen  du  nouveau 
système  de  variables  q.,^  p.,.  Quand,  t  restant  constant,  ces  va- 
riables subissent  des  variations  arbitraires  oq^  et  o^v»  ^^  a 


(^ette  nouvelle  expression  de  ÔK  doit  être  identique  à  la  précé- 
dente, (piels  que  soient  les  oy  et  les  0/;;  on  a  donc 

<^>  "^^r^:     '^'^^.    (V  =  !,•>,  ...,/•). 

Dans  ces  écpiations,  les  dérivées  partielles  de  T  sont  prises  en 
supposant  T  exprimé  à  l'aide  des  q  et  des  q\  et  celles  de  K  en 
supposant  K  exprimé  à  l'aide  des  q  et  des  p.  D'après  ces  rela- 
tions (3j,  les  équations  (i)  de  r^a«>rano^e  prennent  la  forme 

lin.,  OK  (in.,  (>K 
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Ces  équations  du  premier  ordre  détermineront  les  variables 
y9|,  y^a,  . . .,  />a,  7n  7i>  . . .,  7a  en  fonction  du  temps. 

Dans  tout  ce  qui  suit  nous  supposerons  que  les  composanle> 
suivant  les  axes  des  forces  appliquées,  autres  que  les  forces  de 
liaison,  soient  les  dérivées  partielles,  par  rapport  aux  coordon- 
nées, d'une  fonction  U  des  coordonnées  et  du  temps;  celte  con- 
dition sera  réalisée,  en  particulier,  si  les  forces  appliquées  dé- 
rivent d^lnc  fonction  de  forces,  mais  alors  U  ne  contiendra  que 
les  coordonnées  et  non  le  temps. 

Dans  cette  hypothèse,  comme  les  coordonnées  des  différents 
points  du  système  sont  des  fonctions  des  paramètres  ^i. 
<]'it  •••?  7a  et  peut-être  du  temps,  U  est  une  fonction  de  //|, 
72,  ...,  7a,   /  ne  contenant  pas  les  lettres /Pyj  de  sorte  que  le» 

dérivées  partielles  ——  sont  nulles;  on  a  de  plus  Qv^^  -: —  Posons 

alors 

(3)  K-U  =  H, 


ous  aurons 

c)K       ù\\ 

Op^    ~~    t)/>v' 

et  les  équations  (4)  deviennent 

at         ôp^  dt  Oe/^ 

Ce  sont  là  les  équations  canoniques  du  mouvement  donnée^ 
par  Hamilton;  elles  forment  un  système  de  2A*  équations  du  pre- 
mier ordre,  définissant  71,  72,  . . .,  7a  et  /?|,  />2,  . . .,  /^^  en  fonc- 
tion du  temps  et  de  2 A*  constantes  arbitraires. 

Cas  particulier  où  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps. 
—  Si  les  liaisons  imposées  au  système  sont  indépendantes  du 
temps,  on  peut  toujours  choisir  comme  paramètres  q^j  /y^,  ...,  q^ 
des  quantités  telles  que  les  expressions  des  coordonnées  des  diffé- 
rents points  du  système  en  fonction  de  ces  paramètres  ne  con- 
tiennent pas  explicilement  /.  Alors  T  est  une  fonction  homogène 
et  du  second  degré  des  7'  (n"  4to)  et,  d'après  le  théorème  de> 
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fonctions  homogènes,  on  a 

car  Pv  est  éfiral  à  -j—r»  Dans  ce  cas  la  fonction  K  devient 

Krr-  S/>v7i— T  =  2T  —  T  =  T, 

et  Ton  a 

H  =  K-U=T— U. 

Dans  ce  cas,  les  calculs  qu'il  faut  faire  pour  passer  de  la  forme 
quadratique  T  exprimée  en  q\,,  ...,  q'j^  à  la  forme  T  exprimée 
en  /?!,  ...,  pff  sont  identiques  à  ceux  que  Ton  fait  pour  passer 
d'une  forme  quadratique  à  la  forme  adjointe. 

Cas  où  y  les  liaisons  étant  indépendantes  du  temps,  il  existe 
une  fonction  des  forces;  intégrale  des  forces  vii^es,  —  Aux  hypo- 
thèses faites  dans  le  numéro  précédent,  ajoutons  la  supposition 
qu'il  existe  une  fonction  des  forces,  c'est-à-dire  que  U  dépende  des 
coordonnées  des  différents  points  et  non  du  temps.  Alors,  comme 
les  expressions  des  coordonnées  en  fonction  des  q  sont  supposées 
ne  pas  contenir  /,  U  devient  une  fonction  de  ^jr,,  ^2^  •••?  ^kt  ne 
contenant  pas  t.  Dans  ce  cas,  le  théorème  des  forces  vives  conduit 


à  rintégrale 


T  -  U  -=  //         eu        n  =  //. 


C'est  ce  (|u'il  est  facile  de  déduire  dos  équations  canoniques.  En 
effet,  actuellement,  la  fonction  H  =  T  —  U  ne  contient  pas  expli- 
citement /;  elle  s'exprime  uniquement  à  Taide  des  variables  q^  et 
/>v.  Pendant  le  mouvement,  ces  variables  q^  et  p^  sont  des  fonc- 
tions du  temps,  H  devient,  par  leur  intermédiaire,  une  fonction 
du  temps,  et  Ton  a 

(It    ~  ^  \àq^  ~dt    '^  dp"^    dt 

V 

mais,  d'aprùs  les  équations  canoniques,  chaque  terme  de  la  somme 
du  second  membre  est  nul.  Donc,  pendant  le  mouvement,  on  a 

— —    =r  0,  H    =   /*. 

dt 
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ncmanjue,  —  Si  H  coiilenait  explicilemenl  /,  on  aiir«iil 

la    sonnne  élant    nulle  en    verhi   des    équulioDs   canonique»,  on 
trouverait 

dl   "  i)t  ' 

La  trafts/nr/nation  de  Poiason-Hainilton  est  toujours  possible,  —  U 
transformation  ropost'  sur  la  rt'solution  des  ('>qiiation$  {'x)  linéaires  «mi  y.. 
*l'ii  •••?  Va'  ^^"  montre,  commis  «lans  le  n"  :29i,  (]uo  le  «léterniinanl  «ti** 
(NK'flicieiils  (les  inconnues  y:^  ne  peut  pas  être  nul. 


II.         THÉORÈME    DE    JACOBI    ET    APPUCATIONS. 

171.  Théorème  de  Jacobi.  —  I^c  ihéorùrne  de  Jacobi  s'appliiju^ 

à  des  équations  de  la  forme  canonique  dans  lesquelles  H  est  iioe 

fonction  ((uelconque  des  variables  </v,  />v  et  /.  Nous  écrirons  celle 

fonction 

H(  /'i,  />î,  ....  i'k\  7i,  <72'  "  "  7*^  'K 

en  mettant  les  variables  en  évidence.  Le  ibéorème  repose  >ur 
cette  remarque  (|ue  les  équations  canoniques  sont  les  éi|ualion^ 
des  caractcristi(jues  d'une  certaine  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  :  il  ramène  rintégralioii  des  équations 
canoniques  à  la  recluTcbe  d'une  intégrale  complète  de  cette  équa- 
tion. \ Oici  comment  on  peut  énoncer  le  tbéorème  : 

Soit  rrf/iKttinn  aux  dcrisu^ea  jxtrtielles  du  pt't*mier  ordre 

f/ffi  déjinit  \  ru  fanrtion  des  van'abtcst/i ,  y^, ...,  y^,  /,  regnrdê*'S 
comme  indépt^ndantes.  Si  ton  eonnait  une  ititégrnte  compH't^ 

(  <0  ^  <  y I.  7»î  .  •  .1  '/A.  ':  <ïi»  <'i»  . .  .7  <'x .)  -^  ei>n>t. 

de  cette  éf/ttation  fti'cc  k  cotistantes  arbitraires  a ^^  tt^ di 

dont  aucune  n'est  une  constante  additii'e,  les  éfiuations  finies 
fifi  mouvement,  ccst-à-dire  les  intégrales  généra/es  des  êqua^ 


(Jl) 

à\     , 

(Ji) 

0\ 
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lions  canon i(iu es,  sont 

^^^       / 

daf, 

â\ 

.  .  .  ,  /?A  =    -r y 

àçA 

asec  A  A'  constantes  arbitraires  ai,  a2,  . . .,  «aï  ^o  ^a»  •  •  •?  ^a- 

Nous  avons,  dans  le  n"  297,  démontré  ce  théorème  dans  Thypo- 
thèse  que  le  nombre  des  variables  q  est  3,  (A*  =  3).  La  même  •dé- 
monstration s^applique  identiquement  au  cas  général  où  k  est  un 
entier  quelconque.  II  est  inutile  de  revenir  sur  cette  démonstra- 
tion. Le  théorème  général  doit  donc  être  regardé  comme  dé- 
montré :  les  équations  (J|)  donnent  ^i,  ^2?  •••»  ^a  en  fonction 
du  temps  et  des  Ak  constantes  a^,  elb.,]  ces  expressions  définissent 
le  mouvement  du  système;  les  équations  (J2)  donnent  ensuite  les 
variables  auxiliaires /^v 

172.  Cas  particulier  où  /  ne  figure  pas  dans  les  coefficients  de 
Téquation  de  Jacobi.  —  Lorsque  C  ne  figure  pas  dans  les  coeffi- 
cients de  l'équation  (J),  on  peut  vérifier  cette  équation  par  une 
fonction  de  la  forme 

h  désignant  une  constante,  et  W  une  fonction  de  ^1,  y^^  •  •  ^  (/A 
indépendante  de  /.  En  substituant  cette  expression  de  V  dans 
Téqualion  (J),  on  a,  pour  déterminer  W,  Téquation 

1!  suffira  de  trouver  une  intégrale  complète  de  cette  équation  (J') 

^V(</i,  r/i,  . . .,  7a  ;  a,,  a^,  . . .,  r/A-i,  /*)  -h  const., 

contenant,  outre  A,  (A  —  1)  constantes  «i,  a^,  •••,  ^a_i  dont 
aucune  n'est  additive.  On  aura  alors,  en  prenant 

\  =~  hf  ~-  W(<7,,  (ji,  .  . ,,  <7A;a,,  «j,  .  . .,  «a_,,  A), 

une  intégrale  complète  de  l'équation  de  Jacobi   avec  les  k  con- 
stantes (fi,  a2y   .  .  .,  (ffi-i^  A,  dont  la  dernière  remplace  a^f.  Les 
équations  linies  du  mouvement  (Ji)  et  (J2)  deviennent  alors,  en 
A.,  II.  26 
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désignant  la  constante  bk  par  —  t^^ 

Les  (A* —  i)  premières  équations  (i\)  ne  contenant  pas  /  défi- 
nissent la  suile  des  configurations  géométriques  par  lesquelles 
passe  le  système  pendant  le  mouvement:  la  dernière  équation  (J',» 
donne  le  temps  t  que  met  le  système  à  atteindre  une  de  ces  confi- 
gurations. 

Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  se  présente  en  particulier 
(|uand,  les  liaisons  étant  indépendantes  du  temps,  les  expressions 
des  coordonnées  des  points  du  système  en  fonction  des  q^  ne 
contiennent  pas  /,  et  quand  les  forces  dérivent  d'une  fonction  de 
forces  U(<7<,  q-,,  ...,  qi^).  Alors  H  =  T —  U  ne  contient  pas  t  expli- 
citement. Dans  ce  cas,  la  constante  h  est  la  constante  des  forces 

vives,  car  l'équation  (J'),  dans  laquelle  on  remplace  : par />v»  de- 
vient 

^^(p\^  Pt:  . . .,  /u;  7i»  7âî  •  •  •»  7a)  =  à        ou         T  —  U  =  A  : 

c'est  l'intégrale  des  forces  vives. 

Remarque,  —  Le  procédé  que  nous  venons  d'employer  pour 
simplifier  la  recherche  d'une  intégrale  complète,  quand  t  ne  figure 
pas  dans  les  coefficients  de  Téquation  de  Jacobi,  s'applique  de 
même  au  cas  où  toute  autre  variable,  q^  par  exemple,  ne  fig-urerail 
pas  dans  cette  équation.  On  essayerait  alors  de  vérifier  réquation 
en  posant 

'^  ne  dépendant  plus  de  qx  et  a^  désignant  une  constante,  et  ron 
serait  ramené  à  trouver  une  intégrale  complète  d'une  équation 
avec  une  variable  indépendante  de  moins. 

ViW,  Exemples  :  i"  Application  au  mouvement  de  la  toupie  sur  un 
plan  horizontal.  —  Ce  probicino  a  été  traité  directement  n*  408  comme 
exemple  du  inouvenieiit  (ruii  corps  huniogèiic  pesant  de  révolution,  gli^ 
sant  sur  un  plan  horizontal.  En  adoptant  les  notations  des  n*"  407  et  406, 
nous  voyons  (pie  la  position  du  système  dépend  de  cinq  paramétres  J,  ^,j  Ç* 
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^,  0  qui  jouoiU  les  rùh's  de  </!,  ^2>  ^3i  7*»  ^s-  '-*^  ï  tli*  centre  de  j^ravilé  est  lié 
a  0  par  la  relation  Ç  =  /cos6.  Pour  abréjj^er  récriture,  nous  supposerons 
<|u'on  ait  pris  la  niasse  de  la  toupie  pour  unité  (M  =  i).  La  demi-force  vive 
rsl  alors 


T  .r.i[J'î-t-  r;î-T-/2sin5  06'2  ^  A(/^' -+- y»)  h- Cr^  J, 

T  r^  |[?'i-r-T/-i-i-(/2sin*0-f-  A)0'«-T-Asin2  0'y2-4-  C(  o'-r- ^  c(»sO)^- ]. 

I>autre  [►art,  la  fonction  des  forces  est 


U  =  — ^'/cosO. 


ÔT 


Les  variables/;.;  sont  définies  par  les  équations  y;.;  =  ■—-  qui  sont  ici 


ÔT 


OT 


(  I  ) 


oT 

/>3^  —,  =  r:(o'-+- -y  cosO), 

/>.  ^  -P  =  Asin-0'y-f-r:cosO(^'-+-ycosO), 

t 

'   /'■'=  3  =(/^sin^O  +  A)f)'. 


Il  faut  résourire  ces  équations  par  rapport  à  ;',  r/,  0',  o  ,  «y.  On  a  iinmé- 
«liatenient 


^' 


(  ■?.  ) 


'^1  =  Pu 


ycoso=  ^?, 


6' 


Asin^O 


0'  = 


7^5 


/«sinnj-r- A 


En  portant  ces  valeurs  dans  T  et  remarquant  que,  T  étant  homojïéne  en 
*f\,  72-  '  '  'y  ^ï:>t  *^'^  *'  actuellement  H  =  T  —  U,  on  trouve 


H 


1 
•> 


P\-^  Pî-^ 


Pi 


/^sin^O-f- A 


C  Asin*0 


]^^/ 


COSÔ. 


<  >n  pourrait  alors  écrire  les  équations  canoniques 


O) 


d\        M 

dt         dpi 

dr,         à\\ 
'''-           dt         ôp,        ^ 

d-:.         ù\\ 
dt        t>/>3 

Pi            (/>i—  />3COSO) 

C                Asin^O 

d'I        ô\\ 
dt         ôp^ 

P'*  —  7^.1  cosO 
"        Asin^O       ' 

r/0         ô\\ 

dt                   i)pr^ 

P^ 
/*sin«0  ^  A  ' 

cos 


0. 


(^[I 

àr. 

^■^ 

o, 

dH 

0<^ 

' 

o. 
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puis 

c//>i  _       dU  _  dpi  _ 

TTT  ~  ~  "^  ~  ^''        HT  ~' 

(1)  ;  îV^  -  _  ^y  -  o      ^  -  - 

cit    "       (>6  ' 

où  nous  n'avons  pas  écrit  explicitement  la  dérivée  — ^«  Ces  équations  ca- 
noniques (3)  et  {\)  définissent  J,  t^,  o,  <{^,  6,  /?t,  />j,  />3,  />*,  />*  en  functi<»n 
de  /.  Le  premier  groupe  est  évidemment  identique  aux  équations  <  i  >.  Le 
deuxième  groupe  donne  immédiatement  les  intégrales  premières 

d'où,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  ou  (3), 

($'=a,,         r/  =  a,,         G(ç>'-+- ^' cosO)  =  «3, 
I  A9in2e6'-î-Ccose(o'H-^'cosO)  =  04. 

Ces  quatre  intégrales  premières  sont  celles  que  nous  av<»ns  trouvées  di- 
rectement (n"  -407)  par  l'application  des  théorèmes  généraux.  Le*  doux 
premières  expriment  que  la  projection  horiz<»ntale  du  centre  iJe  gravité  t>t 
animée  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme;  la  troisième  que  la  C(.»nip«»- 
sante  /*  de  la  rotation  instantanée  est  constante;  la  dernière  que,  dans  le 
mouvement  autour  du  centre  de  gravité,  la  somme  des  moments  dos  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  la  verticale  Gzy  est  constante.  Kn  adjoi- 
gnant à  ces  intégrales  (  jj  l'intégrale  des  forces  vives 

T  —  U  =  h         ou         W  =  h, 

on  obtient  toutes  les  équations  trouvées  directement. 

Appliquons  maintenant  le  théorème  de  Jacobi  :  nous  allons   retrouver 
les  mêmes  intégrales.  L'équation  aux  dérivées  partielles  est 


;    (^^  "^  V  Wôi)      '  \()rj   "^  /*sin«0-^  A  V 


C(»nime  elle  ne  contient  explicitement  dans  les  coefficients  aucune  des 
variables  /,  $,  t,,  o,  ^J/,  on  pourra  tnmver  une  intégrale  de  la  forme 

V  —  —  /</-!-  «1  J  -4-  a^r,  -H  «3©  -4-  a^^Jz-r-  F(6), 

où  h.  «1,  a*,  ^3,  ^4,  sont  des  constantes  et  F(6)  une  fonction  de  0  seuL 
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En  subsliluant  celte  valeur  de  V  dans  (G),  et  remarquant  que  —r  est  égal 
à  F'(0),  nn  a,  pour  délerniiner  F'(6),  l'équation 

F'2(0)  ^  (/^  sinUj  -h  A)  U/t  —  i.^/cosO  —  a\  —  al 

(»n  a  donc,  en  intégrant, 

F(e)=   rv/Z^sin^ô-T-A  /ê  c^O, 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 


a\  I 


e  -^  lll  —  lî^l  CnsO  — rtf  — «î V?    —    T— ^-Tâ(«V— «JCOSO)«. 

"^  *         '        Cl         A  sin-0 

On  a  ainsi  l'intégrale  complète 

V  —  — /t^ -f- «i; -t- «sYi -f- ajo -+- rti'l» -+-   /  //*  sin*6  H- A /q  c^ô, 

axec   cinq    constantes   /t,  aj,  aj,  03,  av  dont   aucune   n'est   additive.   Les 
équations  du  mouvement  sous  forme  finie  sont  alors 

On  a  donc,  puisque  6  dépend  de  A,  «i,  rtj,  «3,  «4,  en  différentiant  sous 


le  signe 


/. 


,  /V^-^in^O-^A   ,_        ,  Tv^/^sinîOH-A    ,^       , 

/V^-^in^O-^A  fa,  cosO  1 

/v//=^sin*0 -t- A  (a^  — «aCOsO) 
75 Asin.O        '^=''^' 


/ 


>//^sin2  0-f- A   ,^ 


I-es  quatre  premières  équations  définissent  la  suite  des  positions  de  la 
toupi»-;  la  dernière  donne  le  temps.  En  remplaçant  la  dernière  intégrale 
par  t  —  /y  dans  les  d«*u\  premières  équations,  on  les  met  sous  la  forme 

î  —  ^1  —  ^'i(<  —  <o;,         Yi  — 62  =  aî(<  —  /o). 

(hi  retrouve  ainsi  ce  résultat  que  la  projection  horizontale  du  centre  de 
gravit»'  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 
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Hnlln,  si  l'on  veut  les  expressions  sous  forme  finie  des  variables  />t.  />j. 

•1  r     .         •  '^^  •    I 

/>3i  Pii  Pi^  "  11*"*  écrire  />v  =  — :  ce  qui  nonne 

/'l  =   «1,  />2=«5,  /?3=«3»  />4=«;. 


/?5  =  //*sin*0-+-  A  /e. 

•2"  Exemple  dans  lequel  les  liaisons  dépendent  du  temps.  —  Appli- 
quons cette  méthrule  au  problème  du  n"  455. 

Mouvement  d\ine  barre  homogène  pesante  mobile  sans  frottement 
dans  un  plan  qui  tourne,  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w.  an- 
tour  d'une  verticale  fixe  du  plan. 

La  position  du  s\sième  dépend  des  trois  paramètres  J,  t,,  0  qui  joueroni 
le  rôle  de  y,,  ^j,  73. 

Supposons  la  niass»'  .M  prise  pour  unité;  on  a,  comme  nous  l*avoii> 
trouvé,   b's  expn-ssions  suivantes  de  la  demi-force  vive  absolue  el   de  la 

fonction  des  forces  : 


T  ^  -  (  ;'2  H-  r/*  -t  A2  0'*  -f-  w«  X «  cos«0  -4-  iu«  Jî  ), 
Il  faut  poser 


iïX  dT  dT 

ce  qui  donne 

équations  qui  sont  immédiatement  résolues  par  rapport  à  Ç',  r/,  0'.  On  doit 
faire  ensuite 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  J',  r/,  6'  par  leurs  valeurs  et  réduisant, 

K=  l(pi^-pl^  J!!l  -  wU»cosîe-to»Ç*y 

Enfin  la  fonclir»n  H  =  K  —  U  a  pour  expression 

H  ^  r  (p\-^  PÎ-^  ^— wU»cos»0  — ti>«îA  — ^T,. 

Les  équations   canoniques  seraient  alors   aisées  à   écrire;    on    vérifiera 
qu'elles  sont  identiques  à  celles  du  n"  455. 

Appliquons  la  méthode  de  Jacobi.  L'équation  aux  dérivées  partielles  est 
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Kn  récrivant 


[(fy-^']-[0'-H 

on  aperçoit  une  intégrale  première  de  la  forme 

V  =  -  ht  -+-  F,($)  -f.  FîCtj  -h  F3(0), 

les    fonctions   Fj,   F2,    F3   des   variables    $,   t),   G   vérifiant    identiquement 
l'équation 

-9./*-h[f;«(0-w*$^]^-If;m^)-2^^] 

-f-  r-^F3*(e)  — toîAîcosîol  =  o. 

Comme,  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles,  les  variables  J,  r,,  6  sont 
regardées  comme  indépendantes,  cette  relation  ne  peut  avoir  lieu  que  si 
chacune  des  quantités  entre  crochets  est  séparément  constante.  Il  faudra 
clone  prendre 

Ï^7(S)  -  wî$«=  -icf,,         F',«(rj  --2^71  =  -Art,, 
d'où,  en  substituant, 

-^F;*(0)— -io«A«cos*e  =  aA  — 2at  — aaj. 

Ces  équations  donnent  F|,  Fj,  F3  par  des  quadratures  et  l'on  a  l'intégrale 
complète 

\  —  —  ht -\-  j  v^to^Ç*-!- 2a|  c^{  4-  /  v^a^r, -h  aaj  t/Yj 
-h  A'  /   ^u)*  A*  cos* 6  H-  2 /<  —  2 «1  —  lUf  rfO, 

avec  les  trois  constantes  ai,  aj,  /i  dont  aucune  n'est  addilive.  Les  équa- 
ti<»ns  du  mouvement  sous  forme  finie  sont  alors 

et 

dV  _ 

dh  -~^'' 
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ce  qui  (luniif,  en  désignant  par  H  la  quantilê  w'A*  cos*0-t-*^  A — a<rt  — ï*»!- 


J  ve 

Ces  équations  donnent  J,  r,,  0  en  fonction  de  t  cl  de  six  constantes  a|, 
a,,  /i,  6i,  ftj,  /y.  On  peut  écrire  les  deu\  premières,  en  tenant  compte  de 
la  troisicnie, 


*' 


d'où  Ton  lire  pour  Jet  y^  des  expressions  identiques  à  celles  que  nous  aViiO: 
trouvées  (  n**  4*^)^. 

L<'s  valeurs  de  />i,  /?2,  />3  sont  enfin 


A 


474.  Théorème  de  Liouville.  —  Liouville  a  indiqué  un  cas  très  étendu 
où  les  équations  du  mouvement  s'intègrent  par  des  quadratures.  Considé- 
rons un  système  sans  frottement  dont  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps  et  dont  la  force  vive  s'exprime  en  fonction  des  paramètres  yi. 
7îî  "M  <]k  s«»us  la  form»' 

vî  T  =  (  \ ,  -f-  A ,  -T- . . .  H-  A  A  )  (  B ,  7  J*  4-  B ,  ^',«  -+- . . .  -4-  Bx.  lyi.'  ), 

où  Al  et  B]  sont  des  fonctions  du  seul  paramètre  91,  A^  et  Bf  du  seul 
paramètre  </2,  et  ainsi  de  suite.  Le  mouvement  de  ce  système  peut  se  caU 
culer  par  quadratures  quand  aucune  force  n'agit  sur  lui,  ou  plus  «générale- 
ment quand  les  forces  actives  qui  s'exercent  sur  lui  dérivent  d*une  ftmction 
de  forces  L'  (</i,  «/j,  .. .,  q/^)  de  la  forme 

A I  -h  A  J  H- ...  -f-  Ajt 

Il  dépendant  de  </i  seul,  ...,  l'v  de  q^  seul.  Un  cas  très  particulier  de  ce 
théorème  a  été  indiqué  à  la  fin  du  premier  Volume  (n**  ^M)5). 

La  méthode  de  Jacohi  donne  immédiatement  le  mouvement  cherché.  Les 
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variahlos/?v  sont  actuellement  définies  par 

py  —  —r  —  (A|-4-  A2-+-. .  .—  Aa)Bv<7v. 

Tirant  île  là  q\,  pour  le  porter  dans  T  et  remarquant  que  II  =  T  —  U, 
rar  T  est  homogène  par  rapport  aux  q\  on  a 

A,-+- A,-*-...-+-A*.  [îVb,         B,    B*/ 

_(U,-+-U.H-...4-U*)l. 
L'équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi  devient  donc,  en  y  faisant 


-yj-f- 


:2[rk(^)'-^^]="- 


A  t  -h  Aj  H-  ...  -h  A  A: 

Klle  admet  une  intégrale  complète  de  la  forme 

>:^  W  =  V,-f-V,-H...-4-V<., 

où  \'i  dépend  uniquement  de  <jr|,  V2  de  q^^  ...,  V^-  de  q/c  En  effet,  substi- 
tuons cette  valeur  de  W  et  chassons  le  dénominateur,  nous  aurons  une 
tupiation  qu'on  peut  écrire 

La  première  parenthèse  dépend  uniquement  de  ^1,  la  deuxième  de 
//2,  ...,  etc.  Comme,  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles,  ces  variables 
•-«•nt  indépendantes,  la  dernière  équation  ne  peut  être  satisfaite  que  si 
t'hacpie  parenthèse  est  sépan*ment  constante.  On  doit  donc  avoir 

—  (  -1 —  )    —  •>. /i  Av —  '2  Uv  =  'irtv  (v  =  I ,  '2,  . .  . ,  A), 

les  lettres  rti,  r/*,  ...,  «^  désignant  des  constantes  dont  la  somme  est 
mille  :  h  —  I  de  ces  constantes  ai,  r/j,  ...,  a^-x  sont  donc  arbitraires  et 
r«»n  a 

r>n  a  alors,  en  intégrant, 

Vv  —    /   v^'^v  \J'i  h  A V  -i-  -2  Uv  -t-  '2  rt V  dq^. 


4io 
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Kn  rt'nipliirant  dans  l'expression  (7)  V|,  Vj.  ...,  V^  par  ct>  valiur*. 
(»n  obtient  une  intc'jj^rale  coniplèle  avec  k  cunstanles  «irbitraire>  ti^. 
fti,  ...,  «A— 1,  /*.  Les  équations  finies  du  mouvement  sont  alui> 


f)\\ 

Oa,, 


—  b^. 


0\\ 


=  t  -  to 


(•X  =z  U    JL, 


k  I  ». 


c'est-à-dire  en  elTectuanl  les  dérivations  et  se  rappelant  la  relati^m  i  î<  ■ 


<(qk 


Ax-h  ^.  LÎA-r-  'xa/. 


=  b'x. 


v=A 


Le  problème  esl  ainsi  réscdu  par  quadratures. 

"iTo.  Théorème  de  StaeckeL  --  ^L  Staeckcl  a  indiqué  dans  les  Com/»t*  > 
rendus  (i^()i)  une  généralisation  du  théorème  de  Liouville.  Cette  ;:éii»-- 
rali^ation  s'applique  à  un  système  dépendant  de  k  paramètres  :  pour  ne 
pas  compliquer  les  notations,  nous  Texposeron!»  dan^  !<■  csis  de  tri*i> 
|»aramètres. 

Soit  A  le  déterminant 


A  =-. 


^i(q\)     ?î(7i)     ?a(^j) 
•^1(^/1)     •t'i(7»)     't'sl*/!) 

/.i(yi)    ytiqt)    7.3(73) 


et  <I>i,  *!>•,  4>3  les  mineurs  de  A  par  rapport  aux  clémenls  Çi,  oj.  sj  ilc  I.1 

première  ligne,  H'i,  ...,  \i,  ...  les  mineurs  relatifs  à  ^i,  ...,  ^| 

Supposons  que  la  force  vive  ïT  d'un  système  et  la  fonction  de   force'»  l 

soif-nt  de  la  forme  (')  suivante 

La   méth(»de  de  Jacobi  \a  permettre  de  déterminer  le   ni«iuveinent  pjr 

quadratures. 

Mous  avons,  en  effet,  ici 


H-  -^(/>î*i-/>î*î-/>5*3) 


/i*i  — /ï*î-^/%*i 


Kcrivons   l'équation   de  Jacobi,   puis  faisons-y  V=  —  /tl-^-W';   IVqua- 


(  '  )   yoir  GouHSAT,  Comptes  rendus,  1898. 
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lion  (J'i  on  W  s'écrit 

/dw\«        /(>w\î        /f)\y\^ 

Cherchons  s'il  existe  une  intégrale  complète  de  la  forme 

W  =  V,(7,)-+-V,(«jr,)-+-V,(gr,). 

Si  nous  observons  qu'on  a 
on  voit  qu'on  prenant 

(•^   )    =  •^(/î-+-/'?2-^ai'{'j-+-«sXî)  =  Fj(y,), 

(^)    =  '>(/3-+-^'?3-+-«i'^3H-«îZ3)  =  ^3(73), 

Téquaiion  (J')  est  vérifiée   identiquement  :  /i,  aj,  «j  désignent  des  con- 
stantes arl)itraires. 
Le  mouvement  est  alors  défini  par  les  égalités 

Le  théorème  précédent  renferme  le  théorème  de  Liou ville  comme  cas 
particulier.  Car,  si  T  et  U  sont  de  la  forme  qu'exige  le  théorème  de  Liou- 
vijle,  on  voit  aussitôt  qu'on  peut  toujours  les  mettre  sous  la  forme  (A). 

On  irriuvera  une  généralisation  de  ce  théorème  dans  une  deuxième 
Note  de  M.  Staeckel  (Comptes  rendus^  7  octobre  iSgS). 

470.  Application  de  la  transformation  de  Legendre  à  Téquation  de 
Jacobi.  —  Dans  la  théorie  précédente  on  fait  jouer  aux  q  et  aux  p  des 
rôles  différents;  mais  il  est  clair  que  dans  le  svstème  canonique 

r/f/y        ()\l  dp^t  d\\  ,  . 

-dt^àf,'     -5r=-5^v     (-  =  '-=».■••'*■); 

les  variables />,  q  jouent  un  rôle  symétrique,  puisqu'il  suffit  de  changer  H 
en  —  H   j>our  substituer  les  p  aux  q  et  réciproquement.   D'après  cela,   il 
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rst  loisible  de  substituer  à  Téquation  (le  Jacobi 


la  siii\ante 


01 


Si  l'on  connaît  une  intéf^rale  complète  \V*(/, />i,  ...,/'ii,  «ii *?i  •  J 

celle  dernière  équation,  on  posera 

ô\\  à\\  0\\ 

(^«1  Oa/,-  ^  Op^ 

et  CCS  égalités  définiront  les  intéjjrales  j*énérales  de  (  i). 

Il  est  bien  facile  d'ailleurs  de  passer  de  Féquation  (a  )  à  l*équalion  (Sm* 
substituant  aux  variables  (j  et  à  la  fonction  V  les  nouvelles  variables  />  < 
la  nouvelle  fonction  \V  lié«'s  aux  premières  par  les  égalités 

ô\ 
/>v=    -—  » 

(i)  {  ''-^ 


'  V  -.  I 


Kn  répétant  le  calcul  à  Taide  duquel  nous  avons  ramené  U*s  équatioD>i 

La^ran^e  à  la  forme  canonique,  on  voit  que  ces  formules  entraînent  V 

suivantes  : 

0\\ 


i-.k 


rAV 


v  =  l 

(A-   _       dW 

01   "         Ot  ' 

Le   cbangement   de  variables  (  \)    transforme    donc    Téquation  (a* 

l'équation  (  3).  A  une  intéj^rale  complète  V'(^,  q\,  • . .,  7*,  <i|,  . . .,  n^]  de  • 

correspond   une  intégrale  complète  W(/, />i. />it ;  ai,  . . ..  «a)  de  « 

et  Ton  a  les  relations 

d\   _       d\\ 

Les  équations  - —   =  o^.  />,;  =   —  (  v  =  i,  î,  .. .,  A)  entraînent  «lonc  n 

les  équations 

0\S            ,                      (>\V 
=  —  c>v>  7v  =  • 
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La  transforinalion  (4)  est  appelée  transformation  de  Legendre.  C'est 
la  plus  simple  des  transformations  de  contact j  dont  on  trouvera  la  théorie 
clans  rOuvrajje  de  iM.  Goursat  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
<  Cliap.  \l). 

III.  -  THÉORÈME  DE  POISSON. 

i77.  Généralités  sur  les  équations  différentielles.  —  Considé- 
rons les  équalions  din'érenlielies  du  mouvement  sous  la  forme 
canonique 

dq^t        d\\  dp^  d\\  ,  , 

L'iiilé^ralion  de  ces  équalions  donne  les  quantilés  q^^  q^,  ..., 
^A,  y9|,  /?2,  ••.,  Pk  en  fonction  de  /  et  de  ik  constantes  arbi- 
traires. On  appelle  intégrale  première  des  équations  diflTéren- 
lielles  du  mouvement  toute  relation  de  la  forme 

/(7i5  ^î7  •  • ..  qk,  pu  Pu  • . .»  Pk,  O  =  G, 

(|ui  est  vérifiée  par  un  système  quelconque  de  fonctions  q^  et/?vi 
satisfaisant  aux  équations  (i).  En  d'autres  termes,  le  premier 
membre  /(yi,  ^2?  •••>  Va,  /'n  P^-»  •••?  Pk-,  l)  de  l'intégrale  pre- 
mière est  ime  fonction  des  ^y,  des  /?v  et  de  /,  qui  reste  constante 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  et  cela  quelles  que  soient 
les  conditions  initiales.  H  est  évident  que,  siy*  :=  C  est  une  inté- 
grale, il  en  est  de  même  de  F(/)  =^  C\  F  élant  une  fonction  dey. 
Deux  intégrales  premières 

/i(7i'  72'  •  •  •'  7>^'  Pu  Pu  "  '^  Pk,  /)  =  Ci,        /i=  Gj 

sont  dites  distinctes  si  Tune  des  fonction>,y2  pai'  exemple,  n'est 
pas  une  fonction  de  l'autre,  c'est-à-dire  s'il  n'existe  pas  une  rela- 
tion de  la  forme 

A=Vifo- 

En  général,  /i  intégrales  premières 

sont  distinctes  si  aucune  des  fonctions,  f^  par  exemj)le,  ne  i)eut 
s'exprimer  en  fonction  des  autres,  sous  la  forme 

f\i.  =  ^  {f\i  fl yjA-l'  .'{J.-^-l.'    -  •  "I  fn^' 
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Il  esl  évident  que,  si  Ton  connaît  n  intégrales  premières,  klles 
(\K\ii  (•>  ),  la  relation 

F(/, /j fn)^-  C 

esl  encore  une  intégrale  première;  mais  elle  n'est  pas  disliocle 
des  intégrales  (2). 

Lorsqu'on  connaît  2  A*  intégrales  premières  distinctes 

(5)  /i"'*1t        ft=Ci,         •••,        fil— eu  j 

le  système  (i)  est  intégré,  car  ces  2 A*  équations  simultanées  d^ffi- 
nissent  ^y, ,  ^2?  •  •  •  >  <7A"»  />i  ,  Pu,  .  .  . ,  />a  en  fonction  de  f  el  de  ail 
constantes  arbitraires.  Les  équations  (1)  sont  intégrées. 

Inté florales  quelconques.    —  On  dit  en  général  qu'une  relation 
de  la  forme 

est  une  intégrale  des  équations  (i)  si  elle  est  vérifiée  idenlique- 
nient  quand  on  y  remplace  les  q^  et  les  p^  par  une  solution  quel- 
conque du  système  (i)  et  les  constantes  C|,  c^,  •-  •,  t'm  par  des 
valeurs  constantes  convenablement  choisies. 

Quand  une  intégrale  ne  contient  qu\ine  constante  C|,  ou  peat 
la  résoudre  par  rapport  à  cette  constante  et  Fccrire 

/i(7ii  72ï  •  •  »  VA»  /'lî  Pi*  '  ••»  P*^^  0  =  G; 
c'e^l  donc  une  intégrale  première. 

i78.  Conditions  pour  que  /=  C  soit  une  intégrale  première: 
parenthèses  de  Poisson.    -  Soit 

f^'/lif/i VA»  Pu  Pt,  '",  Pki  /)  =  c,  ; 

une  intégrale  première  des  équations  canoniques  du  mouve- 
ment (1).  La  fonction  /restant  constante,  par  hypothèse^  quand 
on  y  remplace  les  </v  et  les  /^y  p^r  ^^^  solutions  quelconques  de$ 
équations  (1),  la  dérivée  totale  de  y*  par  rapport  à  /  doilélre  nulle: 

Otfi    dt      '    Oq^    dt         '  '  '   '    fjfj^^    jg  ^p^     ^g 

»/  ^*  ,  ^y  _  „ 

ô/ik    dt  fit         ' 
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OU,  en  remplaçant  —j^  et  -^  par  leurs  valeurs  (i)  et  écrivant  les 
termes  dans  un  autre  ordre, 

\  0(ji  ôpx         dpi  dqi        Orji  dp^        dp^  àq^ 

\  àqk  àpk        ùpk  àqk        dt 

Cette  condition,  devant  être  satisfaite  par  toute  solution  des 
équations  (i),  doit  être  satisfaite  identiquement  y  quels  que  soient 
7i  7  <7->î  •  •  •  1  Qk'i  P\  »  />2î  •  •  •  j  Pky  ^  ;  en  eflTet,  cette  condition,  devant 
être  satisfaite  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  doit  Têlre  à 
lin  instant  quelconque  ^o?  regardé  comme  instant  initial,  et  Ton 
sait  qu'à  cet  instant  on  peut  donner  à  q^^  q^^  .  .  . ,  <7a,  /?i,  p^i  •  •  •  7 
pf(  des  valeurs  initiales  arbitraires;  la  condition  doit  donc  être 
satisfaite  quand  on  donne  à  toutes  les  variables  qui  y  figurent  des 
valeurs  arbitraires;  elle  est  identiquement  satisfaite. 

Parenthèses  de  Poisson.  —  Soient  '^  et  'l  deux  fonctions  quel- 
conques de  <7i,  e/o,  •  '  ">  ^Jkj  ptj  Pu  ..., /?A  et /,  nous  emploierons 
la  notation  ('^,  'l)  pour  désigner  l'expression  suivante  : 

I    p^       f  j   1    — — •  __       _    _ . .       _  _  — .      _       — 


<?-'^)  = 


àq\   àpx         Opi   Oqi         ôqi  dpi         dp^  ôq^ 
àqk  àpj,         Opf,  Oqi,^ 


appelée  parenthèse  de  Poisson, 

D'après  cette  notation,  la  condition  pour  que  /=  C  soit  une 
intégrale  première  s'écrit 

V  oici  quelques  propriétés  de  ces  parenthèses  qui  nous  seront 
utiles  plus  loin. 

Si  l'une  des  fonctions  'o  ou  •]>  est  constante,  la  parenthèse  (cp,  i) 
est  nulle;  si  Ton  permute  f  et  à  ou  si  l'on  change  une  des  fonc- 
tions 'j  ou  'l  de  signe,  la  parenthèse  change  de  signe. 

Les  fonctions  o  et  6  peuvent  contenir  explicitement  la  lettre  t; 
en  prenant  la  dérivée  partielle  de  (j,  ^)  par  rapport  à  /,  on  trouve 
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une  expression  qu'on  peut  écrire 


Ot  ^d  |_    dtj^f       dpyf  dp 


àpM       àq\  J 


2 


c'est-à-dire 


\_dqs      dp^t  ôpy,       dqu     J 


^- (5' *)-(».#) 


479.  Identité  de  Poisson.  —  Entre  les  parenthèses  de  tnus 
fonctions  associées  deux  à  deux  a  lieu  une  identité  remarquable 
qui  nous  conduira  immédiatement  au  théorème  de  Poisson.  Pour 
établir  cette  identité,  nous  ferons  d'abord  la  remarque  suivaole  : 

Soit  /  une  fonction  de  ^r,,  ^r^,  . . .,  qi^^  ^,,  p^^  . .  .,/>*,  pouvant 
d'ailleurs  contenir  /,  et  A|,  A  2,  .. .,  Aoa  des  fonctions  des  mêmes 
variables;  posons 

A  (y)  signifiant  qu'on  eflTectue  sur  y  l'opération  exprimée  par  le 
second  membre;  puis,  en  appelant  B,,  B2,  ...,  Bjjt  d'autres  fonc- 
tions des  mêmes  variables,  posons  de  même 

(G)        \Mf)  =  B,  ^L  _^. .  .^.  Ba  -^  -+-  B^^i  ^  ^. .  .-^  B,A  ^. 

ôq^  Oqk  àpi  dpt 

Considérons  ensuite  f  expression  A[B(/')],  obtenue  en  rcmpl*" 
ranl,  dans  les  deux  membres  de  (5),  /  par  B(y),  el  Fexpressio* 
B[A(/)],  obtenue  en  remplaçant,  dans  les  deux  membres  de  (6)* 
/  par  A(/),  la  différence  A[B(/)]  —  B[ A(/)]  ne  coniitni^ 
de  dérivées  secondes  de  f.  C'est  ce  qu'on  vérifie  immédialein*!^ 

Par  exemple,  dans  A[B(/)],  les  coefficients  de  -r~  el       "^sont 

respectivement  A,  B,  et  AtBj-f-  AjB,  ;  dans  B[A(/)],  les  coett- 

cients  de  --^  et  - — J—-  sont  les  mômes;  ces  dérivées  dispaniss^' 

ôq\         OqxOqt  '  ^ 

donc  quand  on  fait  la  différence.  Il  en  est  de  même  pour  tocUi 
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autres    dérivées    secondes,    par    exemple    pour   —^,   - — ^!— , 

f 

-^^— >  etc. 

^eci   posé,  soient  /*,  cp,   i   trois  fonctions  quelconques  de  <yi, 
•    ••  fjki  P\j  Pi-,  •  •  -^  Pkt  ^-  Formons  les  parenthèses 

Ton  permute  circulairement  les  lettresy',  'f? '^'  On  a  identiqiie- 
nt 

s  t- à-dire 

C'est  là  ridentité  indiquée  par  Poisson.  On  peut  la  vérifier  par 
calcul  direct;  on  abrège  le  calcul  par  la  remarque  suivante, 
e  nous  empruntons  à  M.  Goursat  (^Leçons  sur  ^intégration 
s*  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  p.  i32; 
L)i).  Cliacjue  terme  du  premier  ordre  de  Tidenlité  (7)  à 
montrer  est  le  produit  d'une  dérivée  du  second  ordre  par  deux 
rivées  du  premier  ordre;  il  suffit  donc  de  prouver  que  ce  pre- 
er  membre  ne  contient  aucune  dérivée  du  second  ordre.  Nous 
ons  montrer,  par  exemple,  qu'il  ne  contient  pas  de  dérivées 
rondes  de  y,  c'est-à-dire  que  tous  les  termes  renfermant  des 
rivées  du  deuxième  ordre  de  f  disparaissent.  Les  termes  rcn- 
manl  des  dérivées  secondes  de  y  proviennent  tous  de 

:st-à-dir(; 


1  ' 


I  |)eut  encore  s  ernre 

Nous  p(3UV()iis  alors  poser 

isque  ces  deux  expressions  sont  linéaires  par  rapport  aux  déri- 
es (\*i^  f\  I  e\|>ression  précédente  (8)  s'écrit  avec  cette  notation 

V[B(/il-H[.V(/;|; 
A.,  11.  27 
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elle  ne  coolient  donc  pas,  d'aprcs  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut, 
de  dérivées  secondes  de  /. 

L'identité  de  Poisson  étant  ainsi  établie,  on  en  conclut  facile- 
ment le  théorème  découvert  par  Poisson,  dont  Jacobi  a  fait  res- 
'  sortir  toute  l'importance  : 

480.  Théorème  de  Poisson.  —  Si 

^iÇii  Çii  •  ••>  7*»  Pii  Pi'»  "-1  Pk,  f)  =  a, 

'^{quqt^  '",qk, Pu pt^  --^ pk, t)  =  b 

sont  deux  intégrales  premières  des  équations  du  niouvententy 

en  est  une  troisième.  Puisque  '^  =  a  et  6  =  0  sont  des  intégrales 
premières,  on  a  identiquement 

II  faut  montrer  qu'alors  (cp,  '|»)  =z  c  est  encore  une  intégrale, 
c'est-à-dire  que  les  deux  identités  (9)  entraînent  la  suivante  : 

((=,^),H)^%il=o. 

En  eflTet,  d'après  l'identité  de  Poisson  appliquée  aux  trois  fonc- 
tions H,  îp,  'i,  on  a 

c'est-à-dire,  d'après  les  identités  admises  (9)  et  en  se  reportant 
aux  propriétés  des  parenthèses, 


•M.,^))-(..S)-(S'*)=0' 


ou  encore 

^t 


qui  démontre  que  (cp,  i)  =c  est  une  intégrale. 

Il  semblerait,  d'après  cela,  qu'il  suflGrait  de  conoaitre  deux 
intégrales  des  équations  du  mouvement  pour  pouvoir  achever  Tin- 
tégration,  puisque  de  deux  intégrales  on  en  déduit  uoe  troisième; 
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en  combinant  cette  nouvelle  intégrale  avec  une  des  premières,  on 
en  aurait  une  quatrième,  et  ainsi  de  suite.  Mais  il  peut  arriver 
que  ('v,  (!>)  se  réduise  identiquement  à  une  constante  ou  à  une 
fonction  des  intégrales  déjà  obtenues.  Il  en  résulte  que,  dans  la 
pratique,  le  théorème,  sans  être  en  défaut,  n'a  pas  toute  l'impor- 
tance qu'on  pourrait  lui  attribuer  d'après  son  énoncé. 

i81 .  Cas  où  H  ne  contient  pas  t.  Remarque  sur  l'intégrale  des 
forces  vives.  —  SI  H  ne  contient  pas  ^,  ce  qui  a  lieu  en  particu- 
lier quand  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps  et  qu'il  j  a 
une  fonction  de  forces  U(yi,  q-i^  ...,  7^)7  'es  équations  cano- 
niques admettent  l'intégrale  première 

H  =  /i, 

qui,  dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  d'indiquer,  coïncide 
avec  rinlégrale  des  forces  vives.  Soit  alors 

une  deuxième  intégrale  première.  D'après  le  théorème  de  Poisson 

(10)  (H,(p)  =  c 

est  encore  une  intégrale  première.  Mais  o  ^=  a  étant  une  intégrale, 
on  a  identiquement 

l'intégrale     10)  s'écrit  alors 

dt 

Ainsi  quand  H  ne  contient  pas  t,  si  ^  =  a  est  une  intégrale, 

— t  =  c  en  est   une   deuxième;  de  même  -r-r  =  c    en    est  une 
ôt  ot^ 

autre  y  etc. 

Dans  le  cas  où  'v  ne  contiendrait  pas  /,  on  aurait  identiquement 

(  'V,  H  )     -:  O. 

Le  théorème  de  Poisson,  appliqué  à  l'intégrale  des  forces  vives 
H  zi=  A  combinée  avec  une  autre  intégrale  o  =  a^  ne  contenant 
pas  t,  conduit  donc  à  une  simple  identité  ('^,  H)^  o. 
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Nous  renverrons  pour  plus  de  détails  aux  Leçons  de  Jacobi,  el 
à  l'ouvrage  de  M.  Goursal  :  Sur  r intégration  des  équations  aux 
dérii'ées  partiel/es. 

48:2.  Exemple.  —  Prenons  un  exemple  tout  à  fait  éléineutairo,  fii  ct»n- 
sidérant  le  mouvement  iVun  point  libre  <le  masse  i  attiré  par  l'oripne  o 
proportionnellement  à  la  distance.  Alors  x,^',  z  ilésignant  les  c«»onli»nnre> 
rectangulaires  du  point,  on  a 

Les  coordonnéï's  étant  appelées  ^i,  «y*,  «y.^,  on  a 


I  ,     .  ..  .  u 


î 


Les  équations  du  mouvement  sous  forme  canonique  sont 

(t(j\    _  d(]'>  dq^ 

-^     -    /'H  -dJ-^''''  If-'''' 

1.  On  a  (fabord  deux  intégrales  premières  en  appliquant  le  théurém*' 
des  aires  à  la  projecti«»n  du  mouvement  sur  deux  plans  coordonnés  :  c<*?> 
intéjjrales  sont 

(II)  P3qi--f/3Pi^  Ci,         Pif/ti    -f/iPz=  Cl. 

Appliquons  le  théorème  de  Poisson  :  en  appelant  ^  et  ^  los  prcniii*r« 
membres  de  ces  deux  «Mpialions,  la  relation 

c'e>l-à-dire,  en  «létaillant, 

(h    d'if         Oo    (hlf         <)x>    O'I         ôo    O'I         ôo    thl  chs     #W# 

i>7,  tV>,        Opi  ô(jx        0(ji  i)pt        Opt  0</i        d</a  ôpt        Op^  àtft         " 

est  une  nouvelle  inté<;ral<>.  En  faisant  le  calcul,  on  a  immêiliatement 

e'est  bien  une  nouvelle  intégrale  qui  exprime  que  le  théorémo  «les  aiir» 
s'applique  à  la  pn>jeetion  du  mouvement  sur  le  troisième  plan  counlonnr. 
En  continuant  à  appliquer  le  théorème  de  Poisson  à  cette  iiuo%'elle  intè- 
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jîralo  combinée  avec  l'une  des  deux  précédentes,  on  retrouvera  l'autre.  Ce 
ihéorème  ne  donne  plus  d'intép^rales  nouvelles. 

ff.   f.es  équations  du  mouvement  admettent  l'intégrale  première 


(i4)  />{-+- I^'7Î=«i 


facile    à    vérifier.    Combinons-la   avec    une   des   intégrales   des   aires,    par 
exemple  avec  l'équation  (i3). 

En  égalant  à  une  constante  la'parenthèse  (12)  formée  avec  les  deux  pre- 
miers membres  de  ces  dernières  intégrales  (i3)  et  (i4)ï  ^"  «^ 

intégrale    nouvelle.    Combinons-la   avec    l'intégrale   des    aires    (i3),    nous 
avons 

Pl  -+-  K*7l  —  (P\  -+-  K'^Î)  =  con^^M 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  (i4)» 

Cette  intégrale   n'est  pas  nouvelle;  elle  est  une  conséquence   des   précé- 
dentes, comme  le  montre  l'identité 

Les  équations  (i3),  (i4)  et  (i5)  entraînent  donc  l'intégrale  a^. 

Les  cinq  intégrales  (11),  (i3),  (i4)>  ('5)  étant  distinctes,  on  ne  peut 
pas,  en  égalant  à  des  constantes  les  parenthèses  de  Poisson  formées  avec 
ces  intégrales  associées  deux  à  deux,  obtenir  une  sixième  intégrale  dis- 
tincte. En  effet,  toutes  les  nouvelles  intégrales  ainsi  formées  sont  indépen- 
rlantes  de  /,  et  il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  intégrales  distinctes  ne  contenant 
pas  /:  car,  s'il  en  existait  six.  elles  donneraient  pour  les  six  variables  ^1, 
</2'  q^i  Pif  Pii  Pi  ^^^^  valeurs  constantes. 

Voyons  maintenant  quel  parti  on  pourra  tirer  d'une  intégrale  conte- 
nant /. 

ni.  En  se  reportant  aux  équations  du  mouvement,  on  constate  facile- 
ment qu'elles  admettent  l'intégrale  première 

(iG)  [A<73COs;jt/— pasinji/  =  ^^ 

contenant  le  temps.  Nous  allons  appliquer  le  théorème  de  Poisson  à  cetle 
intégrale  associée  successivement  aux  deux  intégrales  des  aires  (11).  Nous 
obtenons  ainsi  les  deux  intégrales  nouvelles 

\    IJ171COSJJL/— />|Sin  ;a^  =  ^,, 
<  17) 

/   (jL^jCOSjJi/— /?2sin  [Jit  = /C'a. 

Le>  six   intégrales  (  1 1  ),  (  i3),  (  ifi)  et  (  17)  ainsi  formées  ne  sont  encore 
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points  (lu  système  sont  des  fonctions  du  temps  qui  satisfont  aux  équations 
de  liaison  et  qui  prennent  des  valeurs  données  d'avance  aux  instants  to  et 
ff.  Soient  x-^ox^y-^oy,  z  -^  oz  des  fonctions  quelconques  de  t  infini- 
ment voisines  des  fonctions  x^  yy  z  qui  correspondent  au  mouvement  na- 
turel, ces  nouvelles  fonctions  satisfaisant  également  aux  équations  de  liaison 
et  prenant  aux  instants  ^o  et  ti  les  mêmes  valeurs  que  .r,  j',  js\  de  cette 
façon,  ox,  oj',  8^  sont  des  fonctions  de  t  infiniment  petites,  s'annulant  aux 
instants  /q  et  ti  et  définissant,  dans  l'intervalle,  des  déplacements  compa- 
tibles avec  les  liaisons.  Désignons  par  T  =^ -^I.ni(x'^-\- y^-h  z'^)  la  demi- 
force  vive  du  système  dans  le  mouvement  naturel  ou  réel  du  système,  et 
oT  la  variation  que  subit  cette  force  vive  quand  j-,  ^,  z  subissent  les  va- 
riations ojT,  or,  oz  définies  plus  haut.  Le  principe  d'Hamilton  consiste  en 
ce  que  l'intégrale 

0-5=    f  \ùT-\-y:{\ox-i-\^y-^Zoz)](/t 

est  égaie,  à  zéro,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  oar,  oj',  os  satis- 
faisant aux  conditions  indiquées:  la  somme  ]S  figurant  sous  le  signe    /  est 

t'tendue  à  toutes  les  forces  données  autres  que  les  forces  de  liaison.  Pour 
démontrer  que  o-'>  est  nul,  remarquons  que  oT  est  égal  à 

-Lmix'Zx'—yiy'-^z'^z'). 
Or,  on  a 

r''        .-.^s  r''       dx^dx,  /•'•      dx  ^^ 

I      nix  ox  dt  =    I      fn-j-  0  -—  dt  =    1      m—j-  dox, 
./  .A  dt      dt  J  dt 

la  «•  «0 

>  dx  ,     ,      ,  dttX    «•.     .      .  .  ,     . 

caro-y-  est  égale  '^^—rr'  l^-n  intégrant  par   parties,   on   peut  écrire    cette 

dernière  intégrale 


dx  ^ 
ni  — .-  OcT 
dt 


dt^ 


0 


OÙ  la  partie  intégrée  est  nulle,  car  Ix  s'annule  aux  limites.  On  transfor- 
mera (le  Miéme  chaque  terme  de  l'intégrale    /    oT  dt  et  l'on  trouvera  fina- 


Icnieiit 


o->  — 


c'est-à-dire  o.*>  —  o,  comme  il  résulte  de  l'équation  (i)  qui  est  applicable, 
puiscjue  ox,  oy,  rjz  sont  des  dt'placements  compatibles  avec  les  liaisons  qui 
ont  lieu  au  fenips  t. 
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points  (lu  système  sont  des  fonctions  du  temps  qui  satisfont  aux  équations 
de  liaison  et  qui  prennent  des  valeurs  données  d'avance  aux  instants  /©  <ît 
/j.  Soient  X  -h  ox^y  -^-  ùy,  z  -h  oz  des  fonctions  quelconques  de  t  infini- 
ment voisines  des  fonctions  Xy  y^  z  qui  correspondent  au  mouvement  na- 
turel, ces  nouvelles  fonctions  satisfaisant  également  aux  équations  de  liaison 
et  prenant  aux  instants  ^o  t^t  'i  ies  mômes  valeurs  que  .r,  j',  s\  de  cette 
façon,  oj",  oy,  oy  sont  des  fonctions  de  t  infiniment  petites,  s'annulant  aux 
instants  /q  et  ti  et  définissant,  dans  l'intervalle,  des  déplacements  compa- 
tibles avec  les  liaisons.  Désignons  par  T  =  -^Zni(x'^-^ y^-h  z'^)  la  demi- 
forct!  vive  du  système  dans  le  mouvement  naturel  ou  réel  du  système,  et 
oT  la  variation  que  subit  cette  force  vive  quand  x,  y^  z  subissent  les  va- 
riations 0^-,  o>',  0^  définies  plus  haut.  Le  principe  d'Hamilton  consiste  en 
ce  que  l'intégrale 

0--^=    f  \^T -\-:L{\^x-r-\ly-^Zlz)]dt 

est  é finale  à  zéro,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  o:r-,  o^',  os  satis- 
faisant aux  conditions  indiquées:  la  somme  X  figurant  sous  le  signe    /  est 

étendue  à  toutes  les  forces  données  autres  que  les  forces  de  liaison.  Pour 
démontrer  qu<;  o-'>  est  nul,  remarquons  que  oT  est  égal  à 

I,m(x'ox'-r-y^y'-r-  z'^z'). 
Or,  on  a 

./  J.  dt      dt  ./  dt 

(0  'û  <0 

c,\rl-j-  est  é'^ale  ^ —jt'  Kn  intégrant  par   parties,   on   peut  écrire    cette 


dernière  intéirrale 


dx  ^ 
ni  — .-  fjx 
dt 


'•         r         a*x  ^ 
—    I      ni  \j  ^  oxdty 


dti 


où  la  partie  int«'grée  est   nulle,  car  ox  s'annule  aux   limites.   On  transfor- 
iiirra  (le  même  chaque  terme  de  l'intégrale    /    oT  dt  et  l'on  trouvera  fina- 


lement 


r'est-à-«iire  o.-\  —  o,  comme  il  résulte  «le  l'équation  (i)  qui  est  applicable, 
puis(|ue  0^,  oj^,  0^  s<jnt  des  (bplacements  compatibles  avec  les  liaisons  qui 
ont  lieu  au  temps  t. 
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48i.  Équations  de  Lagrançe  déduites  du  principe  d*Hamilton.    -  Lr 

principe  <riIaniilton  fournit  un  nioveii  simpK*  «rétublir  les  équation»  lie 
La};:ran«;o,    p<»ur  un  s\stènie  iiolonomc.  Supposons  qui*  la  position  du  m^ 

tenu'  <Jé|>cn<l«'  <Jf  A-  paramètres  indépendants  gr,,  gr,, ,  gi-.  Dans  le  uiou- 

Acnicnl  réel  du  s>stèmc  qij  yj,. . .,  ç/i  sont  des  fonctions  de  /  qui  prrn Dent 
des  valeurs  données  pour  /  = /q  et  /=  /,,  puisque  les  positions  Pi  fl  P|du 
système  à  ces  instants  sont  supposées  données.  Pour  faire  subir  à  rliaqnr 
instant  au  s\stème  un  déplacement  compatible  avec  les  liaisons,  défiDi  pr 
le>  variations  oj",  or,  o^  des  coordonnées,  nulles  aux  instants  /«  pl  (|,  il 
suffit  de  faire  subir  à  71,  ^j,  ...,  yx-  des  variations  arbitrairet,  lq\ 
oçfj  . .  .,o</x  nulles  aux  mêmes  instants. 

Alors  la  somme  2  (\oj"  -\-\oy  -i-  Zo-3)  prend  la  forme 


Qi^7i^  QiO<7i 


Qxo^x 


(n'  iil):  en  outre  T  est   une   fonction  de  çi,  g^, iÇi'- Ç'i^Ç't ^4 

et  f.  Donc,  d'après  le  principe  dllamilton,  si  çi^çt,  ..  ,,yA-  sont  \e>  fuif- 
ti<»ns  de  /  correspondant  au  mouvement  naturel  ou  réel  <lu  svslème,  IVi- 
|>ression 

e>l  nulle  quels  que  soient  o^i,  oçt o^x-  Or,  on  a,  à  cbaque  instant  /. 


0  I    =   -: 0<7i  -i- 


<h, 


1 


àqk 


07A 


Portons  celte  valeur  dans  o-"^,  puis  transformons,  par  rintéjîralioii  |>«f 
parties,  Ic^  termes  en  cy',,  oy'j, . .  .,oyi-.  Nous  avons,  par  evemplf  : 


r'"  oT  >  ,  .      r''  OT 


».      .'       dl\àq;)'" 


ou  I  on  remarque  que  oy ,  =  o  --j—  =  — -j^—-  La    partie   intejrreo  est  BiWt 

car  0^1  s'annule  aux  limites.  Faisant  la  même  transformation  pourtour  I" 
termes  en  0(/v,  on  a 

où  l'on  n'a  écrit  que  le  terme  en  o^i,  les  termes  suivants  s*obtenaBt  p«r 
permutation  des  indices.  Cette  expression  0'*^  devant  être  nulle  quelles q'*' 
soient   les  valeurs  de  071,  o^j 07^  en  fonction  de  /,  il  faut  qw  l<^ 

coefficients  de  ces  variations  soient  tous  nuis  sous  le  sîj:no    I  •  Ea  ^* 
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('galant  à   zéro,   on  obtient  les  équations  du   mouvement  sous  la    forme 
«loiinée  par  Laji;rang:e.  » 

Le  calcul  précédent  ne  s'applique  pas  aux  systèmes  non  lionolomes,  car, 
pour  un  tel  système  on  n'a  plus  dcq  =  ùdq.  (Voir,  Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France^  décembre    1898.) 

48o.  Cas  particulier  où  les  composantes  suivant  les  axes  des  forces 
appliquées  sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  U  des  coordonnées 
et  du  temps.  —  Dans  cette  hypotliése  la  somme  des  travaux  virtuels 
1(  Xo.r -+- Yoj' -T- Zo5  )  est  la  différenlielle  totale  oU  de  la  fonction  U 
prise  en  regardant  t  comme  une  constante.  On  a  alors 

?A  =    r  YoT-i-oU)rf/  =  o    f\T-^V)dt. 

«O  «Il 

Le  principe  d'Hamilton  s'énonce  alors  sous  une  forme  élégante.  Si  ron 
se  donne  les  positions  du  système  aux  instants  to  et  t\^  la  variation 
que  subit  V intégrale 


:s  =  r  \T-^V)dt, 


quand  on  passe  du  mouvement  naturel  à  tout  mouvement  infiniment 
voisin  compatible  avec  les  liaisons  est  nulle.  On  trouve  donc  le  mouve- 
ment naturel  en  clierchant  quel  est  le  mouvement  compatible  avec  les 
liaisons  pour  lequel  l'intégrale  ^  est  maximum  ou  mininmm^  car,  pour 
trouver  ce  mouvement,  il  faut  précisément  égaler  à  zéro  la  variation  de  «5. 
Cela  ne  veut  pas  dire  que  le  mouvement  naturel  rende  nécessairement  l'in- 
li'grale  ^  maximum  ou  minimum.  M.  Darboux  a  montré  que,  si  U  ne  con- 
tient pas  /,  l'intégrale  ^  est  minimum  pour  le  mouvement  naturel  à  con- 
dition que  ^1 — ^0  ^oit  suffisamment  \wùt  (Leçons  sur  la  théorie  fi'énérale 
des  s  u  r faces ,  l .  II), 

480.  Principe  de  la  moindre  action.  —  Ce  principe,  moins  général  que 
le  principe  d'Hamilton,  s'applique  au  mouvement  «l'un  système  assujetti  à 
«les  liaisons  indépendantes  du  temps  et  soumis  à  des  forces  dérivant  d'une 
fonction  des  forces  U.  Le  principe  «le  la  moindre  action  exprime  une  pro- 
priété géomcHrique  indépendante  de  la  notion  i\\\  temps. 

Soit  T  la  demi-force  vive  du  s>stème;  en  appliquant  au  mouvement  le 
lliéMirème  des  forces  \ives,  on  a,  puisque  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps  et  que  U  ne  contien!  pas  t. 

'}.  > 

La  |)Osition  du  système  dépend  de  k  paranièlres  géométriques  indépen- 
«Lints  ^1,  </•>,  ..,7/.,  de  sorte  que  les  coordonnées  d'un   point  quelconque 
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j-,  y.   z  <lii  >y<t«>iihr  '«'cxprimonl   |)ar  <I«*s  fcmclions  *W  ors  |»aranictri'«>  nr 
conh'naiit  |>;i<  f. 

./•  ---  -^(vi,  vt r/kh      y  —  '^i<j\^<h,  — qk),     -  "  »3t«/i,7î.  — qk 

l'oiir  ol>t(;nir  un  <lé|)lac<;iiicnt  infiniment  petit  <lu  système  il  suffit  d** 
l'air»'  varier  c<*s  paramètres  <Ic  dqx^  diji^  .  ..,  dqk\  alors  x,  j',  ^  <ulii*senl 
«les  arcroissements  dx^  dy^  dz\  posons 

d'^^'-r-.^  m  (  dx^  -r-  dT^»  -4-  dz^  ), 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  points  du  système.  En  y  remplaçant  dr, 
dy^  dz  par  leurs  expressions  en  fonction  de  dq^^  dq^^  ...,  dq^^  on  trouve 
pour  r/S*  une   forme   quadratique  de  ces  différenlielles 

r/S«  ~  S  a/y  dqi  dqj         (  aij  =  aji), 

les  e«»effieienls  a/y  l'Mant   fonctions  de  ^j,  ^j,  ...,  qt.  I-a  force  vive  Siwi-î 

dS* 
est  alors  -^  el  Tintéf^rale  «les  forces  vives  s'écrit 

dS         r-r r 

Nous  supposons,  dans  la  suite,  que  la  constante  des  forces  vives  h  a  une 
valeur  d«'lernmiée. 

Considérons  alors  deux  pttsitions  Po  et  l*i  du  système  correspondant  au\ 

valeurs  u/i  ^u»  ('/î)»» (  7*  )o  «t  ^7i)ii  (</t)ii  •••»  (Çk)i  «les  paramètres. 

Au  point  de  vue  purement  ^géométrique,  on  peut  amener  le  système  d'une 
position  à  l'autre  d'une  infinité  de  manières  :  pour  avoir  Tune  de  ces  ma- 
nières il  *îuflît  d'exprimer  qi,  «/j,  . ..,  qj^  en  fonctions  continues  d'un  para- 
métre À 

{■*)  7i--/i^>>.       q*  —  fiO^K        ...,       fik=^fki^)^ 

de   telle    façon    que    pour   X  =  A^.    les    paramètres    prennent    les    valeur* 

\q\\ vVaX»  eorrespimdant  à  la   position   P^  et  que   pour  A  = /.|  iU 

prennent   le»*  valeurs  ^71  >|.  «</•»* {gk)i  corres|M)ndant  à  l*|.  Alor«  X 

variant  d'une  manière  eontinue  de  \^  à  Xi  le  système  passera  d'une  ma- 
nière continue  de  la   première  position  à  la  seconde.  A  chaque  choi\  de« 

toneiions  /*|.  /*• t\  rorrespondra  ainsi  une  façon  d'amener  le  »y*tème 

de  la  position  P,.  à  la  position  Pi. 

I%u  emplo\ant  un  lani;a^e  f:eométrique,  nous  regarderons  Ç|,  y, qi 

eoiuiiie  l«'H  eoi»rdonnées  d'un  ptûnt  dans  un  espace  a  k  dimensions  :  le* 
poNiiion<^   P,.  et    P|  eorre>pondont   al*»rs  à  deu\   p4»ints  de  cet  espace,  d^ 

eoordiHHieeH  i  7,  »,..  v  7.  \ v  7;  -.>  et  t  71  )|,  t^t  )|,  ...,  (7it)i  :  !•  *ucce*- 

Mou  de"»  poHit<^  delini^  par  lo^  reLition*»  (i),  quand  X  varie  de  X«  à  Xt.con* 


CHAPITRE    XXV.    —    ÉQUATIONS    CANONIQUES.  4^7 

stiluo  une  courbe  G  joignant  les  deux  points  Fo  et  Pj.  On  appelle  alors 
action  <lo  Pq  à  Pj  le  long  de  la  courbe  G  l'intégrale 

ip,) 
■(p«) 


Ao  =      /  V^2  U  -h  2  /l  rfS 


prise  le  lon^  de  cette  courbe.  Appelons  ^i,  ^j,  . . .,  q/,  les  dérivées  pre- 
mières de  ^1,  </2,  . . .,  (jk  par  rapport  à  X,  en  indiquant  la  dérivation  rela- 
tive à  X  par  un  point  placé  au-dessus  des  ^;  alors,  le  long  de  la  courbe  C, 
on  aura,  puisque  le  long  de  cette  courbe  ^/|,  ^j,  . , .,  ça-  sont  fonctions  de  X, 

{iS  =  /s  aij  dqi  dqj  =  /S  a/y  ^/  ^y  e/X, 

car  dqi  —  qi  c/X,  etc.  Nous  appellerons  0  la  forme  quadratique 


^='-^<^ijqiqj=\ 


rfX« 

Alors 


Pour  chaque  courbe  joignant  les  deux  points  Po  et  Pi,  c'est-à-din*  pour 
lin  choix  déterminé  des  fonctions /i, /j,  ...j/a-,  cette  action  a  une  valeur 
déterminée.  !.e  principe  de  la  moindre  action  consiste  en  ce  que,  ii  l*on 
cherche  la  courbe  G  par  laquelle  il  faut  joindre  les  deux  points 
pour  que  «l,  soit  un  minimum,  on  trouve  que  cette  courbe  doit  être 
une  des  trajectoires  que  suit  naturellement  le  système  quand  on  le 
lance  de  Po  de  telle  façon  quUl  atteigne  Pi,  la  constante  des  forces 
vives  étant  h.  Dans  cet  énoncé  nous  appelons  trajectoire  (dans  l'espace  à 
/-  dimensions)  la  courbe  définie  par  la  succession  des  valeurs  de  yi,  ^,,  ..., 
r/x,  correspondant  au  mouvement  réel  du  système  sous  l'action  des  forces 
données  dérivant  de  U. 

Pour  trouver  les  expressions  de  yi,  ^j,  . ..,  yx-  en  fonction  de  X  rendant 
-l,  minimum,  il  faut  écrire  que  la  variation  Oe,l»  de  l'intégrale  est  nulle 
quand  71,  «72,  ...,  qk  subissent  des  variations  infiniment  petites  0^1, 
o<7s,  ...,  o</A,  qui  sont  des  fonctions  arbitraires  de  X,  assujetties  à  s'an- 
nuler aux  limites  Xy  et  Xi  :  cette  dernière  condition  résulte  de  ce  que  les 
valeurs  de  ^i,  yj,  .  ..,  qk  pour  X  =  Xo  et  X  =  X|  sont  données  à  l'avance. 
Quand  qx  varie  de  071,  sa  dérivée  q^  par  rapport  à  X  varie  de  S^i  ;  on  a 
donc 

où   nous  n'écrivons  que   h'S   termes  provenant   de  la   variation   de   qx\   les 
termes  suivants  s'obtiendraient  en   mettant  successivement  2,  'i,  ...,  /•  à 


4-^.« 
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la  place  <l«'  I  indice  i.  Traii>fi»rinons  par  l'inlé^îralion  par  parlit'«  le>  lernu*? 
en  o</i,  o<y- n»  a 

071  =  0  — i-  =  —     '    »  071  ^A  =  df^ttx' 

'  r/A  <7A 


La  |)arlie  <Ic  l'intcj;rale  c^mtcnaiil  o<yi  s'écrit  donc 


La  partie  intégrée  est  nulle  aux  limite>.  car  o^i  s'annuli'  aux  limitt*-^. 
On  transformera  de  même  les  autn»s  termes  et  l'on  aura 

0:1.  =     I  ,       -, —  rf/.  -I-  ^^ -= -r —  //A  —  d\ — = -. .-  )  I  VI,  - 

où  nuu>  u'«*crivnn<  que  le»*  termes  ccmtenant  oyi  en  facteur.  Pour  que 
rinlé;;rale  -U  soit  minimum,  il  faut  que  o-l.  soit  nul,  quelles  que  soient  le« 
fonctions  infiniment  petites  0^1.  07s,  ...,  o^x.  Il  ^^ut  donc  que,  ««iu<»  le 
signe  /,  les  coefli<-ieni>  de  ces  variations  soient  nuls  séparément.  <  >n  ii 
ainsi,  pour  déterminer  la  courbe  rendant  rinté;i;rale  minimum,  IcsX'êqua- 
tion<  suivantes,  dont  nous  n\*crivons  que  la  première  : 


(3) 


v/âë      ô\ 


/il-r-a/*  ^^1 


^A  —   " __  —  -—  ^A  — </  ( — = --:-)=  11. 


<les  équati«)n>,   «liirérenlielles  du   >econd  ordre,  définissent  t/i.  ^j,  .... 
t/^   en    fonction   de    a    :    il   faudra  déterminer  les  constantes  arbitrairr<» 

introduites  par  Tinté^rration  en  écri>ant  que  pour  X  =  Xo,  </|,  ^t V^ 

prennent  les  \aleurs  données  (f/i)»-,  ••.«  {f/k)o  et  que,  pour  X  =  A|,  ces 
paramètres  prennent  les  >aleurs  données  (71)1,  ...,(9a)i.  Mais  il  eM 
maintenant  aisé  ilr  voir  «pie  ces  équations  (3)  définissent  précisément  les 
trajectoires  liu  sv>tème  dans  son  mouvement  naturel  :  nous  allons  montrer. 
en  effet,  que,  |Kir  un  clian«:ement  de  >ariable  indépendante,  elles  se  r^i- 
mènent  aux  é<]uations  du  mouvement  sous  la  f(»rine  de  Lagran;;e.  Reni> 
plaçons  À  |)ar  une  autre  \arial>le  t  définie  par  la  relation 


(i; 


t/t  = 


/aH 


^/.jI  ^  xh 


./X, 


et  a|>pelon<  //', .  //^ //\   le>  dérivée>  de  </|.  q±,  ...,  y*  |»ri>os   par  rap- 
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port  à  /.  IV>sons  en  outre 
et  rappelons  que 

Nous  aurons  évidenunenl 

comme  on  le  voit  en  calculant  ces  expressions  et  remarquant  que  qi=  ^i'IK' 
f.es  équations  (3)  deviennent  alors,  en  y  faisant  les  substitutions  (5)  et 
remplaçant  ensuite  cÙ^  par  sa  valeur  (4)  L___iJ_.  ^/. 


-—  .//  -r-  -—  t^/  —  6^  (  ^-^ 


(le  sont  précisément  les  équations  de  Laj;ranj;e.  Kn  outre,  l'équation  (4) 

I  dS^ 
montre  nu«'  It  est  la  constante  des  forces  vives,  car,  6  étant  égal  à pr-  , 

<m  a  v/>Of/)v  =  û^S,  et  cette  équation  (4)  donne 

—  ==^-i{\]  -+-//),         ..u         T  =  U-t-^, 

(|ui  est  hien  l'intégrale  des  forces  vives. 

Le  ihéoréme  est  donc  démontré  :  la  courbe  rendant  raction  minimum 
<le  l'o  en  \\  est  une  des  trajectoires  naturelles  joignant  ces  deux  points, 
la  constante  des  forces  vives  étant  // ;  d'une  manière  générale,  on  trouve 
ces  trajectoires  en  écrivant  o^l»  =  o. 

iXT.  Problème  des  géodésiques.  —  Si  la  fonction  de  forces  U  est  nulle, 
<:'e>t-à-dire  si  le  système  supposé  holonotne  n'est  sollicité  par  aucune  force, 
on  (lit  que  les  trajectoires  sont  des  géodésûjues,  par  extension  du  nom 
donné  aux  courbes  que  décrit,  sur  une  surface  polie,  un  point  auquel  n'est 
applicjuée  aucune  force.  Dans  ce  cas,  l'on  obtient  les  trajectoires  en  clier- 
«dianl  les  courbes  rendant  mitiimum  l'int^'grale 


I         d'>  =    I         ^^aijdqidiij. 
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La   recherche   fin    mouvement   d'un   système   holonome    à    /itti*'*ni 

indépendantes  du  temps  sous  l'action  de  forces  dérivant  d'une  /*»nr^ 

tion  de  fondes  l  .  peut  se  ramener  <>  un  problème  de  çêodésiquei.  Kn 

i*ff«?t,  on  obtient  le^  trajt»oloire>  «le  ce  mouvement  en  cherchant  à  rcn-Jrr 

niinimuiii  l'inlé;;raio 

r  »N      

-1=1        s^'À  r  -K  A  /*  ^'^aij  d(/i  dçj. 

La  fonction   l'  o<t  une  fonction  de  71,  q^ qi.  «^onsiilêron*    la    f«irme 

quadratique  des  ditrérentielles  dtji 

r/S J  =  ni"  -^  ilnZaij  dçi  df/j  =  S bij  dtjj  dtjj  : 

on  sera  ramené  à  chercher  le  minimum  de  Tinté^rale 


(P.-  *''p,» 


vv  (|ui  est  un  |»rohlcme  de  î:éodésiques. 

488.  Calcul  de  Taction  le  long  d'une  trijectoire.  —  D*a|>rê<  Je  ihêo- 
rème  de  Jac(d)i  appliqué  au  cas  actuel  (liaisons  indépendantes  du  temp«  et 
existence  d'une  fonction  «les  forces  l'),  il  suffit  pour  obtenir  le*  trajec- 
toires «le  connaîlre  une  intégrale  complète  \V  de  l'équation 

avec  /  —  I  constantes  autres  que  A,  ^/|,  «j,  ....  /ix--i-  '-c*  trajectoire*  sont 
alors  «lonnées  par 

Kn  exprimant  «(u'une  trajectoire  passe  par  deux  points  donnés  (^i  ;, 

<  VAjo  cl  (71)1,  (72  )|,  ...,  (7A  )i,  et  appelant  \\\  et  \V|  les  valeurs  de  \V  en 
CCS  deux  points,  on  a,  pour  déterminer  les  constantes  riy  et  6v,  les  équation^ 

.   •    -   —  Oy,  — =  Oy  (v  =:  I,  2,  .  ..,  A   —  I  >, 

c/r/v  ou  y 

«r<H'i,  en  «'-liminanl  h-*  Av.  h'>  /»  —  <  équations 

(>(\Vi  — \V„)  . 

--=<),  V  —  I,  'i k  —  I. 

da,, 

pour  dt'terminer  les  <*onstantc>  a^,.  Supposons  qu'on  ait  ainsi  déterminé 
une  traje«'loire  j«»ij;nanl  les  deux  points  l*o  cl  l*|.  La  valeur  de  l'aciton 


CHAPITRE    XXV.    —    EQUATIONS    CANONIQUES.  43l 

le  long  de  cette  trajectoire  est  \Vi  —  Wq.  Pour  le  démontrer,  appe- 
lons c?\V  la  variation  que  subit  W  quand  le  système,  dans  son  mouvement 
réol  le  long  de  la  trajectoire  considérée,  va  du  point  71,  75,  ...,  ^a  au 
point  <7i-f-^7i,  qt-^dq^^  ...,  qk-^dq^-  On  a 

mais  on  a  trouvé  que  dans  ce  mouvement 


ilonc 


^'         àqC 

^^  =  Oq. ' 

.  .  ., 

âW 

P^—    T— î 

àqk 

d\y 

^^ 

^  àT      , 

dt 


=  piq\-^Piqi'^''^'Pkqk=2d'i)^  ^'v^  ^T; 


mais  on  a  T  r=  -  —r—  et  d'après  l'intégrale  des  forces  vives 


tlonr 


^V  =  9.T  dt  =  -^  dS  =  /rïmTi'rfs, 

at 


et  l'action  le  long  de  la  trajectoire  considérée  est 

cl,  =    /        ^'iV-^  xh  dS  =    /        d\\  =  \V,  -  \Vo. 

*Aï\)  *^po> 

489.  Propriétés  géométriques  des  trajectoires.  —  On  peut  étendre 
aux  systèmes  que  nous  venons  d'étudier  les  théorèmes  des  n'"  299  et  301. 

Kn  suivant  la  voie  indiquée  par  M.  Beltrami  {Mémoires  de  r Académie 
des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne,  t.  VIII,  1869,  p.  549),  "ous  poserons 
les  définitions  suivantes  : 

Soit  une  forme  quadratique 

dS^  =  ^aij  dçi  dgjj 

si  l'on  considère  deux  déplacements  dS  et  oS  correspondant  à  deux 
systèmes  de  valeurs  dqi^  ^q^i  •••7  df/k  et  o^i,  0^2,  ...,  o^^  des  différen- 
tielles des  paramètres  ç,  nous  appellerons  angle  de  ces  deux  déplacements 

l'angle  ^S,  oS  défini  par  la  formule 

f/S.oS.cos  (fis,  oS)  =  -a/y  d(^i  oqj. 


',32  D  Y  N  \  M  I  Q  l  K    n  E  s    s  Y  s  T  È  il  E  s  . 

r»eii\  «liretlion*  '/S  «'t  oS  «ont  perpcndiculain*'^  quand  on  a 

Klanl  tlonnét'  une  rrlalion  quelconque 

F(7,.  7i,  . ..,  yx)  =  o, 

nous  (lirons  qu'elle  «léfinil  une  surface;  les  déplacements  oS  riret^lués  >ur 
cetlf  surface  seront  caractérisés  par  la  relation 

Nous  avon«i  déjà  appelé  courbe  rensemblo  des  valeurs  île  Çi^  //t, «fi. 

qui  sont  des  fonctions  données  d'un  paramétre  variable  /.  Quand  I  au^m^ntr 
de  f/t  le  point  subit  un  déplacement  {fS  défini  par  dqij  dq^^  ....  dq^*  >oo!( 
dirtms  <pie  la  courbe  est  orthogonale  à  la  surface  quand  le  «lé|)lacrroent  d> 
effectué  sur  la  courbe  est  (»rtlio;;onal  à  tous  les  déplacrmentft  oS  ^^flV^lur* 
sur  la  surface,  e'est-à-dire  vérifiant  la  relation  «8».  Si  Ton  |K»st* 

T/r"'^''         liT~*^'-'        ••'         dt    ~''^*' 

T  =  i^<iijq'iq'j. 
la  condition  d'ortlio^onalitt'  (  7  )  de\ient 

Ces  dt'linitions  «'tant  posées,  le  théorème  du  n"  :2!%)  se  ;;énérali««'  ininir- 
dintement  conimt*  il  suit  : 

Si  dans  les  équations  des  trajectoires 

=  c>l,  =  Oj,  •  •  •  »  ^  ^A  — I» 

oui  Oa*  Oain-  1 

on  donne  aur  constantes  ai,  rtj,  .. .,  «a-i,  des  valeurs  déterminées,  et 
si  ron  fait  varier  6|,  6* hi^-\^  d'une  ftiçon  quelconque^  les  trajec- 
toires ainsi  obtenues  sont  normales  aux  surfaces  ayant  pour  équatiom 
\V  =  eonst.  pour  le  démontrer,  il  faut  établir  que  tout  (léplactrin^nt  oyi. 
07; ^(/i,  elVectué  sur  W  =  con>t.,  cVst-à-4lire  vérifîant 

I  I  o  I  071  -r-   07*  —  .  .  .  -1 ■ 074-  --=  O, 

"71  *^Vl  ^7< 

e>t  orthogonal  au  déplacement  réel  d(/i^  dqt,  ...,  tlq  t  eUeciué  »ur  la  tra- 
jectoire. \in  d'autres  termes,  il  faut  montrer  que  cotte  cundition  (lotr»- 
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traîne  la   condition  d'orthogonalité  (9).   Or  ceci   est   évident  d'après   le 
théorème  de  Jacobi  qui  donne  (n"  472) 

^         àqi  ^  dqk 

et,  d'après  la  définition  même  des  variables  /?,  />v  =  jt*  Nous  renverrons, 

pour  une  élude  détaillée  de  ces  questions,  aux  Leçons  sur  la  théorie  des 
sur/aces  de  M.  Darboux  (t.  H,  Chapitre  VIÏI). 

490.  Extension  de  l'idée  de  fonction  de  forces.  Fonction  de  forces 
dépendant  des  vitesses  et  du  temps-  —  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède, 
examiné  le  cas  où  les  forces  dérivent  d'une  fonction  U  dépendant  unique- 
ment des  coordonnées  des  points  du  système  et  du  temps.  M.  Mayer  a 
étendu  cette  notion  de  la  façon  suivante,  en  la  rattachant  au  principe 
d'Hamilton  {Matliematische  Annalen,  t.  XIII,  p.  20). 
I*osons 

V  =  /l 

et  5«Mt  \V  une  fonction  de  ^,  des  '3/i  fonctions  inconnues  x^,^  )\,  Zv  de  /  et 
de  leurs  dérivées  premières  x[,,  y'^^  z'^.  Supposons,  comme  dans  le  principe 
d'IIaniilton,  que  les  valeurs  de  a^v,  yy,  z^  aux  instants  to  et  ti  soient  don- 
nées, et  cherchons  ce  que  doivent  être  ces  fonctions  dans  l'intervalle 
/] — /oî  pour  que  l'on  ait 


8  /      (T-i-W)r/^  =  o, 


pour  toutes  les  variations  possibles  de  a^v,  yy,  Zy.  Un  calcul  identique  à 
celui  du  n"  484  conduit  aux  3/i  équations  différentielles  du  second  ordre 

„  _  OW         d  àW 
oxy        dt  Ox^ 

„       dW         d   dW 


niyzH,  = 


Oyy,        dt  dy'^ 
dW        d  dW 


^        dzy        dt  dz'^ 


Ce  xnM  là,  rapportées  à  un  système  d'axes  rectangulaires,  les  équations 
du  mouvement  d'un  système  de  points  libres  de  masses  /Wj,  /Wj,  ...,  nin, 
A.,  II.  "  28 
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h*  jujinl  //iv  t'ianl,  à  rinslant  /,  sollicité  par  une  fun^e  F-»  -j*    :    :L:--*^a:- 

_  ô\Sf        il  d\\ 

„         f)W         ^  (/\V 

^v  =  —. — — 


dZ',        dt  dz\ 

IM.  Mîi\or  ronvii'iil    di'   dire  quo  cos  forces  dérivent  «rua  j» -t^iti":  -.b 
<rmu*  fonction  <Ic  forces  W. 

>i01 .  Problème  de  M.  Mayer  pour  le  cas  où  les  forces  sont  iatéiiearat. 

—  Supposons  que  les  forces  du  système  soient  toutes  intérîfurft.  <  trX- 
à-dire  résultent  uniquement  des  actions  des  points  du  «\stème  lr«  on^  ^i' 
les  autres.  Kn  se  plaçant  à  un  point  de  vue  très  général.  M.  Miirr  n  *•*- 
met  pas,  comme  nouî»  l'avons  fait  dans  tout  le  cour*  de  cet  •  •n'^ra.;''.  ja' 
ces  forces  intérieures  résultent  uniquement  des  actions  mutuellrxio  (••:b:* 
dt'u.r  (i  dvtu\  actions  qui  son!  é^^ales  i;t  directement  opjH•>rt'^  :  il  -nj'i--*- 
seulement  que  ces  forces  intérieures  satisfont  à  chaque  instant  «u\  *\ 
conditions  d'équilihre  d'un  corps  sidide  : 

V  —  «  V=  »l  V=H 

{j)  7\v=0,  ^Yv"0,  ^    Zy  =  O. 

V  =  I  V   -  I  V  =  I 

v-;i  v^ii  v^n 

(3)    ^  (  Vv/v — CvYv)"o,      >  (3v\v — J'vZv)  =  o,       7  idr>Y>— vA.  =e. 

V  .     I  V  r-  I  V  =  I 

de  telle  façon  que,  si  le  s\stème  était  solidifié,  à  un  instant  qoflcfnqa^  '■ 
les  ftirccs  intt'rieures  se  fas«ienl  équilibre.  Gela  posé,  M.  May^r  rrs-ut  U 
proldéme  suivant  : 

'/'/•oi/ce/*  /<*.<  t\rprrssions  tes  p/ us  générales  des  Jorctt  inicrUur^s  \., 
Vv.  Zv«  tijzissiuit  sur  un  systvmt*  en  mouvement  et  remplissant  les  deiu 
Cftn  dit  ions  suivantes  :  r*  ei/es  th'rivent  d'une  fonction  W"  ;  x'  elles  satis- 
font à  e/nit/ue  instttnt  ttuj'  si.r  conditions  d'équilibre  tTun  solide. 

Nous  ne  pou\<ins  pas  repriMluire  ici  l'analyse  de  M.  Mayer  :  iiou>  ■<•«« 
conterileron*^  d'énoncer  les  (lieorémes  qu'il  a  obtenus: 

I.  (hi  oittient  les  e.rpressions  /es  plus  générales  des  forces  «  i  »  satis- 
fttistfnt  identii/uement  au.r  eontlitions  (2),  en  prenant  pour  \\  «ji^ 
fonction  tirhitntire  du  temps  et  des  dijférences 


II.  On  obtient  les  expressions  les  plus  générales  des  forces  (i)  satis- 
faisant identiquement  aux  conditions  (3),  en  prenant  pour  ^  une 
fonction  arbitraire  du  temps,  des  distances  des  points  du  système  à 

V origine,  de  leurs  distances  mutuelles,  et  des  dérivées  premières  de 

ces  deux  sortes  de  distances  par  rapport  au  temps. 

En  combinfint  ces  deux  théorèmes,  on  a  la  réponse  au  problème  pro- 
posé : 

m.  On  obtient  les  expressions  les  plus  générales  des  forces  (i)  satis- 
faisant aux  conditions  ('x)  et  (3)  en  prenant  pour  W  une  fonction 
arbitraire  du  temps,  des  distances  mutuelles  des  points  du  système  et 
des  dérivées  de  ces  distances  mutuelles  par  rapport  au  temps. 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  alors  rectiligne  et  uniforme, 
et  le  théorème  des  aires  s'applique  à  la  projection  du  mouvement  sur 
chacun  des  plans  coordonnés. 

W.  Pour  €ju*il  existe  une  intégrale  des  forces  vives,  c'est-à-dire  pour 
que 

V  =  /l 


^(Xv^-^Yvri-i-Zv;;;) 


V=  1 


soit  la  dérivée  totale  par  rapport  au  temps  d'une  certaine  fonction 
des  coordonnées,  de  leurs  dérivées  et  du  temps,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  forces  dérivent  d'une  fonction  W  ne  contenant  pas  t.  L'intégrale 
des  forces  vives  est  alors 

Quand  la  fonction  W  remplit  les  conditions  du  théorème  II f,  sans  con- 
tenir f,  colle  intt'grale  s'tfcrit 

^^  ^'  LLV 
{IV  ^ 

*»ù  r^y  dr'signe  la  distance  des  points  Xy^,  y^,  z^  et  x^,  ^v,  -«v,  cl  r^^  la 
<ii* rivée  de  Tmv  par  rapport  au  temps. 

Prenons,  par  exemple,  un  système  formé  <le  deux  points  matériels  situés 
à   une  distance  r  l'un  de  l'autre. 

I^«'s  actions  mutuelles  de  ces  deux  points  sont  soumises  au  principe  de 
r«**::alilé  de  l'action  et  do  la  réaction.  Si  l'on  veut  de  plus  qu'elles  dérivent 
rl'une  fonction  W  et  que  Tintégrale  des  forces  vives  existe,  il  faut  prendre, 
pour  l'expression  de  l'action  mutuelle  R, 

R  _  ^  _^  dW 

~    ()r         dt    Or'  ' 
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OU,   ce  qui  irsl  la  iiicine  chose, 


«-7i(»'--'^) 


9 


dr 

on   NV  «'st  uiH'  fonction  des  seules  quantités  r  et  r'=  -y 

^  dt 

Nous   renverrons   également,  sur  ce  sujet,  à  une    ISole  de  M.  Maoricf 

Lrv\  {Comptes  rendus,  t.  \GV). 


V.  —  MULTIPLICATEUR  DE  JACOBI. 

^ous  (li»nnons,  dans  ces  derniers  paragraphes,  quelques  indication» 
^ollllnaires  sur  le  multiplicateur  de  Jacobi  et  les  invariants  intégraui  df 
M.  INdncaré.  Nous  adopterons  le  mode  d'exposition  suivi  par  M.  kttni^« 
dans  ses  leçt)ns  au  C(dlè<;e  de  France,  de  façon  à  faire  connaître  en  méiar 
temps  les  importants  résultats  obtenus  par  ce  géomèlTC  {Comptes rendus, 
décembre  189.5  et  janvier  i8«)6). 

A\yi.  Définition  du  multiplicateur.  —  On  sait  qu'étant  donné  le  s\<t^aK 

d'équations  dillerentielles 

dxi        dxf  dx„ 

A|  Aj  Art 

OÙ  les  \^  sont  des  fonctions  des  variables  Xi,  x^,  ...,  x«,  on  appelle  inté- 
grale toute  fonction  0(Xi,  ...,2:/i)qui  reste  constante  en  vertu  de«  éqva- 
tions  dilTérentielles.  I>e  la  sorte,  Téqualion  suivante 

<f  0  =  - —  dxt  -H  - —  dXf  -h ...  -h  -r —  dxi,  =  o, 
t)xi  Oxt  dx„ 


ipii  est   linéaire  par  rapport  aux  difTércnticlles  dx^  doit   être  une   cmov- 
quenee  des  équations  (i  ).  La  condition  nécessaire  et  suffisante  se  tradail 

par  Téipiation 


On  désigne  habituellement  par  A(0)  le  premier  membre  de  cette  êqaati*>«. 

Si  r«»n  e«>nnail  {n  —  i)  intégrales  indépendantes  entre  elles.  ^|,  4^ 

0;,.,,  ittuie  autre  intégrale  est  fonction  de  celles-là  et,  rêcîpn.»^aemeat. 
toute  fonction  de  Oi.  Q^i  ...1  ^n-i  csl  une  intégrale.  D'après  cela.  ^  % 
de^i^ne  une  inté^^rale  quelconque,  le  déterminant  fonctionnel 

1>(0,0,,  ...,ft^-i) 

D\^X|,  Xj,   ....  Xn  ) 


<*st    nul   l'i,  réciproquement,  si   0   annule  ce  déterminant,  c'est  que  6  est 
fonction  de  6i,  6j,  . . .,  6„_|  et,  par  suite,  0  est  une  intégrale. 

Eli  conséquence,  quand  on  connaît   un   système  de  {n  —  i)  intégrales 
indépendantes,  Téquation  (2)  peut  être  remplacée  par  Téquation 


{i) 


D(e,9,,9,.  ....e,-,) 


=  o. 


«4) 


Il  faut  en  conclure  qu'il  existe  une  fonction  M  telle  que  l'on  ait  l'identité 

,   c^O       D(0,e,,  ...,e«_,) 


M 


A(0)  =  Myx,i^=HiMiLl-^2zL) 
^aâ       ôXi        D(2:|,a7j,  . . .,  07,1) 


Ja  cobi  a  donné  le  nom  de  multiplicateur  à  cette  fonction  M. 

rx  I         I'  •  ^("»^l»*»*î  0/1—1  )         I  #    •  .1 

Dans  le  déterminant  -j— —^t  désignons  par  A/ le  mineur  cor- 

respondant  a  - — •  Un  aura 

*  ÔXi 

0(6,0,,  ...,0^_,) 


0(6,0,,  ...,0^-1)  ^y^  j^ 

D(a:|,a;j,  ...,07,1)      ^d      dxi 


en  sorte  que  l'identité  (  î),  où  0  est  une  fonction  quelconque  de  Xi^x^t  . 
j-„,  équivaut  aux  n  relations 


•  » 


(5) 


.M.\/=A|         (i  =  I,  2,  . . ., /i). 


-493.  Équation  du  multiplicateur.  —  En  partant  de  ces  relations,  il  est 
aisé  de  former  une  équation  différentielle  que  vérifie  la  fonction  M  et  d'où 
les  intégrales  supposées  connues  6j,  6j,  ...,  ^n-i  se  trouvent  éliminées. 
Jacobi  a  remarqué  en  effet  que  les  déterminants  A/  vérifient  l'identité 


v^O 


f)A, 


V  —  =0 

^  ÔXi 


Pour  démontrer  l'identité  (6),  considérons  le  déterminant 


D  = 


W| 

Ut 

Un 

dO, 

r>0, 

e>0, 

ÔXi 

ÔXt 

ôXn 

•    •    • 

t>6„_, 

•     •     •                       • 

•    •                  •    •    • 

ôj: 


ÔXi 


ÔXn 


OÙ    W|,  "2,  ...,  u,i  sont  n  constantes  quelconques. 
En  développant  ce  déterminant,  on  aura 


I)   —  A,  M,-f-  Ajl/jH-.  .  .-^  A,|M„, 


4>?  I•1^\llIolLl•L^^l^TLME«>. 

*■  •"  'j'jj  i»r«':j\'-  'ju»;  A  =  •    •.'L*«-r\'.»ii*  Qjdinlfrndiil   que  t^.  x» x, 

n  «litreiil  «idn-  A.  -lue  l'dr  l«r*  tlT-ri\r-r?'  ^ — •  a  I  e\clu>ii»n  de?  tléri%êes — • 
|'..«.-,ii*..  i,..ijr  A\i\*-'z*\. =0x3-  ii'"i*  aurtiQ» 


yA.           -^      "A: 

? 

y«     «lA/         «>!^, 

a.is 

<  _  V  "•^' 

-V 

«  ^ 

r«    <^A/       f^**!. 

s==V: ,   , 

La  ^«.iiiiriJt'  >.  qu'il  faut  prtiUvtT  étri*  nulle.  i'>t  ain>i  une  fi.incii%>o  linéaire 

lu» m •»;:«■  iii'  <l«*«>  tlt-n^c'c-i-  ?cc«iinlr5« ;  de  plus,  i  et  'i  >t»nl  Uvuîour?  ili>- 

^nlct^.  Kii  ^Tiiupaiit  le<>  teniit-s  >euiblaMrs.  uuus  aurons  «loiic 

a    /,> 
Le  tliétirciue  «mt»  (It-iuonirt'  >i  ii)iu>  faisMiis  \i.iir  que  Tmii  u 


(7J 


t^A,  t/Aci 

-! —    =   O. 


*)r  le  |>reinifr  ineinlire  tie  réqualiim  (7)îiVerit  encore 


t. 


fil)  f^D 


Si  iii.>u>  C(.»ii>i<lt'ron>  d'autre  pari  dans  D  la  première  ligue  et  eelle  •■u 
ligure  la  fuiiction  0,,  c*e>t-à-dire  la  (  a  -t-  !)*'"'  ligne,  puis  le*  colonnes  dt 
raiij:  i  et  3,  les  terme>  qui  >e  tniuvent  à  Tintersection  de  ces  lignes  et  d« 

c'e>  ccdonnes  sont  les  suivants  *//,  //a,  -r —  =  «a/,    ^  a^  q. 

Il  résulte  d'une  propriété  bien  connue  des  déterminants  4]ue  Ik  |iourra 

sVcrire  ^ous  la  forme 

où   R  ne  dépend   plu>  de>  ilernies  M|,  //«j,  aa.^,  a»/  et  où  K|  contient  ce> 
termes  linéairement.  Il  suftit  de  diiïerentier  puur  trouver 


d*«n'i  la  formule  (7;  et  le  théorème  exprimé  par  l'identité  (6), 
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Si  l'un  rapproche  alors  l'idenlité  (6)  des  formules  (5),  on  voit  que  la 
fonction  M  vérifie  l'idenlité 

Telle  est  l'équation  du  multiplicateur.  On  donne  par  extension  le  nom 
de  multiplicateur  à  toute  solution  de  Téquation  (8). 
Il  est  aisé  de  prouver  le  théorème  suivant  : 

Le  quotient  de  deux  multiplicateurs^  c  est-à-dire  de  deux  solutions 
quelconques  de  V équation  (8)  est  une  intégrale. 

Soient,  en  effet,  M,  M'  deux  multiplicateurs. 
L'équation  (8)  se  développe  ainsi 


(9) 

on  aura  de  même 


^  dxi'^      2^  àxi  "~  ^  ' 
'  dxi  "^       Àà  dxi  ~~  ^' 


Multiplions  par  —  M',  M  et  ajoutons,  il  viendra 


i.-^\ 


M  — —  M'  — Wo 
dXi  àxi  I         ' 


ou  encore 


M' 
Dune  -^  est  bien  une  intégrale. 

i 

Hécipruquement,  le  produit  d'un  multiplicateur  par  une  intégrale  est 
encore  un  multiplicateur 

Remarque.  —  Si  lu  somme  12  =^;)--  est  nulle,  M  =  1  est  un  multipli- 
cateur. 

491.  Invariance  du  multiplicateur.  —  H  importe,  en  vue  de  ce  qui  va 
suivrr,  (le  se  rendre  compte  de  l'effet  d'un  changement  de  variables.  Nous 
allons  ainsi  être  amené  à  reconnaître  que  tout  multiplicateur  est  un  inva- 
riant, mais  un  invariant  relatif,  en  ce  sens  que  si  on  le  multiplie  par  le 
<léterminani  de  la  transformation,  il  constitue  un  multiplicateur  pour  le 
nouveau  système  de  variables. 

Désignons  par  y^^  ^2,  . . . ,  yn  les  nouvelles  variables  et  introduisons  pour 


-. ..  -----    :■  a:  .1   :.3'-r«?iitî»flI^  rf/  •î-^al»'  la  valeur 
^  "s.  .  ^  T .  1 n   . 


t  . 


l>  •-.-cr-.r  : —  Tii-    i-?  :  ^Tr-^nti-^ile*  e>l  tlunc  «ievenu 

oïl  l'-n  j  t-  "^  ^    =  A    » 

Ot*<rv.  a*  :  ;  rrV.-  zir  !*  l'-ncti-'n  Ai  9)  est  une  expression  invariaotr. 


=2^..^^ 


niais 


il  vient  ili>iic 

/Vinsi,  A(0)  peut  se  représenter  au  moyen  des  /-,  en  appliquant  tui 
équatii>ns  (lo)  la  rèj^le  qui  a  permis  de  construire  A(0)  au  moyen  drs 
équations  (i).  Observons  que  ceci  ne  serait  plus  vrai  si,  au  Heu  de 
prendre  les  Y/  égaux  aux  expressions  A(^/),  on  les  prenait  simplement 
proportionnels  à  ces  quantités. 

Ceci  posé,  soient  0|,  Oi,  . . .,  ^n-\  un  système  de  (n  —  i)  intégrales  indé- 
pentlantes,  0  une  fonction  arbitraire  et  iMo  le  multiplicateur  qui  vérifie 
l'identité 

(>pén»ns  un  changement  de  variables;  on  aura,  d'après  une  pn>priétr 
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classique  <lcs  (h'acrminanis  fonctionnels,  yi,  y^^  . .  . ,  y,i  étant  les  variables 
nouvelles, 

0(0,  Oi,  . . .,  Q^-t)  _  D(0,  Q|,  . .  .,9„-t)  DjxuXt,  .,,,  Xg) 

lu  vi,7î,  ...,yn)  ~  D(x,,Xî,  ..,,xn)  ^Kyuyi,  -".ynV 

L'identité  (ii)  nous  donne  donc 

D(.ri,  j-a, .. ., xn)  ^,^,      D(e,e,,  ...,e,,_|) 

]>lo  fT- :  A  (  «  )  =  jr- r  ; 

ce  qui  prouve  que,  avec  les  nouvelles  variables,  la  fonction 

\\t   w    L)(:ri,  a?j,  . . . ,  Xn) 

^iyuyi^-'-.yn) 

est  un  multiplicateur. 

Soit  alors  >I  un  multiplicateur  quelconque  pour  les  variables  a^i,  a^t,  ..., 
Xn.  et  désignons  toujours  par  Mo  le  multiplicateur  de  l'identité  (ii).  On  a, 
connue  nous  l'avons  démontré, 

M  =  MoX, 
où  X  est  une  intégrale;  nous  aurons  donc 

j^j  IHX,,T, Ta)   ^  ^j     D(.r„:r„.^^,)  y^  ^  ^,   y^ 

^iy\,yi^"'.yn)         ï>(j'i,jj,  .-.^r/*) 

Mais  puisque  MJ^  est,  ainsi  qu'on  vient  de  le  prouver,  un  multiplicateur 
relatif  aux  variables  ^|,  ^j,  ...,  j'/»;  puisque,  en  second  lieu,  X  est  une 
intégrale,  Mo  X  est  un  multiplicateur  pour  les  variables  j^i,  ^j,  ...^y^. 

Donc  enfin,  M  ^- — ^- — ^'  *  *  "  '- -  ■  est  un  multiplicateur  pour  les  nouvelles 

^iyuyt."'^yn) 

variables.  De  là  ce  tbéorème  : 

Si  M  est  un  multiplicateur  pour  les  variables  Xi,  ^Tj,  . . .,  Xn,  le pro- 

duit  de  M  par  le  déterminant  fonctionnel  ,- l_LL1î — îi_  ^si  un  multi- 

plicateur  pour  les  nouvelles  variables  y\^  j'j,  . . . ,  j^«. 

iW  théorème  est  la  base  de  toute  la  théorie  du  multiplicateur. 

^Ori.  Usage  du  multiplicateur.  —  Supposons  que  l'on  connaisse  k  inté- 
grales  indépendantes   Oj,  Oj,    ...,   Ox-;   prenons  n  variables  nouvelles^!, 
y^ yn  parmi   lesquelles  les  k  dernières  seront  liées  aux  x  par  les  for- 
mules 

yn-k^\  =  9| ,  yn-k-^^  =^U  .  •  . ,  yn=  ^k' 

Les   «'qualinns   difl\*rentielles   vont   se   simplifier,   car   on    a    maintenant 
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Y|  —  \{yi)  =  o,  si  I  >  //  —  /•.  -Nous  aurons  donc  les  équations  suivante^  : 

i  Y,  \„-A  o  o 

iNous  iMnirrons  alors  réduire  ce  système  aux  n  —  A  —  i  premières  équa- 
tions 

\i  ^  )  V      —  "v      —  *  •  *  —  "v         ' 

à  la  condition  de  regarder  j';,_x-ki,  ^/i-a-hî,  •  ••,  X»  comme  de^  con>lante^ 
numériques. 

Si  Ton  connaissait  au  début  un  multiplicateur  M  avec  les  variables  x,  W 

prtiduit  l\r=  M  -T^^ — ^ — '^-^^^ — ^  sera  un  multiplicateur  avec  les  \ariable>  r. 

en  sorte  que  Ton  aura 

1  =  t 


=  o; 


ainsi,  M',  où  y^-k-^xt yn-k->r\'>  •••»>'/»  ^t>nt  regardés  comme  des  cuDstaoto. 
est  un  multiplicateur  pour  le  système  réduit  (ri)- 

496.  Dernier  multiplicateur.  —  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ct>D- 
naisse  (n —  >.)  intégrales,  en  sorte  qu'il  ne  manque  plus  qu*ii/ie  intégrale 
pour  que  le  problème  de  Tintégralion  soit  achevé.  Le  système  (lat  »c 
réduit  à  l'équation  unique 

dyx  __  dyj 
Y,    ~"Y, 
iMi  encore 

Virt^i— Y,  ^^,=  o. 

Si  Ton  connaissait  un  facteur  intégrant  [i  de  cette  équation,  on  obtien- 
drait la  dernière  équation  finie  qui  manque  en  écrivant 


I  ;ji(Y,dy,— Y,flÇ>',)  =  const. 


Or.  réquatit>n  (i3),  qui  se  réduit  ici  à 


=  o, 


exprime  que  M'  est  un  pareil  facteur  intégrant.  De  là,  le  nom  de  dermier 
nm/tipficfiteur  donné  par  Jacobi  à  cette  fonction  M'. 

Ainsi,  la  connaissance  d'un  multiplicateur  permet  de  limiter  rinté^ntiiM 
du  problème  à  la  recherche  de  (/t  —  a)  intégrales;  une  simple  quadratarr 
permettra  ensuite  de  former  la  dernière  équation  finie  qui  manque. 
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^97.  Exemple-  —  Dans  la  pratique,  pour  profiter  d'intégrales  connues, 
il  sera  naturel  d'éliminer  certaines  des  variables  à  l'aide  de  ces  intégrales. 

Comme  il  importe  d'arriver  à  un  résultat  précis,  nous  présenterons  cette 
élimination  sous  la  forme  suivante  : 

Soient  Xn-k-^-u  ^n  A-*-t>  •  •  •>  ^n  1*^^  ^*  Variables  que  l'on  veut  éliminer  en 
profitant  de  k  intégrales  connues,  Oj,  0^,  ...,  ^k't  cette  élimination  revient 
à  faire  le  changement  de  variables 


(M) 


y  n—k  —  ^n  -Aï 
yn-k-^\—  0,(3",,  ^j, 


1  '^n  )t 


yn=  ^k(^u^i,  "  ",^n)' 


Nouî>  admettons,  il  est  vrai,  que  les  A*  dernières  équations  sont  résolubles 
j)ar  rapport  aux  /•  variables  Xn-k-^ij  ^^'n-  k-t-ti  ...,  a^/i,  c'est-à-dire  que  le 
déterminant  des  X:  fonctions  6,  par  rapport  à  ces  variables,  n'est  pas  nul. 
Or  cette  hypothèse  est  légitime,  attendu  que  si  tous  les  déterminants  à 
A*  C(donnes  tirés  du  Tableau 


ôxi      dxi 


ÔXx 

(>0, 
ôx^ 

âXn 

ÔXx 

dx^ 

dOj 

ÔXn 

dXn 


étaient    nuls,    les   intégrales  0/   seraient   liées   par   une   relation;  elles   ne 
seraient  pas  indépendantes.  Un  au  moins  de  ces  déterminants  n'est  pas  nul 

,  I'              .                                     .,       DCOi,  ....  Oa) 
et  I  on  peut  supposer  que  ce  soil  ■=— -• 

Observons  même  à  ce  propos  que  le  déterminant  fonctionnel 

D(xi,  :rj,  . . . ,  x,i  ) 

^^yuyii"",yn) 


est  l'inverse  du  déterminant  iw     '  '  '  *      "  ->  qui,  eu  égard  à  la  fo 


rme 
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parliciilicrc  <lc>  équations  (14)»  ^^  réduit  précisément  au  déterminant 

n(Qt,e, 0*) 

Ceci  étant,  avec  les  nouvelles  variables  V|,^t,  ...,  J'it,  les  équations  dif- 
férentielles (leviennent 

Y—    «  »     — •  •  •  •  —    «  •         -^  —  . .  •  —  "~'^"^~  • 

I  ^î  Yn-A  O  O 

Observons  que^i,  y^,  . . .,  Vn-ii  sont  les  variables  primitives X|,  jtj, 

Tn-A\  Y|  c'est  donc  A(j'i),  c'est-à-dire  X|,  m?is  X|  où  l'on  a,  au  mo\en 
des  équations  (i  i\  remplacé  les  variables  Xn-i-^i,  ...,  x^  par  leurs  valeur» 
en  fonctions  de  X|,  xj,  ...,  X;,_ji  et  des  variables  nouvelles  ^«_xm-i,  ...,  jr^^ 
lesquelles  doivent  être  rejjardées  comme  des  constantes.  Convenons  de 
représenter  par  (X|)  la  fonction  X|  où  celle  substitution  a  été  opérée,  et 
de  même  pour  (Xj),  (Xj),  ....  Nous  aurons  ainsi  le  système  réduit. 

'  \  ^«   _    ^^»    _       _    dJTn-k  . 

^''^  (X,)-(X,)  (X,_*)' 

et  d'après  le  théorème  général,  si  M  est  un  multiplicateur  pour  le  système 
primitif  d'équations  «lifférentielles,  le  quotient 


sera  un  multiplicateur  pour  le  système  réduit  (i"»). 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ne  connaisse  qu'une  intégrale  et  qu*un 
veuille  en  profiter  pour  se  débarrasser  d'une  variable  x^^  et  réduire  le 
système  d'équations  diiïérenticlles.  Si  Oi  est  cette  intégrale;  si   M  est  un 

multiplicateur  dans  le  système  primitif,  -^ —  sera  un  multiplicateur  pour 

le  système  qui  résulte  de  l'élimination  de  r„^  au  moyen  de  l'intégrale. 
Jacobi  a  donné  l'exemple  suivant  : 
Soit  l'équation  dilTérentielIe 

dy 
Si  l'on  introduit  la  variable  ^'=  -j-y  cette  équation  est  équivalente  au 

s\stème  suivant  : 

dy       __  dy  _  dx 
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L'expression  que  nous  avons  désignée  plus  haut  par  12  se  réduit  ici 
à  zéro.  Donc,  d'après  une  remarque  déjà  faite,  M  =  i  est  un  multipli- 
cateur. 

Supposons  alors  que  l'on  connaisse  une  intégrale 

(i8)  o(a-,  j,y)  =  c 

du  système  (17).  On  pourra  tirer  de  cette  équation  ^' en  fonction  de  x^y,c^ 
(19)  j'='K^,7,  c). 

Nous  aurons  alors  le  svslème  réduit 

dy 


"^i^,  y,  c) 


=  dx, 


pour  lequel  — —  est  un  multiplicateur;  en  sorte  qu'en  définitive 

dy  —  )''  dx 

est  une  différentielle  exacte,  lorsque  l'on  y  remplace  y'  par  sa  valeur  tirée 
de  l'équation  (18). 

^98.  Application  aux  équations  canoniques.  —  La  théorie  du  multi- 
plicateur trouve,  dans  les  équations  de  la  Dynamique,  une  de  ses  princi- 
les  applications. 

Keprenons,  en  effet,  les  équations  canoniques 

r    \      ^y»  _  ^9i  _      _  ^y^*  _  ^p^  __     _  ^Pn  ___  jf 

^^^^       1^~~m_ ^    _c>H    ""  —à\\  ZL^"" 

à]H  àpi  ôpa  ôqx  Oqn 

équations  qui  conviennent  aux  i)rol)Ièmes  de  Dynamique,  dans  l'hypothèse 
d'une  fonction  de  forces  et  plus  généralement  aux  problèmes  dits  de 
variations,  dans  le  genre  de  ceux  qui  ont  été  traités  Tome  \. 

H  désigne  une  fonction  de  ^/i,  7*,  ...,  7,1,  p\^  /?j,  ...^  pn-,  t.  Si  l'on  forme 
la  quantité  12,  on  constate  qu'elle  est  nulle.  On  trouve,  en  effet, 

Donc,  M  —  I  est  un  multiplicateur. 

Les  équations  canoniques  {xo)  offrent  ainsi  un  vaste  champ  d'applica- 
tions à  la  théorie  du  nuilliplicaleur. 

S'il  n'y  a  pas  de  fonction  de  forces,  mais  si  la  force  ne  dépend  pas  des 
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%il,-i-..i..  il  »;n  ,'^t  .Je  mcrrir-.   Dans  c»r  ca*.  en  «"ffel,  le  «jstcme  caeoniqir 
[•r^n«l  la  f'»rffi»^ 

o,  Q, 

cy/j         'y/,  'y»,  ''y,         "^  ^Ça 

«•ij  (»,.  <ij Q„  >ont   dt.-?>  f«tncti'*n^  de  ^i.  y* y,-  '-  *-*n  coD«tatf 

qu'ici  encor«*  li  e«t  nul  *'\.  qut^  i  e>t  un  multiplicateur. 

Il  fïiut  'm  int*^::rales  jKiur  que  rintè:;ratit>n  pui««e  être  regardée  crtoimf 
;4chevée:  mai*^.  à  caufp  de  lV\i«tence  du  multiplicateur  i.  il  suffira  d'eD 
connaître  ^2/1  —  i  »  p^»ur  être  à  même  de  ramener  le  problême  à  uoeqoi- 
dratur*'. 

Autres  causes  de  simfAificatwn.  —  D'autres  causes  de  simplificatioD 
pfuv«*nt  *-«•  pré^i'nirr.  Par  exemple,  si  la  force  vive  et  les  forces  ne  dé- 
pendent pas  explicitement  du  temps,  on  pourra,  dans  les  équations  (to) 
[ou  <  21  )  -«elon  le  cas],  nieltn*  de  côté  la  dernière  équation,  celle  qnicon- 
lit'nt  la  différenlifllr  du  temps.  Ix*  système  des  «  2/1  —  1  )  équations  restantes 
admet  le  multiplicateur  1.  Lors  donc  que  Ton  connaîtra  2/1  —  a  iiilégralf$, 
on  aura  \\\\e.  iin  —  i/**"^  équation  finie  par  une  quadrature.  Qaaot  aa 
temps,  une  fois  les  variables  y,,  y,,  — ,  yn* /'!•/'!«  ..../>«.  expriméf*  en 
fonction  de  l'une  d'elles  et  des  (2/1  —  n  constantes  d'intégration,  on  aari 
une  relation  entre  la  variable  indépendante  et  le  temps  par  la  quadratait 

S'il  existe  une  fonction  de  forces  indépendante  du  temps,  on  connaît um 
«les  i  m  —  2  )  inté«:rales  qu'il  suffit  de  connaître;  en  sorte  que,  dans  ce  cas, 
il  suffit  de  c«»nnaitre  (2/1  —  3  )  intégrales  autres  que  celles  des  forces  vive*, 
pour  être  à  même  d'achever  complètement  le  problême.  Si  /i  =  2,  p>r 
exemple,  il  suffit  d'i/zie  intégrale  autre  que  celle  des  forces  vives. 

Ainsi,  dans  le  cas  des  forces  centrales,  cette  intégrale  qui  décide,  en 
quelque  sorte,  de  la  possibilité  de  l'intégration  complète  du  problème, 
c'est  l'intégrale  des  aire>. 

Mais  il  est  encore  une  source  de  simplifications  dont  Iïmp4)rtance  a  été 
bien  mise  en  lumière  par  Jacobi. 

Supposons  que  l'une  des  variables,  y«  par  exemple,  ne  figure  pas  etpli- 
citenient  dans  II:  (mi  a  alors 

ù\\ 
Oqn 

et,  en  vertu  des  é({uations  (20), 

dt 


=  0, 


=  o. 
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d'abord,  l'intégrale />,»  =  const.  En  outre,  puisque  qn,  ne  figure  dans 
lations  que  par  sa  différentiel  le,  on  peut  mettre  à  part  Téquation 

dqn  _  dqx 


àpn         àpx 


lorncr  aux  équations 


dqj  __        _  dqn-t  __     dp\     _       _     dpn-t 
on  dH     ~        OH  dH 


àpi  àpn^x  àçi  Oçn-t 

mbre  de  'in  —  3  et  pour  lesquelles  i  est  un  multiplicateur;  pn  y 
ente  une  constante  arbitraire.  Il  suffira  de  connaître  (an  —  4)  înté- 

pour  être  ramené  finalement  à  une  quadrature;  et,  comme  H  est 
tégrale,  on  voit  qu'il  suffira  de  (a/t  —  5)  intégrales  autres  que  celle 
rces  vives  ou  que  pn=  const.,  pour  que  l'intégration  du  système  (a4) 
îsurée.  Une  fois  ce  système  intégré,  l'équation  (a3)  fournira  par 
iture  une  relation  entre  Çn  et  les  autres  variables,  et  enfin  une  der- 
{uadrature  (xi)  fournira  la  relation  entre  le  temps  /  et  les  variables 
triques. 
»i,  en  résumé,  dans  ce  cas,  la  connaissance  de  (an  —  5)  intégrales 

que  celle  des  forces  vives  ou  que  pn=  const.  assure  l'intégration 
èle  du  problème. 

divers  cas  de  mouvement  d'un  corps  solide  que  l'on  a  pu  intégrer 
ï  ce  jour  présentent  des  applications  de  cette  remarque, 
sidérons,  par  exemple,  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
fixe,  avec  une  fonction  de  forces  indépendante  du  temps.  La  position 
rps  dépend   des  trois  angles  d'Euler  0,  ^,  ^  (voir  dans  ce  Tome, 

et  suivantes);  or,  la  force  vive  ne  contient  pas  ^  explicitement;  si 

a  fonction  de  forces  n'en  dépend  pas  non  plus,  on  sera  précisément 

V,  cas  traité  tout  à  l'heure.  L'angle  ^  y  tient  la  place  de  la  variable  çr^ 

M 
égrale/?,,  =  const.  dépendra  de  la  dérivée  -^ •  Comme  ici  an  —  5  =  i, 

ra  de  connaître  une  intégrale  autre  que  j9|,=  const.,  et  autre  aussi 

intégrale  des  forces  vives,   pour  que  le  problème    soit   susceptible 

intégration  complète. 

est  le  cas  d'un  corps  pesant  de  révolution  suspendu  par  un  point  de 

,e. 

Mllemcnt,  cest  pour  avoir  trouvé  les  conditions  d'existence  d'une 

tilc  nouvelle  que  M*"®  Kovvalewski  a  pu  parvenir  à  résoudre  complè- 

L  un  cas  nouveau  du  problème  d'un  corps  pesant  mobile  autour  d'un 

fixe. 

t  ce  qui  explique  que,  dans  ce  genre  de  questions,  tous  les  efforts  se 

t  sur  la   recherche   d'une   intégrale   nouvelle.   Cette  recherche  est 

it  indirecte,  en   ce  sons  que  l'on  essaye  de  s'imposer  a />rîor{  une 

ion  déterminée  pour  Tintégrale,  comme  d'être  algébrique  ou  uni- 
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forme,  et  que  l'on  s'eft'orce  de  particulariser  les  données  de  la  questioi 
pour  que  les  conditions  d'existence  d'une  pareille  intégrale  se  troaveit 
réalisées.  Cette  méthode  a  quelquefois  réussi  :  le  cas  de  M"*  kowalevski 
en  fait  foi. 

>i99.  Application.  Problème  de  M.  de  Brun.  —  Les  molécules  d'ai 
corps  solide  sont  attirées  par  un  plan  fixe  proportionnellement  à  la  dis- 
tance; trouver  le  mouvement,  en  supposant  que  le  corps  a  un  point  fiir 
dans  le  plan  attirant. 

Soient  O  le  point  fixe,  0^,  O^,  Oz  les  axes  principaux  d'inertie  relatif» 
à  ce  point  :  OM  la  perpendiculaire  élevée  en  O  au  plan  fixe  ci  '^,  f*,  "f^ 
cosinus  directeurs  de  cetti;  perpendiculaire.  La  masse  {i,  de  coordoonm 
X,  jTy  Zj  est  soumise  à  une  force  égale  à  K^Cya: -h  y'^ -+- y*^)  ^l  dool  f, 
Y,  Y  sont  les  cosinus  directeurs.  En  conséquence,  le  moment  résaltaotd» 
forces  appliquées,  pris  par  rapport  à  l'axe  Ox,  sera 

=  Ky'y'(G-B), 

et  de  même  pr>ur  les  moments  relatifs  aux  deux  autres  axes  O^,  0«.  U» 
équations  d'Euler  s'écrivent  donc 


(25) 


A^=(B-C)(7/--Kf-r'). 


dt 

dr 
dt 


c^=(A-B){/,9-K-rf'); 


on  a,  d'ailleurs. 


d 


On  possède  ainsi  six  équations  différentielles  qui  déGnissenl />,  ^t  ^t  T* 
y',  y  ^^  fonction  du  temps.  Supposons  que  Ton  ait  intégré  ces  équaUo^** 
Dési'^nons  par  6,  o,  ^  les  angles  d'Euler,  en  supposant  que  Taxe  fiieO«t 
est  perpendiculaire  au  plan  attirant  et  que  les  deux  autres  axes  fixes O'n 
Oyx  sont  dans  ce  plan;  on  a,  comme  on  sait, 

Y  =  ^^inosin6,         y  =  ^^s?  s»"**^»         'f  ^=  co%^y 
en  sorte  que  les  angles  q,  0  seront  connus  ciî  fonction  du  temps.  Quai  à 
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l'an^^le  6,  on  le  déduira  par  quadrature  de  l'équatiun 

(•j».7)  r  —  ^'  cosO  -h  g'. 

Il  suffit  dnnr  d'iiitéjjjrer  le  système  des  équations  (^5)  et  (26). 

On  peut  laisser  de  cùté  le  temps  qui  sera  donné  par  une  quadrature, 
puisqu'il  ne  fifçure  pas  explicitement  dans  les  équations  ('i5)  et  (26).  Nous 
n'avons  dès  \ors  ù  nous  occuper  que  des  cinq  équations 

/  A  dp  _  B  dg  _^  Cdr 

i  _         ^Y         _        dY        _        dY 

lesquelles  admettent  un  multiplicateur  égal  à  l'unité,  comme  on  le  constate 
aisément.  Il  suffira  donc  de  cr»nnaitre  quatre  intégrales  pour  être  ramené 
aux  quadratures.  Or,  on  connaît  iléjà  trois  intégrales  :  celle  des  forces 
>ives  (jui  s'écrit 

ixi))  A/?«-H  B^î-hC/ï-h  K(Ay'h-  By'^-hCy'*)  =  /, 

celle  des  aires 

(  io)  A/?Y  -f-  B^y'^-  C  r^  =  /,, 

cl  ensuite 

/et  /|  sont  deux  c(»nstantes  arbitraires.  La  constante  de  l'équation  (3i) 
«ioii  être  prise  égale  à  i. 

Si  donc  on  connaît  une  quatrième  intégrale,  le  problème  s'achève  par 
une  quadrature.  Or,  en  elTel,  on  vérifie  que 

(32)  Vp^-h  B*<7«-+-GV»— K(BCY*-HCAY'*-+-ABY''*)  =  /t 

«'>t  une  quatrième  intégrale. 

Le  problème  ><>  raniènt!  donc  aux  quadratures.  En  partant  des  formules 
prt'cédenle>,  il  errait  aisé  de  prouver  que  les  quadratures  portent  sur  des 
dilTèrciUicllts  totalo  algébriques.  C'est  le  résultat  auquel  a  été  conduit 
M.  Knbb  dans  un  article  inséré  au  Tome  XXIII  du  Bulletin  des  Sciences 
niathèmatiifues.  Il  serait  intéressant  de  faire  une  étude  plus  appr(»fondie 
dr  («'S  iiiicgrales,  mais  ce  n'est  pas  la  place  ici  (*). 

On  doit  à  M.  ':^\QV.\i)iï  {  Com/ites  rendus,  t.  GXXXV^,  iQovi)  cette  inté- 
»tssante  remarque  (|ue  les  (équations  du  problème  de  M.  de  Brun  peuvent 


(  '  )  M.  de  Brun  a  iiUrodiiit,  dans  son  expression  de  la  furce,  une  fonclion  de  la 
dislance  au  point  fixe;  mais  cette  fonction  disparait  naturellement  des  équations 
^*t  n'a  aucun  rôle. 

A.,  il.  29 
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t'ire  ramonées  aux  liijuations  du  mouveiiieiit  d'un  corps  solide  dan*  in 
liquide  indéfini  données  par  Clebsch.  Tous  les  résultats  trouvés  dans  l'uo 
de  ces  deux  problèmes  peuvent  donc  être  étendus  à  l'autre. 


VI.  -    PROPRIÉTÉS   DES   INTÉGRALES. 
INVARIANTS   INTÉGRAUX. 

*>!)0.  Intégrales.  —  Considénms  le  système  d'équations 

i  j  j  ;  t.    —  A|,  ,     —  Aj,  . . .,  .      —  -\«, 

où  Xi,  Xj,  . . .,  Xrt  sont  des  fondions  <le  /,  j:»,  xj,  . .  .,  x^. 

Suit  0|(/,  JT,,  . . .,  jTrt),  02(/,  J^i,  . . .,  J"/i),  .  . .,  0«(^,  j?i,  .  ..,Xj,)  un  <)- 
tènie  de  n  intégrales  indépendantes;  pour  chaque  système  de  sulutioo'^ 
des  équations  (33),  Oj,  Oj,  ...,  6,|  ont  des  valeurs  constantes  Xi^  ...,!■ 
et  les  divers  systèmes  de  solutions  des  équations  (33)  se  différentienl  par 
les  valeurs  de  ces  constantes. 

Sident  Xi,  x^^  . . .,  a?,!*,  y,,  a^'j,  ....  .^',^  deux  systèmes  didérents  de  *<»lu- 
tii^ns;  si  l'on  désij^ne  par  XJ ,  Xj,  . . . ,  X',^  ce  que  deviennent  \\^  Xj.  ....  X« 
quand  on  y  remplace  les  x  par  les  x\  les  variables  j?'  vérifient  le  systèmr 
(réquation> 


dx's  _  dx\  _  r/j'^ 

^/    ~      "  dt    ""^^  ••'  ^/ 


i  \\  \  *  —  Y'         r±?  _  V  — ?  —  \' 


Si  l'on  considèrtî  à  la  lois  les  systèmes  d'équations  (33)  el  t3|),  le  *\>- 
tème  ainsi  -obtenu  admet  des  intéjçrales  Xix^^xx^  ...,  Xn\  x\^  x\  .....  x\^  r 

où  figurent  les  deux  séries  de  variables  X\^    ...,  J7„;  a/,, i -F».  X^a* 

dirons  d'une  telle  intégrale  qu'elU^  dépend  de  deux  solutions  difl'érenif> 
du  système  (33).  Prenons  un  exemple  simple,  celui  d'un  point  attiré  |Wir 
un  centre,  dans  un  plan,  proportionnellement  à  la  distance.  Les  équations 
du  problènu»  s'écrivent 


dx\  dxx 

dx\  ,  dx'^ 


dt    '""*'  dt 


=  — aVr',, 


où  Xxi  x\  sont  les  coordonnées  rectangulaires  du  point.  Les  intégrales  de 

ce  problème  stM-ont,  v\\  général,  des  fonctions  dépendant  de  deux  s<dutî<>n> 

<lu  système  uniqut* 

dx\  dxm 

On  peut,  de  même,  concevoir  des  intégrales  dépendant  dt  trois,  quatrr 

<m  d'un  plus  grand  nombre  de  solutions. 
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Lu  cas  intéressant  et  important  est  celui  des  intégrales  dépendant  de 
plusieurs  solutions  infiniment  voisines.  Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là  : 

Soient  jti,  x^,  ...,  x,t  un  système  <le  solutions  des  équations  (33)  et 
ri-^o:ci,  J'j-^oa72,  ...,  Xfi-hoXfi  un  système  de  solutions  infiniment 
voisin  du  premier.  On  aura 

a(xi-i-  oxi)        V  /  *  >  .    >  '^      \      /  •  \ 
^ —  X/(/,  X, -r-  o.r,,  Xi-^  OJ-j,  .  .  .,  X,|-+-  oj-,!)       («  =  I,  -2,  . .  .,  /O» 

en  tenant  compte  <les  équations  (33),  il  viendra  donc 

(  vj  )       — i —  =  - —  r^Xt  -f-  oxi  -h  ...  H — : —  ox„        (  /  =  I ,  -2,  . . . ,  /i  ). 

<//  OXi  0X2  ^-^n 

Ces  tMiuations,  qui  permettent  d'étudier  les  solutions  voisines  d'une  solu- 
tion <lonnée,  ont  été  introduites  par  M.  l*oincaré,  qui  les  appelle  les  équa- 
tions aux  varùitions  des  solutions  du  système  (33). 

Considérons  maintenant  une  fonction  homof;;èn(;  en  ojCj,  ^x^y  ..,,  ojr,i, 
dont  les  cot^fficients  seront  des  fonctions  de  x^^  j^j,  ...,  Xn  el  de  t\  un*; 
telle  foncti(»n  sera  une  inléj;rale  dépendant  des  solutions  voisines  Xi  et 
Vi-r-  O.r,,  >i  sa  «lérivée  totale  est  nulle  en  vertu  des  équations  (33)  et  (35). 
Soity  cotte  ftMîction,  on  a 


^  or_  (tx,  ^y^ 
^  Oxi    dt        ^ 


dt         dt       ^Oxi    dt        Ji^à^rjXi)     dt 

d Où  la  condition 

^f       "^  ^r    Of       ^S:<      ôf       ù\i  , 

'  àf         j^      '  ÔTi         ^0{OXi)    ÔXk 

cette  C(»n<lition  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  y  soit  une  intégrale; 
rlle  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  variations  ^jXi  et  quels  que  soient 
les  Xi  et  t.  Supposons  en  particulier  que  les  fonctions  X  ne  dépendent  pas 
rxplicilement  de  ^  ;  il  est  aisé  «le  montrer  que,  si  dans  la  fonctionyon 
r<-njplace  les  o.^•/  par*  les  quantités  \,,  la  f«>nction  F  ainsi  obtenue  est  une 
iiitf^'rale.  l.a  fonction /(/,  .7'i,  . . . ,  x^  ;  o.r|,  . . . ,  ox,,)  est,  en  effet,  devenue 
F  =  J  { t,  j'i,  .  .  .,  x,i\  X,,   .  . .,  X„  j.  On  a  donc 

./F        0/       V  0/    dxi       ^  ôf    d\i 


AàOxi    dt        jiài)\i 


fitar 


on  a  (lune 


It         Ot       j^Oxi    dt        j^O\i    dt 


dt     ~^  Ox/,-    dt    ~~jZà  ôxf,  '  ^  ' 

A  A 


<lt  ~~  \n      Zàoxi  '^'^ Aà  i)\i  oxf,^' 
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et   ceci   est    nul,  car   le  second   membre   esl   ce   que   devient  le  premifr 
membre  de  (36)  quand  on  y  prend  les  ox/  proportionnels  au\  j*/.  Aii»i 


-,-  =  o,  F  est  une  intégrale. 


501.  Théorème  de  M.  Kœnigs.  — -  Prenons,    par    exemple,    la   forae 
linéaire 

/  =  S,  ox,  -h  H,  ox,  1- . . .  -h  H«  CT„, 

où  les  H/  sont  des  lonclions  de  X\^  j^j,  . . .,  x„  et  de  /. 

Pour  exprimer  que  y  est  une  intégrale,  nous  écrirons  que  Ton  a 

n  n 


1 


ou  encore 


^^^)        ï^i^-'-i;-'^^— 


1 

ce  qui  s'écrit  encore 


(38) 


'^(2;^-')-2;(t--^'^-)=o- 


L'équation  (38)  se  prête  aisément  à  la  démonstration  d'un  élégant  théo- 
rème, dû  à  M.  Kœnigs  (M,  qui  établit  un  lien  entre  les  intégrales  linéaire^ 
telles  que  y  et  la  réduction  au  type  canonique  d*un  système  quelconque 
d'équations  diiTérentielles. 

Les  formes  linéaires  de  différentielles  telles  que^  ont  été  l'objet  d'étade» 
nombreuses,  et  Pfaff,  n(»tamment.  s'est  proposé  de  les  ramener  à  certaiis 
types  canoniques  (  voir  nARBOt'x,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
t.  XVIL  p.  i6;  i88'2^. 

On  démontre  en  effet  que  toute  forme  linéaire  de  différentielles  |ifol 
être  ramenée  à  l'un  des  deu\  types 

où  les  variables  v.   r, yp,  5,,  ;;] Zp  sont  indépendantes  cotre 

ellci.  L'obtention  de  ces  formes  réduites  exige  Tintégration  de  ccrtaiie» 
équations  différentielles  pour  lesquelles  nous  renverrons  au  Mémoire  de 
M.  Darboux. 

Supposons,  dès  lnr>.  qu'on   ait  appliqué  le  procédé  de  réduction  à  U 


(M  Com/ttcs  rendus,  dèrembre  i8'i'>. 
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forme/,  en  regardant  t  comme  une  conslante,  et  que  l'on  soit  parvenu, 
par  exemple,  au  type  (A),  qui  contient  ip -\- \  variables. 

Il  pourra  arriver  que  ip-^\  soit  moindre  que  /i;  alors,  en  adjoignant 
à  r,  J^u  J'iy  '-"typt  ^xt  ^ii  '  '  '  1  ^p  un  nombre  de  variables  W|,  ...,  m<j 
égal  à  <7  =  Al  -  •?.p  —  I,  on  pourra  prendre  pour  nouvelles  variables  les^, 
le*;  z  et  les  //. 

I-e  système  des  équations  différentielles  deviendra,  avec  ces  variables, 

(    dy  _  dy\  _        _  dy_p  __  ^ 

i  _  dzi  _       _  dzp  _  dux^  _       _    duq  _   , 

où  Y,  Yi,  . . . ,  Y,^,  Z|,  Zj,  . . . ,  Z,„  Uj,  . . . ,  \},f  sont  <les  fonctions  des  \a- 
riables  J',  ^'i,   .  .  . ,  ;îi,  .  .  .,  Mi,  . .  . ,  m,,  el  /. 

ï.a  condition  (38)  devient,  puisque  l'on  a  iciy=  ^  Zi^fi  —  oj', 

(4o)  $(  ^zi\i-  \  j-h2(Z/ay/-Y,a5,)  =  o. 

\     1  J  i 

PnsoilS 

P 

(il)  11.^2-'^'^' 

il  viendra 

(  /»2)  oH  -f-^CZ/OX,  —  Y/  05/)  =  o, 


I 


d'où,  puisque  ceci  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  les  3, 
on  aura  ensuite 


Y  ^ 


.2^-v,-„=2-i;-"- 


Le  sy-ténH'  dos  oquations  (S;))  ;i  «Idiic  la  forme  suivante 

dvi  <m  dSi  d\\  ,  . 

et  pni< 
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Un  f>l  ain>i  ramené  au  >\>lènie  canonique  (43).  *uivi  tiu  système  dr» 
t-quations  (  44  >  «'l  •45». 

Si.  au  lieu  »lu  lype  {  A  k  tin  èlail  arrivé  au  l\|>e  <  B  >,  on  eûl  pn>cédé  de 
méiMi*.  <in  aurait  eu  la  condition 

l'o<nn> 

H  =  ^^Zi\f 
il  viendra,  comme  |>lu>  haut. 

OU  .  OH 

Li  — r—  >  11  =  —    TT  » 

en  sorte  qu«'  la  fonction  H  vérifie  ici  l'équation 

on 


"=2-^'=2-:-l 


cV>t-à-<lire    «jue  H  e>l  homoi:êne  et  du  dejrré  i  d'homopënëité  par  rapport 
aux  z. 

ï-e  >yslèine  des  équations  différentielles  devient  aU»rs 

dvi  M  dzi       d\\ 

dt  OZi  dt        dj'i 

avec 

^^'^  dJ-^' ~dt~^''' 

On  démontre  aisément  que  si  n  est  impair  et  si  y  est  une  intégrale  quel- 
conque, linéaire  par  rapport  aux  variations,  c'est  le  type  (A)  qui  e<sl 
atteint  et  /i  =  •2/> -r- 1  :  si  au  contraire  n  est  pair,  c'est  le  type  (B)  et 
n  —  >/>.  Ainsi,  en  «général,  le  système  complémentaire  des  équations  (4^* 
ou  \  17;  n'existe  pas,  et  l'on  kst  ramenk  a  rx  système  canomqce  avec  ou 
san>  l'équation  i  44  )  >elon  la  parité  de  n. 

IMaçons-nous  dans  le  cas  de  n  impair,  et  supposons  que  Ton  donne  l'in- 
tégrale ^  Z;  ox/.  qui,  par  la  réduction  au  type  canonique,  se  réduit  à 


1  =  1  «  =  I 

On  aura  en  particulier,  si  le>  Z/  Sfmt  indépendantes  de  la  variable  /, 


^  S/  f^JTi  =  V  5a  dyi  —  dy, 
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nu  en  se  ra{»[)clant  que 


2/ï-»-l 


dW       VI       ^H 


.4«,        2-^'--"-2-S.-2- 


=  H. 


Ainsi,  la  somme  \^  S,X/  se  réduit  justement  à  la  fonction  principale  H. 

Si  \\  est  indépendant  du  temps,  on  sait  que  H  est  une  intégrale. 

Tel  sera  le  cas  si  les  X  et  les  S  ne  dépendent  pas  du  temps. 

On  remarquera  que,  dans  tous  les  cas,  l'équation  (44)  '^^  réduit  à  une 
simple  quadrature. 

Le  cas  <le  n  pair  <lonne  lieu  à  des  remarques  toutes  semblables. 

.jOi.  Théorème  de  Poisson.  —  La  considération  des  intégrales  dé- 
pendant, non  plus  de  deux,  mais  de  trois  solutions  infiniment  voisines, 
conduit  par  une  voie  nouvelle  au  théorème  de  Poisson,  ainsi  que  M.  Poin- 
caré  l'a  montré, 

Considérons  en  effet  un  système  canonique 

dqi         ÔH  dpi  ô\\  ..  . 

''''^  dt^ô-pV  -dt=-^,  (1  =  1,.,...,/!). 

Soient  />i,  /?j,  . . .  ,/>;,,  <7i,  ^»,  . . . ,  ^«  un  système  de  solutions  et  /?/-h  o/)/, 
^/-i-o<7/;  />! -+- o7>/»  <//-+-  ^'7/  deux  systèmes  de  solutions  voisins  du 
premier. 

La  forme  hilinéaire 


est  une  intégrale.  On  s'en  rend  compte  en  partant  d'une  identité  générale 
concernant  les  formes  linéaires  des  différentielles. 

S<Mt 

une  forme  linéaire  de  différentielles;  posons  de  même 

puis 

Pmions  tloi>^  systèmes  de  différentielles,  d^  0,  0',  on  a  identiquement 
(  "io  )  d^ii  -h  oeg',/  H-  0'  e,^5  =  o. 


f». 


43f.  l<^\Ali:C'lE    l'Ef    flfTESEfi. 

'♦     JUl    t>t    tlJ*:     i  l*"Ltiî*   . 

Pîfii   II*  r.  I  -T-  î»  «tr  ••?  li-  f'-riii*    ^  /»,  £y.  :  «.d  \««i!  que  l\tn  a 

d  "U.  ■!  ci;-:''*  î> 'T'i  *..!•■      Ji 

—  c/'  =  —  à^^À  =  ^  «"rfî  —  '-^àl' 

f-,?  =-  •:  H  r. 

L   -l;;*  ■>-    q'-r    .r*    i.ffr 't-Lt-ifUt**  d  c«»rTe*f»^»n«lenl  à   un«'  variation 
:*   !fe  Afiri-t-  r   :    -l  -^  r:-  ru-   i*-  *-qQ;«ti«<n«  ■  4<ii  '  «-«icnt  «^tîsfaites. 

—   :•  =  1  r»j.:  —  '-^d  —  --'^'M  dt  —  ss'H  rf/  =  o. 


I  ■ 


—    r  f  • 


J  £   •:T^.«=i'   ïL-    :    L<r:::v    :it::i.mTm  jfiilr  :  je  dis  que /!/-+- o'/*,,  y^-r- o'ç, 
"*!  .:.  r-^rTt-ii.r    .:r  >  •.-:     I.*  X.  r-  iu  s\Mème  de  solutions /?/,  qi^ 


y.     îî*'. 

.    T  *":-  •  — 


.    .;/'..:  — v-  —j^  |ar  leur*  \aleurs  (4o). 

•  r  -.t-f  r\  y\    •:.   •     '.  À\     '  ..-.  ^  ;  j-/.*  \qv  soient  le>  ^/i/ et  les  oqn  il  vient  donc 

=  o. 


i;-_v..,_:ilL_v,.,^_i"» 


=  0; 


V:   V-        -—     "'àp^àçi 
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équations  qui   s'écrivent,  on  remplaçant  Q/,  1*/  par  les  quantités  propor- 
tionnelles o'<//,  o'/>4, 


p  p 


<^//  jhddpidqp      ^^       Ad  dp i  dp ^ 

et  pareillement 


r'e^'t-à-dire  que  les  o'^/,  o'/?/  vérifient  les  équations  aux  variations  des 
('•quations  (  49). 

On  déduit  de  là  la  conséquence  suivante  : 

Soit  4>(^/i,  72,  . . . ,  </«,  />j,  /)2,  .  •  '^  Pn^  0  ""*^  intégrale  des  équations  (49)» 
Il  est  clair  que  o<I>  est  une  inléj;rale  dépentlant  de  deux  solutions  voisines; 
or 


^*  ^  2i  j^  ^'''  ^2-5^  ^'^  ' 


I  i 

donc,  d'après  le  théorème  précédent,  o'/?,  =  t  - — >  o'/?/  =  —  £  - —  sont  des 

solutions  des  équations  aux  variations 

|)e  même,  avec  une   autre    intecrrale   <Pi,   0  «z  =  £  -r — >  0*/?/ =  —  £  -- — 

srront  encore  des  solutions  de  l'équation  aux  variations. 
Miiis  (»n  a  vu  (jue  la  somme 

^(0  7/0  />/-      0  />/0    7/) 

i 

«'st  une  int('*îxrale  ;  <lone 

cit  une  int«'jirale  ;  on  retrouve  l(»  théorème  (h*  Poisson. 

Nous  terminerons  en  faisant  connaître  la  définition  des  nouveaux  élé- 
ments que  M.  Poincaré  a  introduits  sous  le  nom  iV invariants  infé/urraux. 

•">03.  Invariants  intégraux.  —  Reprenons  le  système  d'équations  dille- 

rrntielles  (  3  i  ),  — ^'  =  X,  ;  convenons  <le  rej^arder  j^i,  j:*!,  ....  Xn  ct»mme 

les  coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  à  n  dimensions  et  /  représen- 
tera une  mesure  du  temps.  Les  équations  (33)  définissent  une  famille  de 
courbes  (C);  nue  c<»urbe  et  un  mouvement  sur  cette  courbe  sont  définis 
si  l'on  donne  la  position  j^'J,  jr'],  . .  .,  .rj)  du  mobile  à  une  époque  /^.  Appe- 
lons po  ccitr  po'^ition  initiale  et  P  la  position  occupée  ensuite  par  le  mo- 
bile à  l'époque  t. 


4'»H  dvnamiquil  des  systèmes. 

Iiiia;;iiiuii'i  «pic  i'i>n  fasse  ilécrin'  à  V^  un  certain  espace  à  /*  •liiiieni>i<*Of  t^: 
lir  |i<.>iiiL  V  <lt.'ci'ira  liii-iiiOiiie  un  certain  espace  à  /'  ttimen^i>.*n?  E;.  Pjr 
••xnnple,  >i  \r  point  F"  clt^rrit  un  arc  de  c<»urbe  Ej,  le  point  P  Jrcrira  ai 
autrt:  arc  E]. 

.\rrciMns-n«)n>  d'aliuni  à  ce  premier  cas;  convenim*  île  «!éMffn»*r  par  lr 
^\iiil)ol«'  0  If^  variations  qui  correspondent  au  déplacement  de  F  -ir 
l'arc  Kl  MU,  ce  qui  revient  au  même,  de  V^  sur  l'arc  E'{. 

Con>idt'*rons  une  e\pre>sion  lin«*aire  de  la  forme 

—I  ^^1  -^  — j  ^^t  -r- . . .  —  Z/i  0J"«. 
où  lr>  Z/  >ont  df>  fonction^  de  Xi,  Xf Xn  el  de  /,  el  pren'.>n>  riDlésTalr 

I  —   /  Z,  oj'i  —  Hj  $Xî  -+-...  -L-  Z„  ox« 

le  Ion;;  d(î  l'arc  Ep  Les  variahlcN  Xi,  x^ x„  sont  de?  fonction>  de  /  fl 

de>  co<»rdonnées  initiale^  xj,  a^J,  ....  x^^  du  point  P<*.  Quand  ce  dernier 
point  >e  déplace  sur  Tare  Ej,  les  x*l  sont  fonctions  d'un  paraniélre  /.  qai 
prt'ud  les  valeurs  Xo,  Ài  aux  extrémités  <\c  l'arc.  Les  x/  dans  l'intégrale  I 
sont  donc  aussi  des  fonctions  de  X  et  de  /  sur  l'arc  Ef,  /  restant  constant 
pendant  Tinté^^ration. 

(>r  faisons  maintenant  varier  le  temps  /;  alors,  les  limites  de  l'inli*- 
;;rale  I  restent  /.„  el  Xj,  mais,  comme  l'élément  dépend  de  /,  I  n'en  appa- 
raît pas  moins  <'omme  une  fonction  de  t.  Il  peut  arriver  que  cette  fonction 
<le  /  se  réduist*  à  une  constante,  quel  que  soit  l'arc  E|.  On  dit  alors  que 
I  t'st  un  i/ivarûtnf  intégral. 

l'our  (}ue  I  hoit  un  invariant  inté«^ral,  il  faut  que  -7-  soit  nul,  quel  que 

soit  l'arc  d'intégration.  On  en  déduit,  puisque  les  limites  X|,  Xo  de  l'inte- 
;;ralr  >ont  indépendantes  du  temps,  que  la  dérivée  de  la  quantité  suu>  1** 
si;;iie  somme  doit  être  nulle. 

Autrement  dit,  pour  (pie  1  soit  un  invariant  intégral,  il  faut  et  il  suffit  qur 

Z|  o.r|  -:-  Zj  o.rj  -t- . . .  -i-  Z,|  Zxn 

soit  une  iiité;;rale  dépendant  de  deux  solutions  voisines. 

Si,  au  li(Mi  de  prentire  un  élément  linéaire  par  rapport  au\  8,  on  prend  un 
élément  (jui  soit  la  racine  //i''"'«  d'une  forme /"(/,  3^1,  ...j^Ta,  ojti,  ...f^j-a) 
liom(»;;ène  et  d'ordre  m  par  rapport  aux  0,  on  pourra,  de  même,  considérer 
l'iiiléj^raN'  d'arc 

1  ~   /    \  fyftJ'x r„ ,  o.r  1 ,  . . . ,  ^jX„  ), 
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et  la  condition  pour  que  I  soil  un  invariant  intégral  revient  à  dire  que 
y  est  \inc  intégrale  dépendant  de  deux  solutions  voisines  j*!,  j'j,  ...,  ar^ 
et  ^1  -+-  oj| ,  .  .  .,  Xft-h  ^a-,,. 

La  question  des  invariants  intégraux  représentés  par  des  intégrales 
simples  se  ramène  donc  à  celle  des  intégrales  dépendant  de  deux  solutions 
voisines. 

.Mais  on  peut  concevoir  aussi  des  invariants  intégraux  représentés  par 
des  intégrales  multiples. 

Sjpposons,  par  exemple,  que  le  point  Po  décrive  un  espace  EJ  à  deux 
dimensions  et  limité;  le  point  P  en  décrira  un  autre  Ej.  Désignons  encore 
par  0  les  déplacements  effectués  sur  cet  espace  Ej,  et  considérons  Finté- 


gr&le  doul)le 


1  =  f  f^^l.^k^on^. 


étendue  à  Tespace  E*,  les  M/,a  étant  des  fonctions  de  arj,  x^y  .  ..,  jr„  et  /. 
Quand  pf>  décrit  l'espace  EJ,  les  coordonnées  j-J,  . . . ,  xj  sont  des  fonctions 
de  deux  paramètres  X,  |jl  et  les  a^i,  ...,  Xn  sont  également  des  fonctions 
d«î  /  et  de  ces  deux  paramètres.  L'intégrale  I  prendrait,  si  l'on  introduisait 
les  variables  /,  ji,  la  forme 

et  les  limites  d'intégration  n<*  dépendraient  pas  du  temps. 

Cependant,  comme  les  M/^  et  les  xi  dépendent  du  temps,  l'intégrale  I 
en  dépendra  généralement.  Pour  qu'elle  en  soit  indépendante,  il  faudra 
que  l'on  ait 

^''^  d}[2^^^^'[-ô\  -ô^-ô^ -ôt)\  =  "• 

Si  ceci  a   lieu,  comme  on   l'a   déjà   supposé,  quelle  que  soit  la  forme  et 

quelle  que  soil  l'étendue  de  l'espace  Ej  et,  par  suite,  de  l'espace  Ej,  il  est 

clair  que  cette  équation  doit  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  fonctions  de 

X,  [JL,  qu'on  a  prises  pour  les  xf  et,  par  suite,  pour  les\r/.  Or,  quand  X  varie 

ôx  ' 
<le  oX,  X,  varie  de  o'.r/=  — ^- oX,  et  il  saute  aux  veux  que  les  ^x,-  vérifient 

f)X  .  T 

les  équations  aux  variations  des  équations  (33);  de   même,  pour  les  varia- 

ôx  ' 
lions  r/xi=  ---'  on  correspondant  à  la  seule  variation  de  ix.  D'après  cela, 

t>fJL       * 

l'équation  pourra  s'écrire 


îro  Df  .'«.(if  10  CE    DC<    «f  «TES  ES. 


.k 


\in*i.  \tAT  «'lemplr'.  tian«  I*'  «:a«  tie^  ««iiuation^  can«iniqae«,  noQ«  avons  va 


•{ijr  la  «omnir- 


r-t  un»*  inirirralr»  «{uan*!  It?s  o'/?..  o'^,  cl  ^/>|.  $*yi  sont  <leui  svstèmr*  «If 
<i>«>lijtii»n'%  (tf^'i>  rquati«in«  au\  variation^:  cela  équivaut  à  «lire  que  Tintêçralf 
•i«*ijhl** 


#  m 


r-«t  un  in\ariant  inté^zral. 

On  prijt  ron«»iilért»r  «le  la  même  fa«;«in  «les  intégrales  X:*^'**,  représentant 
ile«  invariant'^  inté;;rau\.  c'est-à-ilire  liont  la  «lérivée  |>ar  rapport  au  trmp« 
«oit  nulle,  et  cela,  quel  que  ««lit  l'espace  H^-  suivant  lequel  on  intègre. 

Suit 

k. 
1=11...    /  2^'"^^ l^a»«^?»--    »^ 


•/     • 


une  telle  int«?grale  A' — uple.  nù  les  M^,^ i  s*>nt  J^s  fonctions  des  X  et 


lie  /.  La  c«>n<litiMn  —  =  o  équivaut  à  la  suivante  : 


Ti  \  ^^^-'>" 


;îi 


.,/. 


O'Xj       0*X<J 

m    •    .    .  ••••• 

I  o*xa     o*x<j 


o>xx 
o«xx 


•   •   • 


?A 


JPX 


) 


>  =  o. 


) 


Klle  exprime  que  la  somme  ^,  où  o',  o*,  ...,  o^"  sont  k  symboles  diie- 

rents  de  (iiiïérentielles,  est  une  inté<;rale  dépendant  de  (k -^  i)  solatioBs 
voisine*'. 

Trenons,  par  exemple,  l'intégrale  multiple  d*ordre  n 


n. 


r=    /   I  ...  I  M  ox,,ox,, 


.  . ,  OJPn* 
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Dire  que  I  c>t  un  invariant,  c'est  dire  que  le  produit 


461 


I»  =  M 


>  1 

0' J"l 

0  *  Xj 

.        0»T,| 

^^Xt        . . 

.    ^'^/I 

•     •     •    • 

•    •   •   •            •   • 

•                  •    •     •    • 

=  M.D, 


où  0',  0*,  ...,  0"  désignent  n  systèmes  différents  de  difrérenticllcs,  est  une 

inté;;rale  dépendant  de  {n  -h  i)  solutions  voisines.  Cherchons  ce  que  doit 

.    dP 
être  la  fonction  M  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  Il  faut  avoir  -7-  =  o,  ou 

al 

^  d^\        ^^  dD 
df  dt 

La  diiïérentiation  (h;  F)  donne  d'ailleurs 


dï) 
~di 


do^  T^ 
dt 

dZ'^Xy 

"df 


rj^Xn 


l'T„ 


do"  Xi     ^ 


fj^x,, 


-4- 


«>ù  !«'>  points  représentent  { n  —  i)  déterminants  analogues  au  premier  qui 
••>t  tVril. 

Mais  les  o'x/,  vérifient  les  équations  aux  variations,  en  sorte   que  l'on  a 

f)Xi  ÔXi  ÔXa 


dt 


; =   0* JTi   H 0* 

dt  âxi  Ojf 

or  i  (/jTj 


^i 


r/^ 


0"  .r,  -f-  . .  .  —  -j^ —  0"  J"„. 


Lu   substituant  ces  valeur>  dans  le  déterminant  écrit,  on   voit  qu'il  est 
l'gal  au  prtMJuit 

ÔXx 

11»*»    autres    seraient    de    même    égaux  à   -^ — D,   ...,  -^-^  D,   en    sorte  qu'il 


\  leiit 


dt 


0\i 


'"Tè. 
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(Iih'i,  par  rniistMjiK'nt, 


f  =  -(S'-«2ê> 


d'autre  part,  on  sait  que 


Nous  trouvons  <lonc,  en  fhflinitive, 


(  I   ^         ôXi  Ot     I 


c'est-à-dire 


2 


^>ïr  ^  Tir  =  "■ 


()n  voit  ainsi  que  M  doit  être  un  multiplicateur  au  sens  de  Jacobi. 

On  déduirait  aisément  du  résultat  précédent  la  propriété  d'iiivarivacc 
qui  a  été  établie  dès  le  début,  attendu  que,  si  l'on  fait  un  chanj;enient  il*' 
variables  portant  sur  Xj,  .rj,  . .  .,;/•/,,  le  <léterminant  F)  se  reproduit  multi- 
plié par  le  déterminant  de  la  transformation  A.  Si  donc  M  était  un  mul- 
tiplicateur avec  les  premières  variables,  MA  ^era  bien  un  niultiplicalfar 
pour  les  nouvtdles  variables. 

(le  retour  au  mulliplicatcrur  de  Jacobi  e^t  très  intéressant,  car  il  maai- 
fesle  déjà  Timportanee  «les  notions  nouvelles  dues  à  M.  Poincaréf  puisque 
C(î  multiplicateur  n'y  apparaît  que  comme  un  cas  particulier  do  conrej^- 
tions  beaucoup  plus  i^énérales.  Ajoutons  que  l'éniinent  {i^éomètre  a  tiré  ou 
i;rand  parti  de  ces  invariants  intéf^raux  dans  ses  recherches  de  Mécanique, 
notamment  en  ce  «jui  concerne  la  stabilité.  Mais  nous  renverrons,  jMiurrf 
sujet,  au  livre  de  M.  Poincaré  Sur  tes  niéthmies  nouvelles  de  la  Mrca- 
fiif/iie  crics  te. 

Dans  une  \ote  in>én''e  en  janvier  189G  aux  Comptes  rendus  de  VAca- 
demie  des  Sciences,  M.  Kœni^s  a  éj;alement  étudié  les  invariants  inti-^ 
j^raux  représentés  par  de>  intéj;rales  (n — 1) —  uples  de  la  forme 


n  —  I. 


I  --   /    I   .  . .   1   ^  M,  dxi . . .  dxi^t  tlxi^i . . .  dx„, 

<lans  riiNpolhèsc    où    les   coefficients  X   des  j^équations  diflercntiellef  soot 
indépendants  de  /,  ainsi  que  les  fonctions  M/.  Si  l'on  pose 


et  si  a  (lésij^ne  une  intégrale  qui  n'annule  pas  B(6},   la  Jonction  B(a)  est 
un  multiplicateur.  La  connaissance  de  deux  intégrales  a,  p  permet  alors 

d'en    former   une    troisième   ..■ ,  ^ ! ,    ainsi    que    le    permet    le    théorème  de 

D(a)  *  ' 

Tnisson  dans  le  cas  des  équations  canoniques. 

On   pourra  consulter  également,  sur  les  applications  et  la   théorie  des 

invariants  intégraux,   un   travail  de  M.  de   Dondcr  (  Circolo  di  Palermo, 

t.  W,   1901,  et  t.  XVI,   190 ?j. 


VII.  —  PRINCIPE   DE   LA  MOINDRE  CONTRAINTE,  DE  GAUSS . 

oOi.  Énoncé  du  principe.  —  Les  géomètres  ont  cherché  de 
diverses  façons  à  résumer  les  équations  du  mouvement  dans  un 
énoncé  unique,  en  indiquant  des  intégrales  ou  des  fonctions  qui 
sont  mininia  dans  le  mouvement  réel  du  système  comparé  aux 
mouvements  possibles  voisins.  Dans  cet  ordre  d'idées  se  place 
d'abord  \^ principe  de  la  moindre  action  (n"  486);  vient  ensuite 
un  principe  plus  général,  le  principe  d^ Haniilton  (n"  483), 
dont  on  déduit  d'une  façon  simple  les  équations  de  Lagrange  dans 
les  systèmes  holonomes,  le  raisonnement  et  la  conclusion  deve- 
nant inexacts  quand  le  svslème  n'est  pas  holonome.  Nous  nous 
occu[)erons  ici  du  principe  de  la  moindre  contrainte  de  Gauss; 
ce  principe,  absolument  général,  ne  comporte,  en  outre,  aucune 
difficulté  d'application;  il  a  l'avantage  de  pouvoir  se  traduire  par 
un  énoncé  analjti(|ue  des  plus  simples  ramenant  la  recherche  des 
é([uations  du  mouvement  d'un  système  quelconque,  holonome  ou 
non,  à  la  recherche  du  minimum  d'une  fonction  du  second  degré. 

Nous  reproduisons  ici  la  traduction  du  commencement  du 
Mémoire  même  de  Gauss»  avec  le  Commentaire  dont  Joseph  Ber- 
trand l'accompagne  dans  la  Note  IX  de  la  troisième  édition  de  la 
Mécanique  analytique  de  Lagran<*e  (t.  II,  p.  ^^5")  '- 

«  Gauss  a  fait  connaître,  dans  le  Tome  4  du  Journal  de  Crelley 
un  l)t'au  théorème  qui  comprend  à  la  fois  les  lois  générales  de 
réquilibre  et  du  mouvement,  et  semble  l'expression  la  plus  géné- 
rale et  la  plus  élégante  (|u'on  soit  parvenu  à  leur  donner;  les 
lecteurs  français  nous  sauront  gré  de  reproduire  ici  la  traduction 
(les  quelques  j^ages  consacrées  par  l'illustre  géomètre  à  Texposi- 
tioii  du  nouveau  principe.    » 


464  dtnamiul'e:  des  systèmes. 

Commencement  du  Mémoire  de  Gauss.  —  hv  principe  des  vile-ise* 
\irtuelU's  ti*uii!i>furmef  coiiniie  on  sait,  tout  problème  de  Statique  en  nnr 
question  de  mathématiques  pures,  et,  par  le  principe  de  d'Aleniberl,  la 
Dynamique  est,  à  son  tour,  ramenée  à  la  Statique.  11  résulte  de  là  qu'au- 
cun principe  fondamental  de  l'équilibre  et  du  mouvement  ne  |>eut  êlrf 
essenliellement  distinct  de  ceux  que  nous  venons  de  citer,  et  que  !"Q 
pourra  toujours,  quel  qu'il  soit,  le  rep;arder  comme  leur  cunséquencr  plu« 
ou  moins  immédiate. 

On  ne  doit  pas  en  conclure  que  tout  théorème  nouveau  soit  |»our  crij 
sans  mérite.  Il  sera,  au  contraire,  toujours  intéressant  et  instructif  d'étudirr 
les  lois  de  la  nature  sous  un  nouveau  point  de  vue,  S4»it  que  Ton  paniennr 
ainsi  à  traiter  plus  simplement  telle  ou  telle  question  particulière,  i>a  qui- 
Ton  obtienne  seulement  une  plus  grande  précision  dans  les  énoncés. 

Le  ^rand  géomètre  {^  )  qui  a  si  brillamment  fait  reposer  la  science  Ja 
mouvement  sur  l<*  principe  des  vitesses  virtuelles,  n'a  pas  dédaigné  «le 
perfectionn«»r  et  fie  généraliser  le  princip«'  de  Maupertuis  relatif  à  la 
moin<lre  action,  et  l'on  sait  que  ce  principe  est  employé  souvent  par  le* 
géomètres  d'une  manient  très  avantageuse.  Le  caractère  propre  J« 
principe  des  vitesses  virtuelles  consiste  en  ce  qu'il  est,  pour  ainsi  dire,  U 
formule  générale  qui  résout  les  problèmes  de  Statique  et  qui  peut,  par 
suite,  tenir  lit^n  de  tout  autre  principe,  mais  il  n'a  pas  ce  cachet  d'évidenre 
absolue  qui  entraine  la  conviction  sitôt  que  l'énoncé  est  connu. 

Sous  ce  rapport  le  théorème  fondamental  que  je  vais  démontrer  me 
semble  devoir  être  préféré;  il  présente,  en  outre,  l'avantage  de  foni- 
preiidre  à  la  fois  les  lois  générales  de  l'équilibre  et  du  mouvement. 

S'il  est  plus  avantageux  au  perfectionnement  successif  de  la  science  et 
pour  Tétude  individuelle  de  passer  du  facile  à  ce  qui  semble  plus  difficile. 
<>t  des  lois  les  plus  simples  aux  plus  composées;  d'un  autre  côté,  l'ei^pnL 
une  fois  arrivé  au  point  de  vue  le  plus  élevé,  demande  la  marche  inverse 
qui  lui  fait  paraître  toute  la  Statique  comme  un  cas  particulier  delà  Dyna- 
mique. 


Le  nouveau  principe  est  le  suivant  : 

Le  mouvement  d'un  système  de  points  matériels  liés  entre  eux  d'une 
manière  fjuelconque  et  soumis  à  des  influences  quelconques  se  fait,  o 
chaque  instant,  dans  le  plus  parfait  accord  possible  avec  le  mouvement 
qu'ils  auraient  s'ils  devenaient  tous  libres,  c*est»à-dire  avec  la  pt^' 
petite  contrainte  possible,  en  prenant  pour  mesure  de  la  contrainte 
subie  pendant  un  instant  inflniment  petite  la  somme  des  produits  de 
la  masse  de  chaque  point  par  le  carré  de  la  quantité  dont  il  s* écarte 
de  la  position  qu'il  aurait  prise  s'il  eût  été  libre. 


(  '  )  Laihiaxoe,  Mccanif/ue  analytique. 
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SuitMit  //i.  /«',  m",  ...  les  masses  des  poinls,  a,  a\  a",  ...  leurs  positions 
respectives  à  l'instant  /,  6,  b\  6",  ...  les  positions  qu'ils  occuperaient 
après  un  temps  infiniment  petit  dt^  en  vertu  des  forces  qui  les  sollicitent 
et  de  la  vitesse  acquise  à  l'instant  ^,  si  les  liaisons  étaient  supprimées  à 
cet  instant,  r,  c\  c',  ...  les  positions  réelles  qu'ils  occupent  à  l'instant 
t-^  dt. 

L'énoncé  précédent  revient  à  dire  que  les  positions  c,  c\  c',  ...  qu'ils 
prendront  seront,  parmi  toutes  celles  que  permettent  les  liaisons,  celles 
pour  les(|uelles  la  somme 


î 


mbc   -^nx'b'c'    -^  m" b" c"  -h... 

sera  un  mini  m  uni. 

L'équilibre  est  un  cas  particulier  de  la  loi  fçénérale;  il  aura  lieu  lorsque, 
les  points  étant  sans  vitesses,  la  somme 


niab   -{- m' a' b'   H-... 

sera  un  minimum,  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  la  conservation  du 
système  dans  l'état  de  repos  s^rat  plus  près  du  mouvement  libre  que  cba- 
cun  des  points  ten«lrail  à  prendre,  si  les  liaisons  étaient  supprimées,  que 
tout  déplacement  possible  compatible  avec  les  liaisons. 

Démonstration,  —  A  Tinslant  /,  le  point  m  occupe  la  position 
a  de  coordonnées  x^  y^  z\  il  possède  une  vitesse  dont  les  projec- 
tions sont  les  dérivées  x\  y\  z'  de  ^,  j',  z  par  rapport  à  /  et  une 
accélération  dont  les  projections  sont  les  dérivées  secondes  xf,  y" ^ 
z"  de  x^  Y^  z  par  rapport  à  t\  enfin  il  est  sollicité  par  des  forces 
données,  autres  que  les  forces  de  liaison,  dont  la  résultante  a  pour 
projections  X,  Y,  Z.  Dans  le  mouvement  réel  du  système  or, /,  z 
sont  des  fonctions  du  temps;  à  Tinstant  t  le  point  m  est  en  «,  à 
rinstant  t -^^  dt  il  est  en  c  :  les  coordonnées  de  c  sont  donc, 
d'après  la  formule  de  Taylor  limitée  aux  trois  premiers  termes, 

(  c  )  X  ^  x  dt  -^  -  x'dt^,     y  -+-  y'  dt  -^-y"  dt^, 

z^z'dt-\--  z"dti. 

•2 

SI,  à  riuslant  /,  le  point  m  devenait  libre,  c'est-à-dire  si  les 
liaisons  étaient  brusquement  supprimées,  ce  point  aurait  une 
accélération  dont  les  projections,  d'après  le  principe  fondamental 

\      Y     Z 

de   la   mécanique  (u"  09),    seraient  —>  — »  —  et  sa  position   b  au 

»        ^  '^  '  mm     m  * 

A.,  II.  3o 
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boni  du  leinps  dt  serait  donnée  par  des  formules  analogues  au\ 

X      Y     Z 

précédentes  où  x",  y\  z'^  seraient  remplacés  par  -— ?  —  »  —  On  a 

donc,  pour  les  coordonnées  du  point  6, 


m    m     m 


(ù)  jt  -i-x' di  -^  -  —dt*,      y-hydt-h-—dn, 

z-h  z'  dt  -h  -  —  dt*, 
1  ni 

Le  segment  c6  a  donc  pour  projeclions 

* 

(^)  1(1^  Adt^^,     l(l^y\dt*,     l(^-.z')di*, 

^  'Jt  \ m  !  'i\m       ^    J       '     '2  \ m  / 

et  le  segment  //i.c6,  obtenu  en  multipliant  c6  par  la  masse,  a  pour 
projections 

-{\  —  mx'')dt\      l(Y^mj''')dt*,     -  (Z  —  ma*)  <//«. 

^  ^»  J» 

Dès  lors,  d'après  Téqualion  générale  de  la  dynamique, 

V  [(X  —  mx")  ?jx-\-iY  —  niy")  ^y^(Z  —  mz" )  05 ]  =  o, 

la  somme  des  travaux  des  vecteurs  tels  que  ni.cb  est  nulle,  pour 
tous  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons. 

Soient  donc  v,  y',  v",  ...  des  positions  inliniment  voisines  de 
c,  c',  c'\  ...  que  les  points  //i,  /«',  m",  ...  puissent  preodre  sans 
violer  les  liaisons  du  système  et  0,  6',  6',  ...  les  angles  que  cy, 
c'Yj  <^'y"i  •  •  •  ^ont  respectivement  avec  c6,  C'A',  c'^f , Le  tra- 
vail du  vecteur  m.cù^  pour  le  déplacement  virtuel  cy,  est 

/« .  c6 .  cy .  cos  0. 
Il  faut  donc  que  la  somme  de  ces  travaux 

^  m .  ch .  r'Y .  cos  6 

soit  nulle  pour  loutes  les  positions  y,  v'»  •••  coni|)alibles  avec  le* 
liaisons. 
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Mais  il  est  clair  que  Ton  a 

2  2 i 


i 
el,  |iar  suite, 


'fb    =  cb   s-  c'(   —  i .cb.c  Y  CMS  0 , 


N   m . ';b    =  \^m.rb   -+-  \  m  c*;    ~  J'-  ^  m . cb , c^  c«»s  0  ; 

comme  la  dernière  somme  est  nulle,  on  a 

\   m . *;/>    —  \^m.cb    =  \^ /n . cy   ,       * 

et,  par  su  île,  la  difTéreuce 


^m.';b   —^m. 


cb 


est  toujours   positive,  et  est  nulle  seulement  si  les  points  v,   y, 

y'',  .  ..  coïncident  avec  r,  c',  c",  ...;  c'est-à-dire  que  \]/?i.c6  esl 

toujours  un  minimum.  Ce  cpTil  fallait  démontrer. 

L' nonce  analytif/uc  du  principe  de  Gauss,   —    D'après  les 

expressions  ci-dessus  des  projections  du  segment  c6,  on  a 

2--'  =  ?2T[(é--)'-(^-^-)'*(^-'-)"]- 

Si  un  deuxième  mouvement  compatible  avec  les  liaisons  se 
produisait  de  façon  à  amener  les  points  en  y,  v',  v",  ...  dans  le 
même  temps  <//,  les  accélérations  auraient  d'autres  valeurs  x'^, 
y\^  cj,  ...  compatibles  avec  les  liaisons  et  Ton  trouverait  de 
même 

2'»'v'.'^2?[(^,-'0'-a--0'*(è-'0"]- 

(iomme  ^/?/.66'   est  toujours  [)lus  petit  que  ^/??.^>Y  ,  on  peut 
dire  (pie  : 

A  clia(/ue  instant  t,  les  accélérations  x" ,  y\  z'\  ...  que 
prennent  réellement  les  dii-ers  /foints  sont,  parmi  toutes  celles 
f/ue  permettent  les  liaisons,   celles  qui  rendent  minimum   la 


i*-*  L^ï^.^vHIjLEDEîSlSTtlIES. 


*■.•   '"*■:'.'.•'    ■" 


^m     '              '?'                                     "'  /M  '     J 

//  /    »v    r-nd  'i'^J.I"   -"^    s".    \'.    z' 

Tri  r-it  l  énon-  r  i    .iivt:.|iie  «in  principe  «le  Gaus$. 

No'is  «ie^^n?  I  l'-L»  '^te.irr»^  -Je  M.  A.  Maver,  de  I^ipzig,  les 
ren^eisnement-i  hi^i-'ritjiip'i  ei  bililiographîques  suivants.  LVooncé 
.in'ilvti-^ue  <i(i  pf int:i[.e  «ie  ridu>!*  a  déjà  été  indique  par  Jacobi 
d<in>  riae  IrrMn  '{'il  n'a  pjs  encore  été  publiée;  il  a  élé  donn^, 
iijJép»?nJjnjMienl  -it*  Jjot»bi.  p.ir  Scheftler  -  III.  Band  der  Schi*'»- 

rnifrh.<':h*=*'i  Z p.   i-j^  .  Il  ^*^  triune  reproduit  dans  MachlAV 

M*:rhtinik  in  iUr^:r  Ent.<uhun:z  historischkritisch  darsc^ttliL 
L»=-ipzi:;.  !>>>  .  tJan?  Hertz  Oesommelte  IVerke^  t.  III),  daD> 
Hfltziiiann  Vorfe.<un:2e'i  ubr-r  die  Principien  der  Mec/ta nH\ 
Ltripzi::.  iNi-  >:  M.  W  illani  (.libb?.  dans  un  beau  ti-avail  :  On  ihe 
/'•.'  ndam*'nt*il  /'•  »rnml*r  *  i  /*  fh  n  a  m  tes  \  A  merican  Journal  of 
M'itiit^mntu:^.  no:  II.  i^7«i"  a  donné,  de  cet  énoncé  analytique  du 
principe  de  tiaus?.  des  applications  à  divers  problèmes,  notaoï- 
ment  à  la  question  de  la  rntalion  des  corps  solides:  enfin  M.  Maver 
^*e>l  é::nlem».nt  >er\i  de  cet  énoncé  dans  un  intéressant  article 
i  n  t  i  1 1 1 1  »'•  :  L  eht?r  *  //>  Au  ht*'  Un  n  ir  der  Dijferen  iiat  g  ieich  un^en 
der  he^veL'unis  fiir  reif»(inizslose  Punktsvsiemen  die  Bedin- 
U'unt:su't:sleichnn::**n  nntt'rworfen  sind  und  Xur  Resuliruns 
der  St'i^se  in  r*'ihun::'il**.<en  Punktsystemen^  die  de  m  Zivangf 
i ' ij n  lie* Un ^nni:s u n :.■  A 70 h tt n :se n  ii nterlietsen.  (  Ab d ru c k  a ii s  den 
iit'richtt'n  der  niatheniatiscb-phvsikalischen  Klasse  der  L«iaigl. 
Sa  «.lis.  GescINrbafl  der  \\  issenscliaften  zu  Leipzig.  Silzuog  von 

3.  Juli    I  ^SlJt^  » 

Dn  pourra  aii-i^i  consulter,  pour  la  comparaison  entre  les  di\er» 
principes,  un  arilcle  de  M.  Hoelder  :  L'eber  die  Principien  ro* 
11*1  mil  ton  und  Mfiuprrtuis  «  \achrivhten  der  k.  Gesellscliaftdt^ 
\\*i^>enscliat*ten  zu  G«»llingen,  iS()(>,  Hefl  i».  Eutin,  pour  le  prin- 
ripe  de  la  moindre  ronirainle,  nt»us  signalerons  un  article  de 
M.  W'ds^muth  :  Das  Rest^^iied  hei  der  Ti-ans/ormaiion  des 
Z^'inues  in  tiliumieinen  Coordinaten  \  Sitzunssberichte  der 
kni^erliclien  Akadenile  der  Wissenschaften  in  Wien.  I.  CX, 
Vluheilunir  II,  axnl  i()0!  >. 
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Forme  générale  des  équations  de  la  Dynamique.  —  Remar- 
quons, en  terminant,  que  l'on  peut  rattacher  à  cet  énoncé  analy- 
tique du  principe  de  Gauss  la  forme  des  équations  de  la  Dyna- 
mique que  nous  avons  étudiée  précédemment  (n®  465)  [Journal 
de  Crelle,  t.  121  et  122,  et  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées  de  M.  Jordan  (premiers  fascicules  1900  et  1901)]. 
Soit  un  système  quelconque  dans  lequel  le  déplacement  virtuel 
le  plus  général  compatible  avec  les  liaisons  est  défini  par  k  va- 
riations 0(7i,  oyoj  '-'i^qk'  On  a  pour  un  point  quelconque  du 
sxsième 

oy  =  bi  oc/i-h  biOÇi-h.  .  .-{-  b/^oq/,, 
oz  =  c,  o<7,  -h  Cl  072  -+-...  -t-  ca  07^, 

d%)ii,  pour  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appliquées, 

\^  (  \  oj-  -T-  Y  or  H-  Z  03)  =  Qi  071  -h  Qj  0^2-+-. . .-+-  Qa  o<7A  ; 


avec 


Q,  =  \^  (a,  X  -h  ^,  Y  -h  Cl  Z  ),  etc. 

D'autre  part,  le  déplacement  réel  du  système  pendant  le  temps 
dt  s  ol)lient  en  faisant  croître  q\,q2'i  •••?  qk  de  dq^^  dq.2j  ...,  dqff^ 
ce  qui  donne,  pour  le  dt'|)lacement  réel  du  point  (jc^y^  z), 

(i.r  —  (t  i  dq  1  -(-  «2  dqi  H- .  .  .  -f-  «x- dq^  -\-  adt^ 
cJy  —  bx(iq\-^  bi  dq^  -h  ...-♦-  6^-  dqf,  -h  bdt^ 
dz  =  Cl  (l(j  I  -r-  Cj  dqi  -^  .  .  .-\-  cii  dqk  H-  cdt. 

Divisons  par  dt  et  employons  la  notation  de  Lagrange  pour  les 
dérivées,  nous  aurons 

.r'  =r  H\<i\  -\-  a^q'^-r-  .  .  .-r-  a/i  q\.  -f-  (i 
y'  —  />,  ff\  a-  b^  7  j  -h .  .  .  -+-  bf,  q'f,  -h  b 
z    —  r^(j\-~  Cicj'^-{-..  .^  Ck  q).  -+-  c 

d'où,  en  déri\ant  encore  une  fois  par  rapport  au  temps, 


ri) 


\ 

•1 

.r 

rrr 

«1 

<l\ 

_:_ 

a^ql 

-+-.  . 
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Si  Ton  porle  ces  valeurs  (a)  dans  la  somme  (i)  appelée  R, celle 
somme  devienl  fonclion  du  deuxième  degré  des  A*  quanlilés  q\, 
y!',,  ...,  q"f^  :  d'après  les  formules  (ii),  lesaccéléralions  possibles  de» 
points  {oc^y^  z)  sonl  déterminées  par  les  diverses  valeurs  allri- 
huces  à  q\^  (j\s  ...,7]^.  Les  accéléralions  réelles  des  points  devant 
rendre  la  somme  II  minimum,  les  valeurs  de  q\^  q".,^  ...,  qr]^  corres- 
pondant au  mouvement  s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  les  dérivées 

partielles  de  la  somme  R  par  rapport  à  q\^  q\^  , q\.  Écrivons 

celle  somme 


Ci) 


H  =  7  y  w  (  j-''2-f.  j»i^  yt)  _y  (Xar-^-  Yj-"-}-  Zc')  -4-. . . 


les  termes  non  écrits  ne  dépendant  pas  de  x" .  j  ",  z",  Dé>ignons 
comme  plus  haut  |)ar 

l'énergie  d'accélérations  du  système;  d'autre  part,  formons  la 
somme 

en  j  remplaçant  x\  y\  z"  par  leurs  valeurs  (t*),  celle  somme 
prend  la  forme 

Qi  7ï  -H  Qî  7t  -+- . . .  -H  Q)i  7a  -*-•  •  • 

où  nous  n'rcrivons  pas  les  lermes  indépendants  des  g".  Dès  lors, 
pour  obtenir  les  équations  du  mouvement,  il  faut  égalera  zéro  les 
dérivées  partielles  de 

R  =  S  -  Q,  7';  —  Q,<y;  — . . .  —  Q^.y- 
par  rapport  à  q],  q'!,,  . . .,  q^.  On  a  ainsi  les  équations  du  n**  4(3 

qui  conviennent  à  tous  les  s\>lèmes  de  liaisons  et  de  paramètres. 
L'énergie  d'accéléralions  S  est  une  fonction  qui  caractérise  l« 
svslème;   les   quantités  (),,    i)^,    ...,  Q^  dépendent   des  forces 
appliquées,  {l'oir  également  le  n"  468.) 
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EXERCICES. 

1.  Appliquer  la  iiiélliodc  d'intégration  de  Jacobi  aux  prohicnies  traités  dans 
les  Cliapiiics  précédents,  ou  proposés  comme  exercices  à  la  fin  de  ces  Chapitres. 

^.  L'n  trièdre  trireclangle  OXVZ  tourne  avec  une  vitesse  constante  eu  autour 
de  son  arête  OZ,  qui  est  dirigée  on  sens  contraire  de  la  pesanteur;  il  entraîne 
a%ec  lui  un  paraboloïde  P  qui,  rapporté  aux  axes  OX,  OY,  OZ,  aurait  pour 
équation 

x^—  v'=  ipz. 

In  point  M  de  masse  i,de  poids  gy  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  de  P, 

est  attiré  vers  le  sommet  O  du  paraboloïde   par   une   force  égale  à  -^MO;  en 

outre,  MA,  MB  étant  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les  génératrices 
roclilisnes  de  P  qui  passent  au  sommet  O,  le  point  M  est  encore  sollicité  par 
deux   forces    dirigées  suivant    les   segments    AM,    HM,  et   égales,  la  première  à 

-^  \M.  la  seconde  à  -^  RM. 
P  P 

La  position  du  mobile  M  sera  définie  par  les  valeurs  des  paramètres  X,  \l  qui 

figurent  dans  les  éciualions 

: h   ^^ =>,  —  2J, 1 ^ 7=IL^.9.Z 

A  — />  A  -h/?  |X-+-/>  ll—p 

de>  paraboloïdes    homofocaux  îi  P  et  passant  par  le  point  M. 

Cela  posé,  on  demande  : 

1"  De  former  l'équation  diiïérentielle  aux  dérivées  partielles  dont,  suivant  le 
théorème  de  Jacobi,  il  suffirait  de  connaître  une  intégrale  complète  pour  en  dé- 
rluire,  par  de  simples  difPérenliations.  les   équations  du  mouvement  du  point  M: 

»•  De  trouver  cette  intégrale  complète  et  les  équations  du  mouvement  quand 
on  suppose  w  —  o  ; 

V  n*inlé;;rer  l'équation  de  la  trajectoire  et  d'indiquer  la  forme  de  cette  ligne 
quand.  '•>  étant  toujours  nul.  on  a,  à  l'instant  initial, 


A"  ,/.r  3-^3v/3    /—  dv  q-+-V^3    /— 


(Agrégation.) 

:\.  Transformations  isogonales  en  Mécanique,  d*aprés  M.  Coursât.  —  Con- 
sidérons le  mouvement  d'un  point  matériel  dans  un  plan,  dans  le  cas  où  il  existe 
une  fonction  de  forces  lJ(x,  )).  La  détermination  des  trajectoires  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  h  de  la  constante  des  forces  vives  se  ramène  à  la 
recherche  d'une  intéj:rale  eonipiête  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Posons  z=  X  -^  ri,  Z  =  \  -h  Y /,  et  soit  ;;  =  r(Z)  une  fonction  analytique  de 
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la  varicililt"  iumpU'xc  /.  ;  ili.»  cetti?  relation  un  lire 

les  fignolions  •  et  y  \éritîiint  les  «.'onditions 

Si.  «tans  IViiuation  (i'.  on  fait  le  clians;eineiit  de  variables   défini  par  lr«  for- 
mules (  ■).  on  reconnaît  iMiiiicdiateniont  qu*elle  dc%*icnt 


•n 


,-V..-,,:ÎV  =  .u-.,[(â)V(*)'} 


êi] nation  de  ni«Mne  f  irine  «lue  (i).  Uonf,  si  l'on  considère  toutes  les  trajectoirft 
correspontiant  à  Ai  fonction  des  forces  U(x,  v)  et  à  la  valeur  h  de  la  fOu- 
sttintt'  lies  forcer  riVet.  et  'faon  soumette  ces  courbes  ti  la  transformat  if tti  iV»- 
^onttlt'  {iK  les  notwelles  c^mrbes  senmt  les  trajectoires  correspondant  à  la 
noux-elle  fonrtttm  des  fiwres 


-<^-"A}m-m] 


ii''  = 


et  à  in  mleur  zt-m  de  iit  constante  des  forces  vix'es, 
P.ir  e\»MnpIt\  eti  prenaiU 


h  =  o. 


SX'  V 


oii  3  ei  .:  "ont  dt"*  oon<t,inlo<,  pui*»  en  faisant  z  =  Z-.  x  =  X- —  Y-,  y  =  >\Y,  on 
tri>u\e  p'»ur  n«»u\elle  foni"lii»n  dr  force* 

On  pas^e  uin^i  do  la  loi  d'attraotimi  neii«tooienne  à  la  loi  d'attraction  prop<ir- 
lionnello  a  la  »lisian.o.  ,  r..»irvSAT.^(.'o/ii/i/«  rendus,  l,  CVIII,  p.  iJti.) 

4.  r''insfK>rmitti''n  de  M.  /*»iW-iux.  —  Soit,  en  adoptant  le**  notations  do 
n*  i^".  lin  >\<tèMie  a  liai<<ui«  indépendantes  du  temps,  souiiii»  à  des  forces  dèri- 
\ant  «l'une  fonction  t    no  ctMilenant  pas  t,  et 


./< 


^    ni    djT-  —   /i  •  —  t/j-  t  =  ^  <!,,  rfy.  c/y  . 


La  doterniiu.iii-Mi  do<  trajectoire*  <o  ramène,  d'après  le  principe  de  la  moindre 
a>-ii>>n.  .1  la  doiorminaiiou  do<  t*>Micti"ns  7..  y. y^  rendant   inininium  riniê- 

i.rj!»» 

•  Il  3  f  *.  :   ioT'i^noiit  •!«.'*  •-••n«tan:o>.  C>mnie  on  peut  écrire  îdentit|ueinent 
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où 

on   voit  (|uc  : 

Si  l'on  sait  trouver  les  trajectoires  du  système  proposé,  la  constante  des 
Jorces  vives  étant  -,  on  en  déduit  les  trajectoires  d'un  autre  système  à  k  pa- 
ramètres Y,,  c/..  ..  .,  Yj  pour  lequel  le  nouveau  dS^  est  donné  par 

et  la  nouvelle  fonction  des  forces  par 

u  =  -• , 

la  nouvelle  constante  des  forces  vives  étant  r  • 

Cette  transformation  comprend  la  précédente,  donnée  par  M.  Coursât. 

(  Darboux,  Comptes  rendus,  {.  GVIII,  p.  4Î9-) 

5.  In  sysième,  assujetti  à  des  liaisons  pouvant  dépendre  du  temps,  est  sollicité 
par  des  forces  dérivant  d'une  fonciion  U  des  coordonnées  et  du  temps;  en  outre, 
chaque  point  du  système  subit  une  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  sa 
masse  et  à  sa  vitesse.  Démontrer  qu'on  peut,  par  un  changement  de  la  variable 
indépendante  f,  faire  disparaître  ces  résistances  de  milieu,  de  façon  à  pouvoir 
ensuite  appliquer  au  système  les  théorèmes  d'Hamilton  et  de  Jacobi. 

/iéponsc.  —  Les  équations  du  mouvement  sont,  d'après  la  méthode  des  multi- 
plicateurs de  Lagrange, 

^•^  ''''  dt^-  ôF.-''''''dr'^^'dj^.-^'^^''ôi: 


où  A  e>t  une  constante  positive,  la  même  dans  toutes  les  équations. 

faisons  le  changement   de  variable  "z  —.  e  ".  Les  é(|ualions  prennent  la  forme 

d-x,        OV  df,  ôf^ 


à   condition  d«*  poser 


^    =   7^:  ^^  î^. 


A-T-        '  *'  A-=T- 


On  est  donc  ramené  à  inlégier  les  équations  (  i  )  qui  sont  les  équations  du 
inouvonienl  du  système  donné,  non  soumis  à  la  résistance  de  milieu  et  sollicite 
par  des  forces  dérivant  de  la  nouvelle  fonction  V. 

On  pourra  donc  applicpier  à  ce  dernier  mouvement  les  méthodes  d'Hamilton 
et  de  Jacohi:  on  en  conclura,  en  revenant  à  la  variable  /,  les  intégrales  des 
cquaiioiis  (  I  ). 

<)n  fH)urra  appli({ucr  cette  méthode  aux  cas  particuliers  suivants  : 

i  '  .Mon\cmenl  d'un  seul  point. 
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[Ce  problème  a  élé  tnnté  par  M.  Elliot  et  ramené  par  lui.  d'une  autre  ma- 
nière, aux  formes  canoniques  {Comptes  rendus,  1892:  Annales  de l*Êcole  Nor- 
male, août  189.3).   Voir  également  le  premier  Volume,  p.  58q.] 

20  Mouvement  de  deux  points  pesants  reliés  par  un  fil  inextensible  et  sans 
masse,  chaque  point  subissant  une  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  sa  roassr 
et  à  sa  vil esse. 

6.  Mouvement  de  trois  points  matériels  m^  m\  m',  situés  dans  un  plan  fixe  et 
s'atlirant  mutuellement  suivant  une  fonction  de  la  distance;  les  points  m*  et  m' 
sont,  en  outre,  assujettis  k  rester  à  des  distances  constantes  de  m  [  Voir  Lioc- 
viLLE,  Sur  un  problème  de  Mécanique  {Journal  de  Liouville,  q*  série,  l.  IIl)). 

La  position  du  système  dépend  de  quatre  paramétres  :  en  prenant  pour  l'un  dt 
ces  paramètres  l'angle  a  de  mm'  avec  mm't  on  voit  que  la  fonction  des  forces  oc 
dépend  que  de  a.  Le  problème  se  ramène  à  des  quadratures. 

7.  Soient  z>  =  Cj  ^  =  c'  deux  intégrales  des  équations  canoniques;  si  la  paren- 
thèse (9,  •^)  n'est  pas  nulle  et  est  fonction  de  9  et  de  <J^  seulement,  il  existe  tou- 
jours une  fonction /de  9  et  4^  qui,  égalée  à  une  constante,  fournit  une  intégrale 
telle  que  (9,  /)  soit  identiquement  égal  à  l'unilé. 

8.  Méthode  de  Liouville  pour  ramener  des  équations  différentielles  quel- 
conques à  la  forme  canonique.  —  Soient  des  équations  difTérentielles  ordinaires 
du  premier  ordre  de  la  forme 

/.X  ^^«    _   ^^2   _         -   ^^n   _  J- 

A,  Aj  A„ 

OÙ  X,,  X,,  . . .,  X„  sont  des  fonctions  données  de  x,,  x-,^  ...»  x^.  t. 

Introduisons  des  variables  auxiliaires  ^,,  y^^  . . . ,  y^^,  et  posons 

H  =  Xj  Vi-j- Xo^r^-^-  ••-+-X^>',. 


Nous  pourrons  écrire  le  sy 

stème  (1) 

,    ,                   dx,        ô\\ 

dx^^ 

dt   ~ 

dy.. 

dx,        dH 

di  -ax.' 

avec  les  équations 

^^^         dt  -     dx: 

dt    ~ 

âx. 

dy,  _       àH 
dt    -       rfx.* 

servant  de  définition  aux  variables  auxiliaires  VpV,,  ...»>^„- 

L'ensemble  des  équations  {9.)  et  (3)  forme  alors  un  système  canonique. 

0.  TiiÉonÊME   DE  M.  BuHL.  —    Soit  un  système  d'équations  différentielles 
ordinaires. 

.  .  ^'-^1        <^^i  dx^ 

\^  1  Y       —      Y        —  **'  —      Y* 

A,  A,  J\^ 

On  peut  toujours  adjoindre  aux  fonctions  X,,  Xj X^  d'cusires  f onctions 

Y,.  Vo Y„  des  mêmes  variables  x,,  jr, x^,  de  telle  manière  que,  si 

/(jT,,  X.,.    ...,  x^)  =  const.  est   une   intégrale  première  quelconque  de  (i). 
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Vex  pression 


\  ,  — ^  -h  ^  ..  V^  -h .    .  -h  ^  „  -r—  =  const. 


^  Ox^  "  <>jr_.  '         "  Ox, 

en  soit  une  autre.  (Blmil,  Thèse  de  Doctorat,  1901.) 

Ce  IhéorOine  comprend  comme  cas  particulier  le  tliêorème  de  Poisson:  mais  on 
peut  aussi  le  déduire  du  ihéorèmc  de  Poisson  (Appell,  Comptes  rendus,  août 
1901). 

Voyez  également  un  Mémoire  de  M.  de  Donder  \  Étude  sur  les  invariants 
intégraux  {Circolo  di  Palermo,  9  mars  1902)]. 

10.  Transformation  des  équations  dijférentieiles  de  Hamilton.  —  La  trans- 
formation des  équations  canoniques  en  un  autre  système  canonique  a  été  traitée 
par  Lie  dans  un  .Mémoire  intitulé  :  Die  Storungstheorie  und  die  Berùhrungs- 
trans/ormationen.  inséré  au  Tome  II  de  VArchiv  for  Mathematik  of  Naturvi- 
denskab  (  Kristiania,  1877).  Voyez  également  un  article  de  M.  Morera  :  Sulla 
transf or mazione  dette  equazioni  differenziali  di  Hamiiton  {Rendiconti  dette 
H.  Accademia  dei  Lincei,  Vol.  XII,  i5  février  i9<>3). 
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I. 


CHAPITRE   XXVI. 

CHOCS  ET  PERCUSSIONS. 


I.  -  PERCUSSIONS  APPUQUËES  A  UN  POINT  MATÉBIBL. 

oOo.  Définitions.  —  Il  peut  arriver  que  les  points  d*iin  svsléine 
matériel  changent  brusquement  de  vitesses  dans  un  temps  ex Iré- 
memenl  court,  sans  que  le  système  change  sensiblement  déposi- 
tion. 

Par  exemple,  quand  on  donne  un  coup  de  queue  â  une  bille  de 
billard  immobile,  dans  le  temps  extrêmement  court  pendant  lequel 
la  queue  touche  la  bille,  les  vitesses  des  diflerents  points  de  celte 
bille  prennent  brusquement  des  valeurs  finies  sans  qu*elle  ail 
sensiblement  changé  de  position  :  la  bille  se  meut  ensuite  sur  le 
tapis  suivant  des  lois  que  nous  avons  étudiées. 

De  même,  une  balle  élastique  lancée  contre  un  mur  reliondit  : 
dans  le  temps  extrêmement  court  pendant  lequel  la  balle  est  en 
contact  avec  le  mur,  sa  position  ne  change  pas  sensiblement,  mais 
les  vitesses  de  ses  différents  points  changent  brusquement,  puisqoe 
la  balle  qui  se  dirigeait  vers  le  mur  un  instant  avant  le  contKl 
s'en  éloigne  immédiatement  après;  à  partir  de  ce  momeot,  le 
mouvement  de  la  balle  se  fait  de  nouveau  sous  Taction  de  la  pesan- 
teur dont  Teiret  est  négligeable  pendant  le  temps  très  court  qua 
duré  le  contact. 

Lorsque  des  faits  de  ce  genre  se  présentent,  on  dit  que  le  svf- 
tèmeen  mouvement  subil  des  percussions. 

Ces  phénomènes  étaient  attribués  autrefois  à  ce  qu^on  appelait 
des  forces  instantanées;  mais  on  peut  les  rattacher  très  simple 
ment  aux  théorèmes  généraux  de  la  Dynamique  :  ils  sont  produits 
par  des  forces  extrêmement  grandes  agissant  pendant  un 
temps  extrêmement  court.  .Nous  analyserons  d*abord  le  plicoo- 
mène  pour  un  seul  point  matériel. 


?>06.  Percussions  appliquées   à  un  point  matériel.  —   i"   Une 
percussion.  Considérons  d'abord    un  point  nnalériel  de  masse  m 
solli(!ité  par  une  force  F  de  projections  X,  Y,  Z;  les  équations  de 
son  mouvement  sont 

quelle  que  soit  la  loi  de  la  force,  les  quantités  X,  Y,  Z  peuvent 
être  regardées,  pendant  le  mouvement,  comme  des  fonctions  de  t. 
Multiplions  alors  les  deux  membres  de  ces  équations  par  dt  et 
intégrons  de  /«  à  /,  :  nous  aurons 

(lx\        I      dx\         r'\.  ^ 

i(-f),-('"^i).=.r"'- 

("•f-?),-(»è-).=.(""'. 

*  0 

où  (  m  -T-  )    et  (  /;?  -T-  )  »  •  •  •  désignent  les   valeurs  de  m  ~r  •>  •  •  •  > 

aux  instants  ty  et  t^. 

On  appelle  impulsion  de  la  forc.-e  X,  Y,  Z  dans  Tintervalle 
ts  —  /o  le  vecteur  dont  les  composantes  sont  les  intégrales  des 
seconds  membres.  Les  équations  (?.  )  expriment  alors  ce  théorème  : 

La  variation  fi^êoniétrique  de  la  quantité  de  mouvement  du 
point  dans  C intervalle  ti  —  t^  est  égale  à  r impulsion  de  la 
force  agissant  sur  le  point. 

Supposons  que  Tintervalle  /»  —  /«  soit  très  pelil.  Si  la  force 
X,  Y,  Z  n'a  pas  dans  cet  intervalle  une  intensité  très  grande,  les 
seconds  membres  des  équations  (2)  sont  1res  petits  et,  par  consé- 
(|uenl,  la  vitesse  du  mobile  varie  1res  peu  dans  l'intervalle  de 
temps  /,  —  /()  :  c'est  ce  qui  arrive  pour  le  mouvement  d'un  point 
soumis  à  des  forces  ordinaires  lelles  que  la  pesanteur  ou  l'attrac- 
tion newlonienue  d'un  centre  fixe,  etc..  Mais,  si  la  force  X, 
Y,  Z  a,  dans  l'intervalle  1res  court  /,  —  Iq,  une  intensité  très  grande 


I 


de  l'ordre  de  — — -- ^  les  intégrales  des  seconds  membres  ont  des 
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percussion  applicpiée  au  point.  On  a  donc  symboliquement 

(P)  =  (wja,  )  — (//l|Xo). 

(>ette  relation  détermine  la  percussion  en  fonction  des  quan- 
tités de  mouvement  aux  instants  /q  et  ^,  ;  inversement,  si  Ton 
connaît  la  quantité  de  mouvement  m^o^  avant  la  percussion,  et  la 
percussion  P,  la  quantité  de  mouvement  m ix,,  après  la  percussion, 
est  la  somme  géométrique  de  mjjio  et  P. 

9:*  Plusieurs  percussions.  —  Soient  F^,  F",  F"',  ...  plu- 
sieurs forces  agiss'int  sur  un  point  et  ajant  pour  projections 
(X\  \',  Z'),  ....  Les  équations  du  mouvement  sont 

=  Y'-+-  Y"-4- Y"'-+-..., 
=  Z'-+-Z''-hZ"'-+-.... 


Multiplions  les  deux  membres  par  di,  et  intégrons  de  t^ —  /,, 
en  |»osant 

fl     =     f    Wlt,               ù'=     Ç       X'dt,  €"=     Ç    \'dl, 

•  u                                                                                      '  q  «Il 


m 

dKr 

dr^ 

ni 

d\y 
dn 

m 

d^z 

dr^ 

Nous  aurons 


m 


d.r\         /       dx\ 
dtj,       \       dtj^ 


m 


<i'        '■^'«^).-("4X='''-*-*"'---- 


1      ^*      I      ^w      1 

-4-  C    -h  C     -+- 


Supposons  l'inlervalle  /|  —  ^o  infiniment  petit,  et  les  forces  F', 

F'',  F'^',   ...   infiniment  grandes  de  l'ordre  de ->  dans  cet  in- 

lervalle;  les  intégrales  a\  b\  c',  al\  b'\  c",  ...  ont  des  valeurs 
finies,  et  définissent  des  percussions  P',  P",  ...,  comme  nous 
venons  de  le  voir. 
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i-e?  ^  ;r.i:":  :  -  ;  -^^-r-:  !rrnl  que  la  variation  de  la  quanlilé  de 
m-<i]\e:iir;^!  .:.;  :  :  *  :  ^-t  c>t  la  même  que  s*il  était  soumis  à  une 
jieivïî?-:.':!  i::."  -,-:.<  P  -ie  j-rr-jeclions  </,  //,  r,  définies  parles  reb- 
liùn> 

f**  '**V#^  'BPf 

fi  =    :   —  .:'—    :    — .  . .  .      '  =  f   —  ^  —  *#    — ... ,      c  =  c  -7- c  —  c   ~ 

<  .e::e  j'trv::>>co!î  ar.ioite  P.  qui  peut  remplacer  les  percus!^ioD« 
oon>idr^rres.  e^l  d.^no  c^Jile  à  leur  somme  géométrique.  Ainsi.  Ifs 
l»tTOvis>îv^n<  a;  \\\  y^iK^^  j  \\n  point  se  composent  comme  les  force*. 

^VC  L'effet  des  forces  ordinaires,  comme  la  pesanteur,  est  nul 
pendant  la  durée  d\ine  percussion.  —  En  eflTet,  supposons  un 
p  oint  >o  '.  1  i  0  i  le  p  :t  r  j  '  i:  >  î  e  11  r>  forces  F  '•  F^,  P",  . . . ,  com  me  dan* 
U*  nurutro  preot'J'frît  :  nuls  imaginons  que  la  force  Preste  finie 
Jans   rin:er\jiile   iruiastne:  l   petit   /|  —  /©j   tandis  que  les  antres 

F'.   F  .  ...  de\:enîîen:  :nês  grandes,  comme  ; —  ;  alors  fl',  A. 

i"  sont  ïuils.  la:i.i:<  -Tue  :',  .'•'.  '/,  ...  ont  des  valeurs  difTércnle* 
Je  ztTo:  les  termes  .:  •  h  .  .  disparaissent  donc  des  équations  (ji 
et  TertVl  de  la  force  onlinairt*  F'  est  négligeable  pendant  Tinter- 
\al[e  :.  —  :,. 

C'est  ainsi  que,  >i  iu:e  l-aile  heurte  un  mur,  faction  do  la 
pe>atUe:ir  sur  la  balîe,  ve  »dant  le  clioc.  est  négligeable  par  ra|>- 
port  aii\  e  il  et  s  -la  ohv. 

r^^.  Résume.  Théorèmes  relatifs  à  un  point  matériel.  —  Pour 
al^ît^er  i\vritiire,    nous    desiiinerons  par  Aj/it-j-j   la  quantité 

1  r*',  "\  •'.'  "*      .  eVst-à-dire  la  variation  que  subît  la  quantité 

(  m  *-^-  I  viaiî^  !'inler\aiie  r.  —  t^. 

I-  .  .         1  djT    dy    dz 

r.ti  gênerai,   \  çUiiu  i:ne  fonction  de  x,  »".  5,  -3-1  -f  j  -r  »  nous 

dt     dt     di 

ap^»el!cron>   A:,    la   \.n'ia:i.Mi   n,  —  u^  que  subit  celte  quantité  w 
.ian<  »'inlorvaIle  :.,  ;,.  Tmii  calculer  cette  variation,  il  faut  bien 

rciuar|iier    que  -77'  -77'  —  <e:iU  \ai-ieut,   tandis  que  x,  j\  5  ne 

\ar:o(it  pa>«   le   point   i>o  ctiau^eant   pas  de  position  pendant  la 


CHAPITRK    XXVI.    —    CHOCS    ET    PERCUSSIONS.  48 1 

lurée  de  la  percussion.  I^es  é(|iiations  (4)  sVcrivenl  alors 

■'»  ^('"t)=2"'    ^('"S)=2*'    ^(''4')=2'^- 

Elles  expriment  le  théorème  suivant  : 

La  variation  de  la  projection  de  la  quantité  de  mouvement 
f  un  point  sur  un  axe  est  égale  à  la  somme  des  projections 
les  percussions  sur  le  même  axe. 

Faisons  maintenant,  sur  les  formules  (5),  la  combinaison  des 
noments  par  rapport  à  O^;  nous  aurons  une  première  équation 


dt 


^'^\^Tt)  '^^^^^^'^y)^ 


lans  la(|uelle  le  second  membre  est  la  somme  des  moments  des 
)ercussions  par  rapport  kOz.  Quant  au  premier,  nous  i'interpré- 
erons  ainsi  :  remarquant  que  x  Gl  y  restent  fixes  par  hypothèse 
rendant  la  [)ercussion,  nous  pourrons  l'écrire 


dy  dx 


^„,___^,„„,, 


) 


it  nous  arriverons  à  ce  théorème  : 

La  variation  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  d'un 
loint  par  rapport  à  un  axe  est  égale  à  la  somme  des  moments 
les  percussions  par  rapport  à  cet  axe. 


II.    -  PERCUSSIONS  APPLIQUÉES  A  UN  SYSTÈBfE. 

.  Théorèmes  généraux.  —  xV  l'aide  des  théorèmes  pré- 
cédents, nous  obtiendrons  facilement  des  théorèmes  généraux 
concernant  les  percussions  dans  les  ensembles  matériels;  nous 
opérerons  absolument  comme  pour  la  recherche  des  théorèmes 
Fondamentaux  de  la  dynamique  des  systèmes. 

iNous  partagerons  les  percussions  (jui  agissent  sur  chacun  des 
points  m{x,yy  z)  du  système  en   deux  catégories.  Dans  la  pre- 
mière,  nous    |)lacerons   les   percussions    intérieures    (a/,   6/,   C|), 
autrement  dit,   les  percussions  résultant  des   forces  intérieures. 
A.,   11.  3f 


,7  f    >l*    ïl  5TÊMC5. 

i.-?  :  : -sil.aen^nl  la  seconde  catégorie, 
;  ::.  -  .-  r-^'jaîions    >  •  deviennent  : 


=  ^  «1  —  ^  <i^. 


vZ) 


2.        -.   ^        =    ^    ^      —   ^    Ir,, 


=   ^  •:    —  ^  r-. 


Fiiro::*  !i  5-:ziz:-.   ir^  -f:-;! lion 5  an^lo^ues  |K>ur  tous  les  poinb 
:  z  ?vi;^rr.r.  r.iGs  i-r:r>.  i  o'jr  I-es  êi{ualî**n>  relatives  à  Taxe  des  J, 


<r 


«<- 


Dji3s  !•>  premier  membre,  ^ou^  |H>iivons  ioter\'ert!r  les  signes  A 

ri  ï.  el  écrire    A^m'-^:    dir*<    ie    second    membre,   le  lermc 

Zl'i,  •iieparait.  ..ar  :e>  percu55i^.'n>  intérieures  obéissent  au  prin- 
cipe de  Tr'-^^alité  oe  rdc:i->n  et  de  la  réaction  comme  les  forces  qni 
le-  produi>enl  ;  on  a  donc 


A  ^  m  '-^  =  ^  ^  <i^. 


formule  qui  exprime  ce  théorème  : 

Thêofeme  I.  —  La  Viirùition  iie  lu  somme  des  projections 
fies  quantiiès  de  mcusremeni  sur  un  axe  fixe  est  égale  à  le 
yomme  des  projections  des  percussions  extérieures  sur  cet  ait* 

On  peut  considérer  ce  théorî-me  comme  une  conséqueoce  du 
théorème  général  des  quantités  de  mouvements  projetées;  poor 
l'en  déduire,  il  suttirail  d'intégrer  de  /«  à  /,  Téqualion 


<y  ^      ilx      V*  V  V 


*^n  ne  conservant  dans  le  second  membre  que  les  termes  prove* 
naiit  des  forces  intinimenl  grandes  pendant  fintervalle  infiDimeot 
petit  /|  —  /„. 
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On  peut  inlerpréler  autreinenl  le  théorème  qui  précède  en  in- 
rodiiisanl  le  centre  de  gravité  ($,  r,,  ^)  par  les  formules 


2 


ni  -j-  =  M    /  , 
dt  dt 


OD  a  alors 

K^'S)=22;- 

d'où 

Théorkmk.  —  La  variation  de  la  quantité  de  mouvement  du 
centre  de  granité  est  la  même  que  si  la  masse  totale  y  était 
'Concentrées  et  si  toutes  les  percussions  extérieures  y  étaient 
iirecteme n  t  app liq uées . 

Prenons  maintenant  le  théorème  des  moments  des  quantités  de 
nouvement  pour  un  point  matériel  du  système,  en  sé|)arant  en- 
core les  percussions  en  intérieures  et  extérieures;    nous  aurons 

\joutons  les  équations  analogues  pour  tous  les  points  du  système, 
nous  obtiendrons,  en  inlerverlissant  les  signes  2  et  A  dans  le  pre- 
mier membre 

L)ù  les  percus>ions  inlérieures  disparaissent  comme  égales  et  di- 
rectement opposées.  L'équation  qui  précède  est  l'expression  du 
ihéorème  : 

Thkorkmk  II.  —  Im  variation  de  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  nioui'ements,  par  rapport  à  un  axe  fixe ,  est  égale 
à  la  somme  des  moments  des  percussions  extérieures  par  rap- 
port a  cet  axe. 

Remarque.  —  Dans  tous  les  théorèmes  qui  précèdent,  nous 
n'avons  parlé  cpie  d'axes  fixes;  mais  comme,  par  hypothèse,  pen- 
dant la  durée  infiniment  petite  des  percussions,  le  système  ne 
subit  aucun  déplacement,  ces  théorèmes  s'appliquent  à  un  axe  lié 
à  un  des  corps  du  système. 
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III.  -  APPLICATION  DES  THÉORÉBfES  GÉNÉRAUX. 

olO.  Choc  direct  de  deux  sphères.  —  Soient  deux  sphères 
liomogtmes  de  masses  m  et  m'  qui,  à  un  instant  Iq^  viennent  à  se 
heurter.  Le  choc  des  deux  sphères  est  appelé  direct  quand  à  cet 
instant  Iq  les  deux  sphères  ne  tournent  pas  et  que  les  vitesses  de 
leurs  centres  C  et  C  sont  dirigées  suivant  la  ligne  des  centresCC. 
Pendant  la  duréo  très  courte  du  choc  t^  —  /©»  '^  ligne  des  cenlre-i 
peut  être  regardée  comme  sensiblement  immobile,  nous  la  pren- 
drons pour  axe  Ox;  nous  appellerons  r©  el  i'o  Itî*  valeurs  algé- 
bri(|ues,  estimées  suivant  cet  axe,  des  vitesses  des  deux  centres  à 
rinstant  t^  où  le  choc  commence,  et  Ti  et  s\  les  valeurs  algébriques 
de  ces  vitesses  à  Tinstant  t^  où  il  finit.  Nous  pouvons  admettre, 
par  raison  de  symétrie,  que  ces  vitesses  finales  sont  aussi  dirigées 
suivant  Ox. 

Analysons  sommairement  le  phénomène.  A  partir  de  l'instant /| 
où  les  sphères  se  touchent,  elles  se  déforment  aux  environs  du 
point  de  contact,  leurs  centres  continuent  à  se  rapprocher  un  peu 
jusqu'à  une  distance  minimum  atteinte  à  un  certain  instant  f'; 
pendant  cette  première  phase  du  choc,  il  se  produit  entre  lesdcui 
sphères  des  réactions  tendant  à  les  écarter;  ces  réactions  bOnl  très 
grandes;  leur  travail  est  négatif,  et  la  force  vive  totale  du  système 
va  en  diminuant.  ATinstant  t'\QS  deux  centres  ont  atteint  la  même 
vitesse,  ils  ne  se  rapprochent  plus,  et  la  déformation  est  maximum; 
à  partir  de  ce  moment,  les  réactions  mutuelles  des  deux  sphères 
continuant  à  agir,  les  deux  sphères  tendent  à  se  séparer  en  reptt- 
nant  leurs  formes  primitives  et,  à  l'instant  /|,  elles  ne  se  touchent 
plus  que  par  un  point  :  le  choc  est  terminé.  Pendant  cette  deuxième 
phase,  de  Tinstant  t'  à  Tinstant  tx,  la  force  vive  du  système 
augmente,  car  le  travail  des  réactions  est  positif. 

Une  première  relation  entre  les  vitesses  aux  instants /o^^  ^i  ^^ 
fournie  par  le  théorème  des  projections  des  quantités  de  mouve- 
ment. Comme  les  forces  ordinaires,  telles  que  la  pesanteur, 
peuvent  être  négligées  pendant  la  durée  très  courte  du  choc,  1^ 
deux  sphères  constituent  un  système  soumis  uniquement  à  des 
percussions  intérieures.  La  variation  de  la  somme  des  projections 
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des  quantilés   de  mouvement  sur  Ox  est  donc   nulle,  et  l'on    a 
Féquation 


(i)  //ït'|-4-  m' v\  =  mvo-i-  m' v' 


o> 


que  Ton  obtiendrait   également  en  écrivant  que  la  vitesse  V  du 
centre  de  gravité  n'a  pas  varié 


_  //i^^o-H  rt^' ^\\  _  n^v^-¥-  ni' v\ 
m  -+-  ni  m  ■+■  ni 


Pour  achever  de  déterminer  ç',  et  v>\^  il  faut  faire  des  hj'pothèses 
sur  la  nature  des  deux  corps. 

!"  Les  corps  sont  parfaitement  mous,  —  On  dit  que  les  corps 
sont  parfaitement  mous  quand  ils  restent  en  contact  après  le  choc. 
Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  celte  hypothèse  se  traduit  par 
i'i  =  ('', .  On  a  alors,  d'après  la  relation  (i), 

(a)  r,  =  1^1=  T^  —  V. 

^  ni  -\-  m 

Dans  ce  cas,  le  choc  se  réduit  à  sa  première  phase,  Tinstant  / 
coïncide  avec  /|.  Il  y  a  donc  perte  de  force  vive.  C'est  ce  qu'il  est 
facile  de  vérifier;  en  effet,  la  force  vive  perdue  est 

mv\  -h  ni  v}  —  niv\  —  ni'v'J^  ; 

remplaçant  k\  et  v\   parleurs  valeurs  (2),  on  trouve 

nini     ,  ,  .„ 

(3)  — - — ,i^\-s^\y, 

m  -\-  m 

quantité  positive.  Cette  perte  doit  s'entendre  comme  une  perte 
de  force  vive  sensible  mécaniquement;  d'après  le  théorème  de  la 
conservation  de  l'énergie,  la  force  vive  ainsi  perdue  doit  se  re- 
trouver sous  une  autre  forme,  par  exemple  sous  forme  de  chaleur. 
Nous  pouvons  faire  sur  cet  exemple  la  vérification  d'un  théorème 
de  Carnol,  que  nous  démontrerons  plus  loin  dans  sa  généralité. 
Remarcjuons  d'abord  que  le  choc  provient  de  ce  qu'une  nouvelle 
liaison  a  été  brusquement  introduite  dans  le  système;  deux  corps 
qui  étaient  primitivement  indépendants  sont  venus  se  mettre  en 
contact;  en  outre,  dans  le  cas  des  corps  mous  qui  nous  occupe 
actuellement,  celte  liaison  brusquement  \v\\xoAvi\\.Q  persiste  après 
le  choc.  Dans  ces  conditions,  la  force  vive  perdue  est  égale  à  la 
force  iHK'e  (ju  aurait  le  système  si  chacun  de  ses  points  était 
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aninxi*  de  la  vitesse  qii!il  a  perdue  par  V effet  du  choc  ;  la  vilessf 
pf'rdue  par  un  poiiil  étant,  par  définilion,  la  difTérence  géométrique 
entre  sa  vitesse  avant  et  sa  vitesse  après  le  choc. 

Actuellement,  la  vitesse  perdue  par  chaque  point  de  la  pre- 
mière sphère  est  égale  à  la  valeur  absolue  de  l'i  —  i©,  car  lc> 
vitesses  i'i  et  Tq  sont  parallèles  à  Ox\  de  même  la  vitesse  perdue 
par  chaque  point  de  la  deuxième  sphère  est  la  valeur  absolue  de 
i*'j  —  t'y  ;  la  force  vive  qui  serait  due  à  ces  vitesses  perdues  e5l 
donc 

en  remplaçant  dans  celte  expression  (>,  et  v\  par  leur  valeur  com- 
mune (:>.),  on  trouve  immédiatement  qu^elle  est  égale  à  la  force 
vive  [)erduc  (3)  calculée  plus  haut. 

'jt"  Les  corps  sont  parfaitement  élastiques. 

On  (lit  (|uc  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques  quind'il 
n'y  a  aucune  perte  de  force  vive  dans  leur  choc.  Sî  donc  on  sup- 
pose que  les  deux  sphères  satisfassent  à  cette  condition,  on  a  la 
nouvelle  relation 

(|ui,  jointe  à 

permet  de  déterminer  les  vitesses  inconnues  i'i  et  i\.  Pour  ré- 
soiidro  ce  système,  nous  l'écrirons 

m  (  t'i  —  r^  )  =  m'(  v'^     -  v\  ), 

Kn  divisant  membre  à  membre  et  transposant  les  termes  on 
en  tire 

i»,  —   i\    =   l-;    —  Vq, 

relation  qui  exprime  que  la  vitesse  relative  des  deux  sphères  oa 

pas  varié  par  le  choc;  elle  a  seulement  changé  de  signe,  non  de 

grandeur:  posons 

^'i  =  *''i  -♦-  a,        v\  =  l'o-T-  a: 

ré(|uation  précédente  sera  identiquement  satisfaite;  si  dous  por- 
tons ces  valeurs  dans  la  deuxième  équation,  nous  avons 


m     -  m' 


2  = iU\.— *'i), 

m  -r-  m 
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d'où    l'on   décluil  immédiatement    les    vitesses    finales  i'i    et  i^\. 
Si  les  deux  billes  ont  même  masse  (m  =  m')  on  a  a  =  o,  d'où 


^'1  =  ^0,       ^i  =  ^'o; 


chacune  des  billes  a.  après  le  choc,  la  vitesse  qu'avait  l'autre 
avant  le  choc,  et  pour  un  observateur  inatlentif  tout  se  passe 
comme  si  les  deux  billes  s'étaient  simplement  traversées  sans  mo- 
difier leur  mouvement. 

3"  Cas  intermédiaire.  —  Dans  le  cas  des  corps  absolument 
mous,  nous  avons  vu  que  le  choc  avait  pour  effet  d'annuler  la  vi- 
tesse relative  des  deux  corps;  dans  le  cas  des  corps  élastiques,  le 
choc  en  fait  simplement  changer  le  signe.  On  peut,  avec  Newton, 
essayer  de  se  rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  pour  des  corps  im- 
parfaitement élastiques,  en  supposant  que  le  choc  fasse  changer 
le  signe  de  cette  vitesse  relative  et  la  réduise  dans  un  rapport 

donné  A'  : 

i'i  —  v\  =  kii^Q  —  i>o),         (avec  o^k%  i). 

Si  Ton  a  /{  =  o,  les  corps  sont  parfaitement  mous;  ils  sont  parfai- 
tement élastiques  si  A*  est  égal  à  i.  Cette  dernière  équation,  à 
laquelle  nous  joignons  lou  jours  l'équation  des  quantités  de  mou- 
vement 


permet  de  calculer  les  vitesses  ç'i,  v\.  On  vérifie  aisément  qu'il  v  a 
toujours  |)erte  de  force  vive,  et  que  cette  perte  a  pour  expression 

m  -h  m  " 

c'est-à-dire  le  produit  par  (i  — /{'-)  de  la  perte  de  force  vive  qui 
serait  due  au  choc  si  Ton  supposait  les  corps  parfaitement  mous. 

{"  (^es  résultats  peuvent  être  étendus  au  choc  de  deux  corps 
quelcorKjiics,  pourvu  (jue  les  conditions  suivantes  soient  remplies  : 

La  normale  commune  aux  deux  corps  au  point  de  choc  passe 
|)ar  les  deux  centres  de  gravité;  les  deux  corps  sont  animés  de 
mouvemenls  de  translalion  parallèles  à  cette  normale. 

Exemple  :  clou  et  marteau.  Soit  m  la  masse  du  marteau,  m' 
celle  du  clou.  Cherchons  la  vitesse  finale  v\  du  clou.  Actuelle- 
ment i',',  est  nul  :  r',  se  tirera  immédiatement  des  équations  précé- 
dentes où  /,  est  déterminé  par  la  nature  du  métal  formant  le  clou 


488  DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 


et  le  marteau.  La  perle  de  force  vive  est  ici  (i  —  A-) :  rf. 

*  ^  '    /Il  —  iw      • 

Le  rapport  de  celle  perle  à  la  force  vive  employée  m^l  esl 


R  =  (.-A';      "• 


m  -h  m 


(leile  force  vive  perdue  étant  employée  à  déformer  le  clouel  à 
TécliaufTer^  il  y  a  intérêt  à  réduire  autant  qne  possible  le  rapport  R. 
c^est-à-dire  à  faire  en  sorte  que  m  soit  grand  par  rapport  à  m'. 
Ainsi,  pour  un  même  travail  dépensé  par  l'ouvrier,  c'est-à-dire 
pour  une  même  force  vive  ffn^l  imprimée  au  marteau,  il  y  aavan- 
tage,  pour  le  rendement,  à  prendre  un  marteau  massif  avec  nne 
faible  vitesse,  plutôt  qu'un  marteau  léger  animé  d*une  grande 
vitesse.  (Léauté,  Cours  de  TEcole  Polytechnique.) 

51  i .  Percussions  appliquées  à  un  solide  mobile  autour  d'an  axe 
fixe  O^.  —  Supposons  que  la  fixité  de  l'axe  O^  ait  étéobtenueeD 
fixant  deux  points  O  et  O'  d'un  solide.  Le  solide  étant  en  mouve- 
ment, on  lui  applique  à  l'instant  ^0  des  percussions  P|,  P3,  ...,P«« 
regardées  comme  connues.  Alors,  la  vitesse  angulaire  de  rotation 
passe  brusquement  de  la  valeur  connue  (Oq  à  une  certaine  valeur 
inconnue  w,,  qu'il  faut  déterminer.  Appelons  Xy,  ^\,  5 v  If* coor- 
données du  point  d'application  de  la  percussion  P^,  et  tf>.  6«,  ^ 
les  projections  de  cette  percussion  sur  les  axes.  Le  corps  exercera 
des  percussions  sur  les  points  fixes  O  et  O',  et  ceux-ci  rcagirool 
en  exerçant  sur  le  corps  des  |)ercussions  inconnues  P  et  F.  J« 
projections  a,  b,  c  et  a',  b\  c'.  Appelons  Mk^  le  moment  d'inertie 
du  corps  par  rapport  à  O:;  :  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  des  points  du  corps  par  rapporta  0^cstMi'«« 
Nous  avons  donc,  en  appliquant  le  théorème  des  moments  par 
rapport  à  Oc  (théorème  II,  n"  o09),  et  posant  Aa>  =  fi>, — 1>,  1 

V 

les  percussions  P  et  P'  n'entrent  pas  dans  celte  formule,  poissa* 
leurs  moments  sont  nuls.  Cette  équation  résout  entièrement  k 
problème  :  elle  donne  la  variation  de  vitesse  angulaire  due  aui 
percussions. 

Pro|)osons-nous  maintenant  de  déterminer  les  percussion*  de 
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)n  V  et  P'.  Nous  appliquerons  pour  cela  le  ihéorème  des  mo- 
is des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Ox  et  Oj',  puis 
léorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  par  rapport 
rois  axes;  ce  qui  donnera  les  cinq  équations  nouvelles 


•^^''^(-7/7  -^^)  =2(-v«v-^vCv) 


ha\ 


1 
2 


dx 


'"  37 = ^  "■ 


2: 


dy  _ 


"'1^=2''^ 


dz 


'"di  =  ^"^ 


1 


a  -h  rt  , 


6', 


-4-C  -+-C  , 


ï  est  le  z  du  point  O'. 

ais,  dans  une  rotation  de  vitesse  angulaire  w,  autour  de  Ow, 
à  chaque  instant 


dx 
777 


:—  OJ 


y^ 


'il 

dt 


=   iûX, 


dz 


'emplarant  les  dérivées  par  ces  valeurs  dans  les  équations 
essiis,  et  remarquant  qu'on  peut  faire  sortir  des  signes  A  les 
itltés  telles  que  ^mxz^  qui  dépendent  seulement  de  la  posi- 
du  svslème,  [)uisque  le  corps  est  supposé  immobile  pendant 
crcussion,   nous  obtiendrons 


I 

Œ 


_/v 


mxz  )  A(o 


ni  yz  I  Aw 


m  V  I     Aoj 


V 

~^d\  ^v<^v— J'vCv  j  -h  Art', 


=  ^«v-+-« 


« , 


/  ^  m  x\    Aïo  =  \^  by-h  b  -^  b\ 

V 

o  =  ^Cv  -f-  C  -i-  c'. 


aaf'O"* 


i> 


oc 


délCT 


.-^«•^"^^:ffev,b'v^:'r;,,«.etnt>-' 


er^^rnuvé^-rv^re^aùoo 


eo 


\e5V 


tctn^" 


„.    cas  d-^«  r:,v  .«  «"Ye.  cV^«^^:  O  e^O' 


,e»»*^ 


s\Vo«?!;«çVOt«o^ 


oson^^"::,„vc^«'^^;;,c^^e\cs 


SuW^",.  au  ¥«*; 


attC« 


cot» 


à\ùo"* 


*'      ne  V«^^^^'     ni  ces 


S«V>V°::,„à-,ca\a-    "  ^  çerv 


eO 


à\cuW 


oerp 


^^t^ 


ai^c 


àc* 


aov-a 


cUe  ?' 


àV«' 


oo 


bl/"' 


a\ 


X 


\c 


tacve«' 


V-> 


7^ 


o  éva«^ 


>\k*^"' 


a*\ 


précède»» 
.-.ou*  *^"^      Vepo'**  - 


•a 


NV^.  ^^ 


{on^^ 


fc' 


jr\ 


t 

>» 


ê 


r'A^ 


»  ..Il 


ne 


.\\(\e  e^^ 


tv\« 


\VAc  •' 


•a\* 


lov^^ 


d^ 
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<'ju'on  puisse  lui  appliquer  une  percussion  telle  que  l'axe  ne  sup- 
porte aucune  percussion,  il  faut  d'abord  que  l'axe  de  rotation  soit 
principal  pour  un  de  ses  points  0% .  Cette  condition  étant  remplie, 
la  percussion  d'intensité  arbitraire  doit  être  dans  le  plan   mené 
par  ce  point  0|,  perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation  Oz\  elle 
doit  être  normale  au  plan  déterminé  par  le  centre  de  gravité  G  et 

Fig.  271. 


Taxe;  enfin  elle  doit  percer  ce  plan  en  un  point  situé,  par  rap- 
port à  Taxe,  du  même  côté  que  le  centre  de  gravité,  à  une  dis- 

tance  de  Taxe  égale  à  >-•  On  peut  dire  aussi  que  l'axe  Oz  étant 

pris  pour  axe  de  suspension  du  corps  solide,  la  percussion  doit 
être  normale  au  plan  GOi  3,  et  appliquée  à  la  projection  Ai  du 
point  Oi,  pour  lequel  l'axe  est  principal,  sur  l'axe  d'oscillation 
corespoiulant  à  l'axe  de  suspension  O:;  (n**  362). 

Le  point  d'application  A|  ainsi  déterminé  se  nomme  centre  de 
percussion  relatif  à  l'axe  O:;. 

Cas  cr une  plaque.  —  Considérons  le  cas  d'un  corps  d'épais- 
seur négligeable,  c'est-à-dire  d'une  plaque  infiniment  mince,  assu- 
jettie à  tourner  autour  d'un  axe  O  c  de  son  plan.  Quel  que  soit 
cet  axe,  il  est  possible  de  déterminer  une  percussion  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  plafjue  et  telle  que  Taxe  de  rotation  ne  subisse 
aucun  choc.  Ceci  tient  à  ce  (|ue  Oz  est  toujours  axe  principal  pour 
un  (le  ses  points.  En  effet,  le  plan  de  la  plaque  étant  pris  pour 
plan   des    jr:;,    trans|)ortons    les  axes    Oxyz    en  un    point    0%   de 
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Oz(OOi  =  -3i),  en  Oi-v' y'z;  pour  que  Oz  soit  axe  principal  par 
rapporta  Oi,  il  faut  que  Ton  ait  {Jig'  2^71) 


^myz'  =  o,         ^ 


mxz  =  o  ; 


la  première  de  ces  conditions  est  toujours  remplie,  puisque  rou 
ay  =  o  pour  tous  les  points  du  corps;  quant  à  la  seconde,  en 
vertu  de  la  formule  de  transformation  évidente 


z  =  z' -\-  Zx^ 


elle  peut  s'écrire 

^^mx{z  —  5i)  =  o,  ^^mxz  —  Zx  ^ ^mx  =  o, 

et  donne 


2 


mxz 


A,X  = 


2 


mx 


il  existe  donc  toujours  surO:;  un  point  et  un  seul  pour  lequel 
cette  droite  est  axe  principal  d'inertie.  Ceci  posé,  pour  qu^une 
percussion  P,,  appliquée  à  la  plaque,  ne  donne  aucun  choc  à  Taxe, 
il  faut  que  cette  percussion  soit  normale  au  plan  de  la  plaque,  et 
rencontre  l'axe  O^x'  en  un  point  A|  à  une  distance  de  Taxe 

UiAi  =  xi=  -, 
c'est-à-dire 

^  m  x^ 


^1  = 


2 


mx 


Le  point  A|  est  le  centre  de  percussion  de  la  plaque,  par  rapport 
à  Taxe  Oz, 

D'après  ce  qui  précède,  à  chaque  droite  du  plan  correspoDd  on 
centre  de  percussion.  Si  l'on  pose  m'=m:r,  les  coordonnées  da 
point  A|  sont 

Xx  =  -— — ,  Zx  =  -— — 9 

2-'  2'»' 
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le  centre  de  percussion  de  la  plaque  relalif  à  un  axe  O z  de  son 
[)lan  coïncide  donc  avec  la  position  qu'occuperait  le  centre  de 
gravité,  si  la  masse  de  chaque  élément  était  multipliée  par  sa  dis- 
lance X  à  l'axe. 

Par  exemple,  pour  une  porte  rectangulaire  homogène  de  largeur /, 
le  centre  de  percussion  est  au  milieu  de  la  hauteur,  aune  distance 
de  Taxe  égale  à  |  /. 


013.  Pendule  balistique.  —  Gel  appareil  est  destiné  à  mesurer  la  vitesse 
fies  projectiles.  11  est  constitué  par  un  récepteur  en  fonte  rempli  de  terre 
et  rattaché  par  une  tiye  rigide  à  un  axe  horizonlul  autour  duquel  il  peut 
tourner;  le  projectile,  lancé  horizontalement,  pénétre  dans  la   terre  qui 


Fis:.  272 


remplit  le  récepteur,  et  s'y  fixe  en  un  point  que  nous  supposerons  être 
dans  le  plan  passant  par  l'axe  cl  le  centre  de  gravité.  Par  suite  du  choc 
qui  s*»'st  produit,  le  pendule  composé,  ainsi  formé,  est  dévié  de  la  verti- 
cale ;  on  mesure  l'angle  maximum  6  dont  il  s'en  est  écarté  ;  c'est  de  cet  angle 
que  Ton  déduit,  comme  nous  allons  le  voir,  la  vitesse  du  projectile.  Nous 
désignerons  par  ni  la  masse  du  boulet,  par  p  sa  vitesse,  et  par  a  la  distance 
de  celte  vitesse  à  l'axe  de  suspension  au  moment  du  choc.  Soient,  en 
<iutre,  MA'  le  moment  d'inertie  <Iu  pendule  balistique  par  rapport  à  l'axe, 
et  /  la  dislaiice  du  centre  de  gravité  du  pendule  à  cet  axe. 

]\ous  appliquerons  le  théorème   des   moments   des   quantités  de  mouve- 
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nient  uu  système  i'ornié  par  le  pendule  balistique  et  le  boulet.  Le  inonient 

de  la  quantité  île  niouvenient  de  ce  système  avant  la  percussion  est  mra, 

puisque   le   boulet   seul   est    en    mouvement.  Si  nous  désif![nons  par  coi  U 

vitesse  angulaire  de  rotation  du  pendule  balistique  immédiatement  apré? 

la    percussion,  la   somme  des  moments  des  quantités   de   mouvement  e?l 

<levenue 

M  A*  tui  -H  ma^  a)| . 

Comme  les  seules  percussions  extérieures  au  système  sont  celles  qui  pro- 
viennent des  réactions  de  Taxe,  leurs  moments  par  rapport  à  Taxe  sunl 
nuls  :  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  n'a  donc  pas 
varié,  et  nous  avons 

/m'a  =  MA*a)|-f-  ma'wi, 
d'où  nous  tirons 

M  A* -h  ma» 

(i)  i'  =   0),. 

ma 

Cherchons  maintenant  la  relation  entre  (U|  et  l'angle  d'écart  maximum  6. 
Elle  nous  sera  donnée  par  le  théorème  des  forces  vives  :  quand  nous  pa^ 
sons  de  la  position  verticale  au  maximum  «récartemcnt,  la  force  vive  f»l 
d'abord  (M  A*-i- m^i»)coJ,  puis  zéro;  mais  le  travail  des  forces,  c'e<t-à-4lire 
des  poids  du  pendule  et  du  projectile,  a  pour  expression 

—  (M  ^'Z  -h  m^a  )  (  I  —  cos  6  ). 

Kn  sorte  que  le  thé<>rème  «les  f«»rces  vives  nous  donne 

(MA*-^  /wa')  w}  =  •Ji(M^/-h  mf^a)(\  —  cosô), 

0 
d'où  nous  tirons,  en  remplaçant  i  —  cos6  par  ■>.  sin*-» 


(i) 


.    0      A'(iM/-h//ia) 

I  =  2  sin  -4/  ^r^-r- ; 

'2  y      M  A*  ■+■  ma^ 


en  portant  cette  valeur  dans  l'égalité  (i),  nous  aurons  enfin 

0.     I 0 

V  =   —  //,"(  M  l  -^  ma)(  M  A*  -h  nuO^  )  sin  - • 
ma  11 

On  volt  donc  que,  si  le  projectile  est  toujours  lancé  à  la  même  distance 
de  Taxe,  sa  vitesse  est  proportionnelle  au  sinus  du  demi-angle  d'écart 
maximum. 

On  tâche  de  lancer  le  projectile  à  une  distance  a  de  l'axe  telle  que  l'axe 
ne  supporte  pas  de  percussion.  Cela  est  possible,  car,  l'appareil  êiani 
symétrique  par  rapport  au  plan  vertical  dans  lequel  se  meut  son  centre  de 
gravité,  l'axe  de  suspension  est  principal  pour  le  point  A  projection  du 
eentrt^  de  gravité  sur  l'axe.  Les  conditions  générales  que  nous  avons  trou- 
vées  montrent  que  le  boulet  doit  se  fixer  en  un  point  de  la  verticale  du 
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centre  de  gravité,  à  une  distance  de  l'axe  déterminée  par  la  relation 

al  =  A». 

Si  Ton  se  place  dans  cette  hypothèse,  la  plus  favorable  évidemment  pour 
la  conservation  de  l'appareil,  la  formule  se  simplifie  et  donne,  en  rempla- 
çant k^  par  sa  valeur, 

';>(M/-h  nu 


ç  = 


ni 


—  4/  -  sin  -. 

\    a         1 


51  i.  Corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe.  —  Soit  un 
corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  O,  en  mouvement  sous 
Taclion  de  forces  ordinaires.  Supposons  qu'à  un  instant  ^o  on  lui 
applique  des  percussions  connues  P|,  P^,  ...,  P/,  :  reffel  de  ces 
percussions  sera  de  modifier,  dans  un  lemps  infiniment  petit 
/j  —  t^^^  les  vitesses  des  difierents  points  sans  modifier  la  position 
du  corps. 

Les  percussions  cxhMicures  appliquées  au  corps  sont  les  per- 
cussions données  P,,  P..,  ...,  P/i  et  la  percussion  de  réaction  P 
<lu  point  O.  Prenons  pour  axes  Oxyz  les  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  au  point  O  :  ces  axes  peuvent  êlre  regardés  comme  fixes 
pendant  la  durée  de  la  percussion.  Appelons  A,  B,  C  les  trois  mo- 
nienls  d'inertie  relatifs  aux  trois  a\es,/?oi  7o^  ''o  '^s  composantes 
de  la  rotation  instantanée  immédiatement  avant,  et/>i,  ^i,  r\  les 
mêmes  composantes  après  la  percussion;  appelons  d'autre  part 
-C-»  '''^j  ^^  '^^  sommes  des  moments  des  percussions  données  par 
rapport  aux  trois  axes. 

D'api  es  le  théorème  des  moments,  la  variation  de  la  somme  A/> 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Qx  é^^ale 
la  somme  des  moments  des  percussions  extérieures,  somme  qui  se 
réduit  à  v^ ,  car  le  moment  de  la  percussion  de  réaction  P  est  nul. 

On  a  ainsi 

A(/>i  — /?o)  =  <.; 

on  a  de  même 

d'où  Ton  lire/>,,  <yi,  i\  par  des  équations  linéaires. 

Si  Ton  voulait  calculer  la  percussion  de  réaction  P,  il  suffirait 
d'appliquer  le  théorème  des  projections  des  quantités  de  mouve- 
ment. 
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Exemples,  —  Cas  d'une  seule  percussion.  —  Soient  a,  ù,  c  les  |>r«i- 
jecli<»ns  de  la  porcussioii  unique  sur  les  axes  Oxyz  et  j^.  ^,  c  les  coor- 
données de  son  point  d'application,  on  a 

J^=}'c  —  zb,         ÎITl  =  za  —  xc,         Ovi,  =  jr6 — y  a. 

Les   formules   ci-dessus   donnent   alors  pi,  çt,  /*!•  Supposons />«,  9#,  r, 

nuls,  c'est-à-dire   le   corps   immobile   à   Finstaot   t^:   alors /?|,  ^i,  r|  <^nt 

<lonnés  par 

A/?,=  ^\         87,  =  . m,        Cr,=  j;^. 

Ces  équations  montrent  que  Ta^c  de  la  rotation  instantanée  co|, commu- 
niquée par  la  percussion  considérée,  est  le  diamètre  conjugué,  par  rapport 
ii  Tellipsoïde  d'inertie,  du  plan  déterminé  par  le  point  O  et  la  percassion. 
Kn  effet,  ce  plan  a  pour  équation,  en  appelant  X,  Y,  Z  les  coordonnées 
eourantes, 

et  le  diamètre  eonjujçué  de  ce  plan  dans  l'ellipsoïde 

AXs-f-BY«-uCZ»  =  i 

a  pour  (Hpiations 


A\        BY        CZ 


e'c'^t-à-dire 


('quations  de  Taxe  (Oi. 


4;  ;)rc         Ob 

X_  _  Y 

Py  ~  yi 


r>lo.  Corps  solide  entièrement  libre.  —  Imaginons  un  solide 
liliiv  animé  d\in  mouvement  connu  :  à  un  instant  lo>  on  fait  agir 
(litVénMUos  percussions  P|,  P^i  •••?  ^n^  <l(ii  durent  toutes  un 
trmps  infiniment  court  t^  —  t^.  Les  vitesses  des  différents  points 
(lu  rorps  subissent  des  variations  brusques,  qu'il  s^agil  de  calculer. 

On   sail  i\\ir  la  distribution  des  vitesses  dans  un  corps  solide 
déptruil  seulement  de  la  vitesse  du  centre  de  gravilé  et  de  la  rota- 
tion instantanée  co  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point.  Appelons 
;'ï  ^\  ÎJ'  b-**  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  suivant 
trois  a\e»i  lîxos  0$t,!J,  et/?,  q,  r  les  composantes  de  la  rotation 
instantanée  co  suivant  les  trois  axes  principaux  d'inertie  du  corps 
ii.vyZy  relatifs  au  centre  de  gravité;  affectons,  comme  plus  haut, 
lien  indices  o  et  i  les  valeurs  de  ces  six  quantités  aux  instants  !• 

ri    /,. 

Soient  ('/v,  /'v*  ^v  l<-*5  projections  d'une  des  percussions  Pv  sur  les 
.i\es  ll\es  O^rX't  le  théorème  des  quantités  de  mouvement  pro- 
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jetées  donne  d'abord 

(•)    M(r,  -  $'o  )  -  i^«v,       M(r;i  -  v,  )  -  yby,      M  Cl  -  ç;  )  =  i:cv, 

où  M  désigne  la  masse  totale.  Soient  ensuite  -*^V7  ^)rcv,  Obv  'es  mo- 
ments de  la  percussion  Py  par  rapport  aux  axes  principaux  Qxyz^ 
le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  (n"ol4), 
appliqué  successivement  à  ces  axes,  donne 

Ci's  six  équations  (i)  et  (2)  déterminent  $', ,  r/, ,  ÎJ',,  />,,  ^j,  r,. 
On  pourrait  les  obtenir  immédiatement  en  partant  des  équations 
du  mouvement  d'un  solide  libre  multipliées  par  dt  et  intégrant 
ces  équalions  de  to'd  t^. 

liemanjue.  —   On  voit  que  les  problèmes  de  percussions  con- 
duisent à  la  résolution  d'équations  algébriques  et  non  à  des  inté- 
rallons  comme  les  problèmes  de  Dynamique. 


IV.  -  ÉQUATION  GÉNÉRALE  DE  LA  THEORIE 
DES  PERCUSSIONS.  THÉORÈME  DE  CARNOT. 

ol().  Équation  générale.  —  On  peut,  dans  la  théorie  des  per- 
cussions, introduire  un  principe  qui  est  analogue  au  principe  de 
d'AIembert,  dont  il  est  d'ailleurs  une  conséquence  immédiate. 

Soit  un  point  matériel  de  masse  m  et  de  coordonnées  x,y^  z\ 
désignons  j)ar  x\  y',  z'  les  dérivées  de  x^y^  z  par  rapport  au 
temps,  c'est-à-dire  les  projections  de  la  vitesse  du  point.  La  per- 
cussion dure  un  temps  infiniment  court  t^  —  Iq,  Soient  r©  et  v^ 
les  vitesses  du  point  aux  instants  t^  et  /,,  et  iv  la  dlflerence  géo- 
métrique des  vecteurs  Tq  et  r,, 

(>e  vecteur  vv  s'appelle  la  vitesse  perdue  par  le  point.  En  appe- 
lant a\,,)\,,  z'^^  <^^^\^  y\)  ^\  'es  projections  de  Tq  et  i,,  celles  de 
KV  sont 

j^c  vecteur  ni^v  est  la  quantité  de  mouvement  perdue  :  ses  pro- 
A.,  11.  32 
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m   j\  —  j\    .     m    ^  '.^  —  >  ',  -.     /#i  <  z[,  —  z\  », 

on  encore 

—  A   mx    .  — A   my-,  — 1{  m  z' ), 

en    rié'ii;:iiaril.     comme     plu<     haut.    |iar    S(mx')    la    variation 

Ce  segiiienl  /im*  \a  jouer  ici  le  même  rùle  que  la  force  d'inertie 
dans  le  principe  de  d'Alemhert. 

En  eflet.  les  équations  qui  expriment,  pour  un  point,  le  théo- 
rème des  quantités  de  mouvement  projetées  peuvent  sVcrirc 

i  —  A<  //i  x'  I  —  S  a  —  Cl. 
M,  .   — It  m  y' *  —  Zij  r-z  o. 


I 


'  -  li  m  z  I  —  i. <;  —  o 


On  les  interprète  en  disant  qu'iV  i*  a  équilibre  entre  laquan- 
titt}  de  mousrt'inrnt  i>erdue  et  les  percussions  u/pliquées  au 
point.  Si  donc  Ton  imprime  au  point  un  déplacement  virtuel 
quelconque  ox,  or,  o::,  la  somme  des  travaux  de  la  quantité  de 
mouvement  perdue  et  des  percussions  est  nulle 

—  A I  //i  -r'  j  o-r  —  A  «  //i  >•'  »  0  >•  —  1{  m  z'  t^z  —  S  <  «  or  —  6  o  k  —  c  05  )  =  o. 

Ima<;inons  maintenant  un  s\stème  à  liaisons  sa /i^y/'O/Zem^/i^ 
et  supposons  que,  dans  l'espace  de  temps  infiniment  court  t\^  i$i 
il  subisse  des  percussions  données  P|,  V^ I\  d^  projections 

On  pourra  regarder  chaque  point  du  système  comme  libre,  à 
condition  de  lui  appliquer  les  percussions  provenant  des  liaisoDS 
qui  ont  lieu  dans  rinter>alle  /|  —  /^  ou  percussions  de  liaisons. 

Donc,  si  Ton  imprime  aux  différents  points  des  déplacement» 
virtuels  quelconques,  la  somme  des  travaux  des  quantités  de  mou- 
vement perdues,  des  percussions  données  et  des  percussions  de 
liaison  est  nulle.  Mais,  si  les  déplacements  virtuels  imprimés  sont 
compatibles  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  pendant  le  temps  l|  —  ^i 
la  somme  des  tra\aux  des  percussions  de  liaison  est  nulle  d'elle- 
même;  donc  la  somme  des  travaux  des  quantités  de  mouvement 
perdues  et  des  percussions  données  est  nulle  aussi.  Appelons  cJTf 
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ly,  oz  un  déplacement  quelconque  du  point  ^,  J',  z  compatible 
avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  dans  l'intervalle  /| —  Iq^  la  propriété 
que  nous  venons  d'ex|)rimer  se  traduit  par  Téqualion 

['i)  X [  —  l(mT' )or  —  A (  my' )oy  —  l{mz' )oz  -r-  a  ox  -^  (?  oy  -r  c  oz  ]  —  o, 

où  ne  lij;urent  que  les  percussions  données  (a,  6,  c),  la  somme 
étant  étendue  à  lous  \e^  points  du  système.  C'est  là  Féqualion  de 
la  théorie  des  percussions  sans  frottement,  jouant  le  même  rôle 
que  I  équation  générale  de  la  Dynamique  (n"  431).  Cette  équa- 
tion se  partage  en  autant  d'équations  distinctes  que  les  liaisons 
ayant  lieu  dans  l'intervalle  /|  —  Iq  laissent  subsister  de  degrés  de 
liberté  dans  le  système. 

Ih*niar(jue  sur  les  percussions  de  liaison,  —  Nous  avons  admis 
jue,  si  les  liaisons  sont  sans  frottement,  pour  un  déplacement 
'irtuel  conipatil)le  avec  les  liaisons,  la  somme  des  travaux  des 
>ercussions  de  liaison  est  nulle.  Il  est  aisé  de  vérifier  cette  pro- 
priété, comme  nous  l'avons  fait  au  n"  162  pour  les  forces  de 
îiiison.  Elle  résulte  de  ce  que  les  percussions  de  liaison  sont  dues 
tix  forces  de  liaison  agissant  pendant  Tinlervalle  de  temps  t^  —  Iq. 
^ar  exemple,  si  deux  corps  S  et  S'  sont  en  contact  sans  frotte- 
oent,  les  forces  de  liaison  sont  normales  au  plan  tangent  commun, 
^^ales  et  opposées  :  il  en  résulte  que  les  percussions  provenant 
le  celte  liaison  sont  aussi  normales  au  plan  tangent  commun, 
égales  et  opposées.  En  ell'et,  ap|)elons  a,  |ï,  v  les  cosinus  direc- 
«urs  de  la  normale  commune  aux  deux  coips  en  contact,  N  la 
"éaction  de  S'  sur  S  :  les  projections  de  iN  sont  Na,  N^,  Ny.  Pen- 
Jant  le  temps  t^  —  /„,  JN  devient  très  grand  et  donne  naissance  à 
me  percussion  de  liaison  a\ant  pour  projections 

fi,  'o  'o 

Mais,  comme  les  corps  ne  se  déplacent  pas  sensiblement  pen- 
dant la  percussion,  on  peut  regarder  a,  ^,  y  comme  indépendants 
de  t  et  écrire  ces  projections 

a  I   '  \dt,      fi  r  '  Ndt,     Y  f  '^^''• 

^fo  *^f^>  •^'u 

La  percussion  de  liaison  de  S' sur  S  est  un  segment  P  ^=    1     N  dl 


normal  an  plan  lan<:enl  commun.  De  même.  la  percuïsion  it 
liaison  de  S  sur  S'  e*l  un  segment  P' «^gal  el  opposé  à  P.  car  ses 
projections  se  déduisent  des  précédentes  en  les  changeanl  it 
signes.  Alors,  pour  un  déplacemr'iit  compatible  avec  la  liaison, 
la  >orimie  des  travaux  des  percussions  de  liaison  Pet  P' est  nulle. 
Ou  ffrra  une  vérification  analogue  pour  les  autres  t\pes  de  liaison». 

îill.  Sur  les  liaisons  existant  au  moment  des  percnssloiu  et 
du  ciioc.  —  Les  liaisons  qui  existent  au  moment  du  choc  peuvent 
être  de  deux  espèces  :  les  unes  >oiit  persistantes,  les  autres  ne  le 
sont  pas.  Nous  appellerons  persistantes  les  liaisons  qui,  existant 
au  moment  du  choc,  existent  encore  apn'-s,  de  telle  sorte  que  le 
déplacement  réel  (|ui  suit  immédiatement  le  choc  soit  compatible 
avec  ces  liaisons.  Au  contraire,  les  liaisons  non  persistantes  >iiOi 
celles  qui,  existant  nu  moment  du  choc,  nVxistent  pasaprè$:le 
dé])lacemeril  réel  «pii  suit  immédiatement  le  choc  n*est  pus  coni- 
[)atil)le  avec  ces  liaisons. 

Diaprés  cela,  les  liaisons  existant  au  moment  du  choc  petnenl 
être  classées  dans  les  catégories  suivantes  qui  s'excluent  : 

i"  Liaisons  existant  avant,  pendant  et  après  le  choc; 

2*^  Liaisons  existant  pendant  et  après,  mais  non  avant; 

3*'  Liaisons  existant  avant  et  pendant,  mais  non  après: 

4"  Liaisons  existant  seulement  pendant  le  choc,  mais  D*exi5tint 
ni  avant  ni  après. 

Les  deux  premières  catégories  contiennent  des  liaisons  per- 
sistantes, les  deux  autres  des  liaisons  non  persistantes. 

Par  exemple,  dans  le  pendule  balistique,  le  pendule  est  mobile 
autour  d\in  axe  fixe;  cette  liaison  existe  avant,  pendant  etaprM 
la  percussion.  Le  boulet,  primitivement  indépendant  du  pendule, 
vient  brusquement  faire  corps  avec  lui;  on  a  ainsi  une  nouvelle 
liaison  dont  la  brusque  réalisation  produit  le  choc  et  qui  e\i$te 
pendant  et  après  le  choc,  mais  non  avant.  Le  déplacement  réel 
c|ui  suit  le  choc  est,  dans  ce  cas,  compatible  avec  les  liaisons  qui 
ont  lieu  au  moment  du  choc. 

Prenons,  comme  autre  exemple,  le  choc  direct  de  deux  sphères. 
La  percussion  se  produit  parce  que  les  deux  sphères,  primitive- 
ment indépendantes,  se  trouvent  subitement  en  contact;  une  nou- 
velle liaison  est  donc  introduite  brusquement  dans  le  système. 
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lelte  liaison  n'existe  pas  avant  la  percussion  ;  elle  persiste  après 
les  cor[)s  sont  parfaitement  mous,  parce  que  les  sphères  restent 
lors  au  contacl  ;  elle  ne  persiste  pas  après  si  les  corps  sont  élas- 
ques,  même  imparfaitement,  car  les  sphères  se  séparent  alors 
nmédiatcment  après  la  percussion.  Dans  ce  dernier  cas  (sphères 
lastiques),  on  a  une  liaison  existant  pendant  la  percussion,  mais 
existant  ni  avant,  ni  après;  le  déplacement  réel  qui  suit  la  per- 
jssion  n'est  pas  compatible  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  mo- 
enl  de  la  percussion. 

Enlin,  imaginons  deux  points  reliés  par  un  fil  inextensible  et 
ncés  en  Tain.  Supposons  qu'on  saisisse  brusquement  l'un  des 
îux  points  et  qu'à  ce  moment  le  fil  se  rompe;  alors  on  voit 
n'une  liaison  a  été  brusquement  introduite  d'une  façon  per- 
stante,  car  un  des  points  devient  et  reste  fixe  ;  en  même  temps, 
ne  liaison  existant  avant  le  choc  n'existe  plus  après,  car  le  fil 
est  rompu  :  cette  liaison  rentre  dans  la  troisième  catégorie. 

518.  Conséquences  de  l'équation  générale.  —  Il  est  évident 
lie  l'on  |)cut  (ItMluire  de  l'équation  <;énérale  (2)  des  conséquences 
lalogues  à  celles  (jue  nous  avons  déduites,  en  Dynamique,  de 
équation  générale  de  la  Dynamique  établie  dans  le  Cha- 
Itre  XXI H.  Par  exemple,  on  obtiendrait  des  théorèmes  analogues 

ceux  des  n"^  43(5  et  i37,  en  supposant  successivement  que  les 
nisons  existant  à  l'instant  de  la  percussion  permettent  une 
ausialion  d'ensemble  parallèle  à  un  axe,  ou  une  rotation  d'en- 
;ml)le  autour  d'un  axe.  Nous  nous  bornerons  à  déduire  de  cette 
juation  le  théorème  de  (larnot. 

olO.  Théorème  de  Carnet.  —  Imaginons  un  système  à  liaisons 
ins  frottements,  animé  d'un  mouvement  connu.  Puis,  supposons 
j'à  l'instant  t^  on  introduise  brusquement  dans  le  svstème  de 
:)uvell('s  liaisons  sans  frottements;  il  se  produit  alors  un  choc  ou 
le  percussion  (jui  dure  un  temps  /,  —  ^0  q^^e  nous  regardons 
)mme  infiniment  court.  Pendant  ce  temps,  les  vitesses  des  difle- 
nts  points  (pli  étaient  (',,5  •••  deviennent  v^,  ....  Actuellement, 
s  percussions  donnres  de  projections  a,  6,  c  sont  nulles,  car 
s  seules  percussions  agissant  sur  le  système  sont  celles  qui  pro- 
ennent   des   liaisons    antérieures    ou    brusquement    introduites. 
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l^\M|iialion  «générale  (u)  devient  alors 

(3)  N  [  A(/?ia:')  ^x  -H  l{my)oj'  -r  A(//i^')o^]  =  o, 

é(|iiation  <:|ni  doit  axoir  lieu  pour  lous  les  dt^placements  virtuels 
compalihies  avec  les  liaisons  existant  pendant  les  percussions. 

Le  tln'orrme  de  Carnot  est  alors  le  suivant  :  Si  les  liaisons 
(intérieures  et  les  liaisons  brusquement  introduites  subsistent 
après  les  percussions,  la  force  vii^e  perdue  est  égale  à  la  force 
lUK^e  que  posséderait  le  système  si  chaque  point  était  animé  àt 
la  vitesse  qu'il  a  perdue. 

En  cHel,  Téquation  (3)  étant  vérifiée  pour  tous  les  déplace- 
ments virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  mo- 
ment des  percussions  est  actuellement  vérifiée  par  le  déplacemenl 
réel  qui  suit  les  percussions,  puisque  les  liaisons  persistent.  Or, 
pour  ce  déplacement  réel,  on  a 

o.r  —  ./'j  dt,         OK  ^  y'x  dt^         ^z  ^  z\  dt^ 
et  l'équation  (3)  donne 

^[\(mx')j',  ^  ^{my)j\  H-  l{mz')z\  J  =  o, 
ou,  en  remplaçant  l(mx'),  ...  par  leurs  valeurs /il  (.r',  — x',),  ■••• 

Or,  on   a,  pour  les  vitesses  avant  et  aprrs    les  percussionî»  «ri 
pour  la  vitesse  perdue  i?',  les  expressions 

*  0   -  -  •*o      •    J^O  ^0  • 

On   vérifie  immédiatement  que,  dans  réquation  (4),  le  coeffi- 
cient de  m  e^l  ^(r'f  —  rj;  -r-(r*).  Cette  équation  donne  donc 

V //ivt'î  —  rj  —  ti*)  —  o,  yi'wvj  —  y'/Wi'î  =\' i?iw«. 

Le  théorème  est  ainsi  démontré. 
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I^a  force  vive  ^ //nv-  s'appelle  Va.  foi  ce  vive  due  aux  vitesses 

/terducs. 

Applications  du  théorème  de  Carnot.  —  Le  théorème  de 
Carnol  joue,  dans  la  théorie  des  percussions,  un  rôle  analogue  à 
celui  que  joue  le  théorème  des  forces  vives  en  Dynamique.  Il 
détermine  entièrement  Pétat  des  vitesses  après  les  percussions, 
toutes  les  fois  que  les  liaisons  antérieures  et  les  liaisons  intro- 
duites brusquement  persistent  après  les  percussions  et  sont  en 
nombre  tel  que  le  système  devienne  un  sj-slème  à  liaisons  com- 
plètes. 

En  vue  de  préparer  ces  a|>plications,  nous  ferons  quelques 
remarcjues  sur  Tévaluation  de  la  force  vive  due  aux  vitesses  per- 
dues pour  un  corps  solide  mobile  autour  d'un  axe  fixe  ou  d'un 
point  fixe. 

Cftrps  solide  mobile  autour  d'un  axe  fixe,  —  Appelons  MA**  le  nio- 
iiiont  «rinrrtic  du  corps  par  rapport  à  l'axe  fixe  pris  pour  axe  0-5.  Wq 
t't  »0|  h'<  vitesses  anjj^iilairos  <!(!  rotation  <lu  corps  aux  instants  /©  et  t\  où 
cominrnrcnt  «M  finissent  les  percussions.  Un  point  m  du  corps  avait  à 
l'instant  t^  une  vitesse  perpendiculaire  au  plan  niO z  et  é{jale  à  ra>o.  r  dé- 
si^'nant  la  distanet;  du  point  m  à  Taxe  de  rotation  Oz\  à  Tinstant  /{,  sa 
vitesse  est  devenue  /-(Oi  et  a  conservé  la  même  direction.  La  différence 
;i«Mnii«''iri«jiie  («•)  =  ( t'y )  —  (i'i)  ou  vitesse  perdue  est  donc  égale  à  la  va- 
leur absolue  de  r((0o —  (oj  ).  La  force  vive  due  à  cette  vitesse  perdue  est, 
pour  le  |M>int  /;i,  /;ir*((Oo  —  (0|  )*,  et,  pour  le  corps  entier, 

\  /;i/**(  Wo      tO|)'  —  M  A* ( (1)0 —  W|)'. 

Corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe.  —  Soient  O  le  point  fixe, 
Oxyz  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  à  ce  point,  et  A,  B,  C  les 
moments  d'inertie  correspondants.  Avant  les  percussions,  le  corps  est 
animi'  (Tune  rotation  instantanée  de  composantes  /7o,  q^^  Tq  suivant  les 
axes  Oxyz,  et  après  les  percussions  il  est  animé  d'une  rotation  de  compo- 
santes/>,,  <7,,  /•,.  Les  projections  de  la  vitesse  i'o  d'un  point  m[x^  y^  z) 
sont  //,)-3  —  Trt  >',  To.r  —  PqZ^  p^y  —  qoX  et  la  force  vive  avant  les  percus- 
sions est  (  n*  3S:{  ) 

.-^  ^'>i\((h^^    -  r^y)^-^{'\)X  —  pQz)^-^{pQy^qQxY\ 

\  -  A/>;-^Br/3--CrJ. 

On  a  de  même  les  projections  de  la  vitesse  V\  du  point  m  et  la  force 
\ive  finale  \ p\  -t-  B(/J  —  Cr\.  La  vitesse  perdue  w  a  pour  projections  les 
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(liiïérciices  des  projections  do  v'o  ^^  ^'i» 

(7u-     Çi)^  —  (^o—  ri)y,         (/'o-  -  ri)^  — (/>o  — /?i  )-, 

(po      Pi)y  —  (Çi)—  qi)^, 

et  la  force  vive  due  à  ces  vitesses  perdues  a  une  expression  qui  se  déduit 
de  (5)  par  le  changement  de  p,^,  q^^  r^  en  po  —  /?|,  q^ — ^i»  ^o — Ti  ;  cil»* 
est  donc 

Premier  exemple.  Pendule  balistique,  —  Dans  le  pendule  balistique, 
les  percussions  proviennent  d'une  liai>on  brusquement  intnuluilc,  per- 
sistant après  les  percussions.  Le  théorème  de  Carnot  s'applique.  Employons 
les  mêmes  notations  qu'au  n"  'il 3. 

Avant  le  choc,  le  pendule  est  immobile;  la  force  vive  totale  du  système 
se  réduit  donc  à  celle  du  boulet  mv^. 

Après  le  choc,  la  vitesse?  du  boulet  est  aa)|,  la  vitesse  angulaire  du  pen- 
dule étant  (oi  ;  la  force  vive  du  système  est  donc  /7ia'a>|  -4-  MA"'w}. 

Evaluons  enfin  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues.  La  vitesse  perdue 
par  le  boulet  est  i'o  —  acoi,  car  les  vitesses  du  boulet,  avant  et  immédia- 
tement après  le  choc,  ont  les  mêmes  directions;  la  force  vive  due  à  la 
vitesse  perdue  par  le  boulet  est  donc//ï(t'o — atO|)*.  La  force  vive  due  au\ 
vitesses  perdues  par  les  points  du  pendule  est  MA-'(a)o — wi)*,  d'aprèf  la 
remarque  «générale  ])récédente;  mais,  actuellement,  coo  étant  nul.  celte 
expression  se  réduit  à  MA'^io}.  Ecrivant  que  la  force  vive  perdue  est  éijale 
à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues,  on  a 

mvl  —  ma^iii]  —  MÂ-^wJ  —  m(fo —  rtWi)»-i-  MA*coJ. 

Celte  équatiiMi,  après  réduction,  donne  pour  (Oi  la  valeur  trouvée  dan> 
U  n'>:in. 

Deuxième  exemple.  —  Soient  deux  poulies  de  rayons  R  et  R'  tournant 
aut<Mir  d'axes  parallèles  O  et  O'  avec  des  vitesses  angulaires  dont  les  va- 
leurs aijiébriques  estimées  dans  un  même  sens  de  rotation  sont  wo  «^t  w^. 

Un  ni  non  tendu  s'enroule  sur  les  deux  poulies.  Il  arrive  un  moment  où 


le  fil  se  tend;  des  perrus*ion«i  se  produisent.  On  demande  de  trouver  le* 
vitesses  anfjulaires  nouvelles  lOi  et  co',  que  prennent  les  poulies,  en  admet- 
tant que  le  fil  reste  tendu  après  le  choc. 
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Si  nous  désignons  par  jjl,  jjl'  les  moments  d'inertie  des  poulies  par  rap- 
port à  leurs  axes,  la  force  vive  perdue  |»ar  le  système  est 

I^W;  —  1^  Oio^  _  |jLw  J  —  {X  eu  ,^ 

Celle  qui  serait  due  aux  vitesses  perdues  est 

{ji(wo— ai,)*-f-  |a'(a)'o  — w',  )2; 

le  théorème  de  Garnot  nous  donnera  donc 

ou,  en  simplifiant, 

Mais,   le   111   restant   tendu,   les  vitesses  angulaires   finales   satisfont  à    la 

relation 

Rtoj  —  R'oj'j. 

De  ces  deux   équations  nous  tirerons  les  vitesses  angulaires  cherchées 

_  RÏ|jiR'wo-4-fi'Rw;) 

R(fjiR'w,,--fjL'Rw;) 


Wj 


ÎJlR'2-+-  |jl'R2 


Troisième  exemple.  —  Imaginons  un  corps  solide  en  mouvement 
autour  d'un  point  lixe  O,  et  supposons  que,  subitement,  on  fixe  un 
«leuxième  point  0'  du  corps,  de  sorte  que  le  corps  ne  puisse  plus  que 
tourner  autour  de  00'.  Cherchons  la  vitesse  de  rotation  finale  (ui  autour 
de  00'. 

Le  ihéoréine  de  Garnot  s'applique,  car  on  introduit  une  liaison  per- 
sistante. Prenons  pour  axes  Oxyz  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au 
point  O.  Appelons  A,  R,  C  les  moments  principaux  d'inertie  et/?o,  ^o»  ''o 
les  composantes  de  la  rotation  instantanée  avant  le  choc,  quantités  connues. 

Appelons,  d'autre  part,  a,  fi,^  los  cosinus  directeurs  de  00' par  rapport 
aux  axes  0.ryz\  ces  quantités  sont  connues,  puisque  le  point  O',  qui  est 
(\\c  brusquement,  est  un  point  déterminé  du  corps.  La  rotation  finale  coi, 
autour  de  00',  a  pour  composantes  suivant  les  axes 

Kcrivanl  (pic  hi  force  \ive  perdue  égale  la  force  vive  due  aux  vitesses 
perdues,  on  a 

\,,l  -^  \i,,l  -  O/'J  -  (Aï'  -  \i  ?*-  C-f")  "î 

--  M  p.,—  ï(o,  )■"-—  B('/u—  P'"!  )'—  C(r„—  Yto,)». 
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D'où  l'on  lire 

On  voit  que  si  l'on  avait 

XpoOL  -^  B<7o?  ■"-  CroY  =  o, 

c'est-à-dire  si  p^j  70»  '*o  et  a,  3,  v  étaient  deux  directions  conjuguée» par 
rapport  à  l'ellipsoïde  d'inertie,  on  aurait  coi  =  o;  le  corps  resterait  immo- 
bile après  le  choc. 

520.  Extension  du  théorème  de  Carnet  au  cas  où  certaines  perev- 
sions  sont  données.  —  Supposons  qu^en  in(} me  temps  qu*on  introdoil  des 
Ualsons  persista n tes f  on  fasse  agir  des  percussions  données  Pf,  Pj, ...,?« 
de  projections  a^^  b^,  Cy.  On  pourra  alors  appliquer  Téquation  générale()) 

\^[ — 1( mx')  OT  —  A(my)o^  — A(/W5')  05  -h  «  ox -+-  6  oj^^-coi]  =0 

au  déplacement  réel  qui  suit  les  percussions  Zx  =  jf^dt,  ljr^jr\dt, 
oz  =  z\  dt;  car  ce  déplacement  est  compatible  avec  les  liaisons  existutn 
moment  des  percussions.  On  trouve  ainsi,  par  un  calcul  analogae  à celii 
du  numéro  précédent, 

Comme  a,  b,  c  sont  les  projections  d'une  des  percussions  donnée»  P  A 
x\,  y\^  z\,  celles  de  la  vitesse  finale  de  son  point  d'application,  on  a 

ax\  -T-  by\  -H  cz\  =  Pi>|  cos  (P,  Pi  ). 

On  obtient  ainsi  ce  théorème  : 

Si  l'on  introduit  brusquement  de  nouvelles  liaisons  persistantes  tt 
si  l'on  applique  en  même  temps  des  percussions  P  au  système,  la  foret 
vive  perdue  est  éf^ale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues,  dimi- 
nuée de  la  somme  des  doubles  produits  de  chacune  des  peremsstMt? 
par  la  projection  sur  cette  percussion  de  la  vitesse  ^nate  de  son  f^ 
d  *app  lica  tion. 

Lorsque  toutes  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  moment  des  percasskmsK 
persistent  pas  après,  on  peut  encore  appliquer  le  théorème  préoédeat,i 
condition  de  compter,  parmi  les  percussions  P,  les  percussions  de  fiaiioi 
provenant  des  liaisons  non  persistantes;  on  peut,  en  effet,  sappoier  ^ 

m 

ces  liaisons  n'existent  pas,  pourvu  qu'on  tienne  compte  des  percassiois^i 
en  proviennent. 
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5:21.  Théorème  de  G.  Robin.  —  Soit  encore  un  système  dans  lequel 
on  introduit  brusquement  de  nouvelle?  liaisons  persistantes  en  faisant 
a{;ir  en  même  temps  des  percussions  données  P. 

Parmi  les  valeurs  en  nombre  infini  que  peuvent  prendre  les  vitesses 
finales  conformément  aux  liaisons,  celles  qu'elles  prennent  réelle- 
ment rendent  minimum  la  quantité 

Q  —  N^  mw^  ^-  1  ^  P  ««^  cos  \  P,  w  ; . 

Tel  est  le  théorème  de  G.  Kobin  {Comptes  rendus  des  séances  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  CV,  p.  61  ).  Pour  le  démontrer  appelons  a,  6,  c 
les  projections  de  P;  la  quantité  Q  s'écrit  avec  les  notations  précédentes 

q^.^m[{T,-T\)^^{y,~y\y-^{z,^z\)^\ 
-^j^y[a{r\,-T\)-^-b(y^-y\)-^-c{z',-^z\)\. 


Il  faut  montrer  qu'en  donnant  aux  projections  x\^  v'j ,  z\  de  la  vitesse 
finale  de  chaque  point  des  variations  quelconques  Zx\,  0^',,  ^z[  compa- 
tibles avec  les  liaisons,  on  a 

^Q  —  o. 

Or 

^1  —  ^0  )  '^'^l  —  ^  ^-^1  —  ^  *l^l  —  c  OSj  J. 

Remarquons  alors  que  l'équation  «générale  des  percussions  (ti)  est 

'  —  a  o-r  —  bZy  —  c  o^  ]  =  o  ; 

elle  a  lieu  pour  tous  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons 
existant  au  moment  du  choc;  mais,  actuellement  les  liaisons  étant  persis- 
tantes, elle  a  lieu  pour  le  rléplacement  réel  final 

(  7  )  r.x  --  x\  dt^         0)'  —  y\  dt,         05  =  z\  dt. 

Soient  :  x\  -4-  o.r', ,  >',  -h  o/'^,  -3',  -4-  oz\y  d'autres  valeurs  possibles^  com- 
patibles avec  h's  liaisons,  «les  projections  de  la  vitesse  finale  du  point  m; 
le  déplacement  <orrespondant 

(  8  )      oj-  -  {  t\  -r-  o.r',  )  dt,  0  K  -  (  y\  -+-  07',  )  dt,  05  -  (  5',  -+-  0^;  )  dt, 

est  éj^alement  coni|)alil)le  avec  les  liaisons. 


li. 


.  I  i  - 
m     f  fii:  -•!•    -?— •"-•u-i*  iirî- 


-.  ip-:  V- 


ii-nn»"' 


: — ■■-•   -n     -   11'- 


■".  -   "    •--.      :  t    C"^  i»?  t  h f^orr-me  précédent. 
-  ■*  7-*-  r'-i-r. 

1-     -   ■"-'  r-m<f.  -l-fix  \«.»te*  de  M.  A. 
'  '-  "    --  "      ■    -  A   .7  j-  .   ^-irh.iiichfrn  Gesfllsvhaft  der 


L^IC  IjSS  EQUATIONS  DE  UiGRANGE 
3.\JS  LA  THEORIE 

z  c  :3:gc  et  des  percussions. 


-iH-    Z^ii^runs.    —   1  *  î-    -î    W-fii'fns'er  of  Ma  (hématies  (l,  IV,  iSir» 

^i     "•        :    :    :.     .  r.  Tî'-T  .-r-  r  {(jdti<*ns  de  Lajjranjre  peuvent  être  em- 

—    :  .      :;    :       •   i'      -'  lîr  •i-*  pfrcu«sion<  :  la  même  qucstinii  a  èl«* 

1  •   •»     •     i    .     .-  *-   :  £»\  namirs.  \"  Vol.).  La  méthode  suivie  |»jr 

*   .  :  -      -  ;       '  •:     --r:-::':  :  nnt:»*,  rar  los  équations  qu'ils  donnant  con- 

-  :  -  ..-■■:--■  n*  .i»?  liriisons  provenant  des  liaisons  nou\elle* 

•■.:>.    I!     }'.•■•.''.-  '.\  p«eri?u«-ion.  Ces  équations  ne  répondent  donc 

i-  ■    !:    •     i:      -.■  n.:  ir*iji\i  par  Lagranj^e  qui  est  d'obtenir  de<  équa- 

■      1-     :  ■     ',-•       i-    [•  "i    Mn:e<    de    liaison.    Voici    comment    on   peut 

I  11^  ::    ".-      ^  -\-*'  rii'-  Iflituonie  i-n  mouvement  dans  lequel  les  liaison* 
"Mt    !:t>'.i   ^.j  -^  :"    •rr.fiir'rii,  »-t  dont   la  conli^'uratiou  eM  d«'linie  par  X' par«i- 

riu'trr*   /  ,    /. y;.    ::èi«iii»-triquement   indépendanl>   :    U   demi-f»»rce 

\i\f    r  .il'  .e  •.x^ti'ino  «'Si   une   fonction  <iu  second  ilt'cre  de-*  dèrivr*e$  yj. 

tf  , Y     .11-  /: .  y, y^  par  rapport  au  temp'*>.  \  un  înstaDt  d>inoe  !#. 

«»ii  introWiiii  hni^qiit'nit'iit  de  nouvelles  liaison<dan>  le  «-\*lè»ne  :  \<  m«>ovf- 
iiHMt  e>r   ,il«»i>i   rnmhlé.  <'l,  «lans  un  interxalle  de  teai('>  Inrs  <'»>'jrt  t.  —  /#• 
lr>  \ii»'>%r%  di'^  <liir«renls  points  i\\\  s>>lème  \arieni  de  qnâaTUr^  2b:«^  *an* 
«|in'  II*  '«N'^h'riie   eli;ui;:e  siMi-i^ihlenient   de  positi^'n:  au  j-'-eî   ôe  ^r-   jbjI} 
ii-HH",   Ji's  »|iMnlilê<   </,,   (j'.^ y]...  qui    delîni^>erii    io  \-i:«**-!^^.  pa^^ent 
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bruî»(|uement,  clans  \e  temps  très  court  f\ —  fo,  des  valeurs 

à  d'autres  valeurs  , 

(Ç\)i^     (ç'-2)i (y/.)i' 

tandi>  que  les  quantités  </i,  Çi,  . . .,  y/,,  qui  définissent  la  position,  ne 
chanj^ent  pas  sensiblement  de  valeurs.  Nous  ne  considérons  que  la  pre- 
mière approximation,  qui  consiste  à  rej^arder  Tintervalle  ti — /q  comme 
néglijjjeable  et  à  supposer  que  les  q'i  changent  subitement  de  valeurs  sans 
que  les  (ji  chan*;ent.  \ous  admettons,  en  outre,  que  les  nouvelles  liaisons 
introduites  au  moment  de  la  percussion  sont  aussi  sans  frottement;  ces 
liaisons  nouvelles  peuvent  d'ailleurs  être  temporaires  ou  permanentes, 
c'est-à-dire  'qu'elles  peuvent,  suivant  les  cas,  disparaître  après  la  percus- 
sion ou  subsister;  les  liaisons  primitives  du  système  sont  supposées,  per- 
manentes, elles  subsistent  après  la  percussion  (M. 

On  peut  toujours  choisir  les  variables  ^i,  ^2,  .  . .,  <7x,  de  telle  façon  que 
les  liaisons  nouvelles  qui  sont  introduites  brusquement  et  qui  produisent 
le  choc  soient  exprimées  |>ar  les  équations 

(i)  y//vi  —  o,  <7,/-,2~o,  ....  qi^  —  o, 

n  étant  un  certain  entier  moindre  que  k.  Kn  effet,  les  k  —  n  liaisons  nou- 
velle>  brusquement  imposées  au  système  fiolonome  s'expriment  par  des 
relations  «le  la  forme 

^\(q\,(Ii-  ■      .  qk)  =  o, 

>•••        •••>••••.    ••••••9 

ç>A-//(yi,  7* qk)     o. 

Si  l'on  fait  un  changement  de  variables,  en  prenant  pour  nouveaux  pa- 
ramèlrcs,  à  la  plact*  de  7/14-1,  q n^t^  .  .  .,  qi^  les  quantités 

/•//-^i=  '^\{q\,qi qk), 

'n-^i  —  ^îiqi,  qt,  —  qk), 


, 


/'A  ^  9/.-/1  (  7i ,  7î .  .  .  . .  qk  ). 

les  nouvelle-^  liaisons  imposées  au  système  s'exprimeront    évidemment  par 
les  relation> 

r„^i  —-  o,  /•„.  2  —-  o,  .  .  • ,         r/i  =  o. 


(  '  )  Nou-  nous  hornons  i(M  aux  eas  les  plus  simple*;.  On  trouvera  une  analyse 
«lêtaillèe  «lu  cas  le  plus  général  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Journal  de 
Matlieniaiiques,  iS()^J  (  r'  fasrirule). 


5lO  DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 

(l'est  ce  choix  (Je  variables  que  nous  supposons  réalisé,  de  sorle  que  les 
liaisons  nouvelles  soient  exprimées  par  (i). 

Après  le  choc,  les  variables  Çn-^i^  ...,  Çk  cesseront  d*èlre  nulles  si  les 
liaisons  introduites  sont  temporaires;  eHes  resteront  nulles  si  ces  liaisons 
sont  permanentes. 

Pour  obtenir  un  déplacement  virtuel  du  système  compatible  avec  les 
liaisons  qui  ont  lieu  déjà  avant  le  choc,  il  suffit  de  donner  à  çi^çt,  .,,,qk 
des  variations  arbitraires  o^i,  o^*,  ...,  o^a-;  mais,  si  Ton  veut  de  plus  que 
le  déplacement  soit  compatible  avec  les  liaisons  nouvelles  brusquement  in- 
troduites, il  faudra,  d'après  les  équations  (i),  pren<lre 

0  oq,t-^i  =  o,  o<7«-, ,  —  o,  .  .  . ,  oqji  ~  o, 

o<yi,  o^j,  .  ..,  o<//i  restant  arbitraires. 

Les  équations  du  mouvement  du  système  pendant  le  temps  ii —  /o  sont, 
d'après  le  principe  de  d'Alembert  et  la  transformation  de  Lagrange,  ré- 
sumées par  la  formule 


t-k  i—k 

Ci) 


î;[^/(S)-SJ^^^'=2Q'^^- 


Si  les  oy/  sont  arbitraires,  le  second  membre,  qui  représente  la  somme 
des  travaux  virtuels  des  forces  appliquées  au  système,  contient  les  forces 
de  liaison  provenant  des  liaisons  nouvellement  introduites;  mais  on  élimi- 
nera ces  dernières  forces  de  liaison  en  considérant  un  déplacement  virtuel 
compatible  avec  toutes  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  moment  de  la  percus- 
sion, c'est-à-dire  en  supposant  o</|,  o^j,  ...,  oy,,  arbitraires,  o^^-^i, 
oy,n_s,  ...,  o^A  nu/s.  L'équation  (3)  se  décompose  alors  en  les  n  suivantes 

où  ne  figure  plus  aucune  force  de  liaison.  Comme  les  variations  brusques 
de  vitesses  sont  |H'oduites  par  les  seules  forces  de  liaison,  qui  sont  de- 
venues très  grandes  pendant  le  temps  très  court  ti —  /o  l«îs  quantités  Q|, 
Qîî  •  •  -î  Q«  ^1"'  proviennent  uniqu<Mnent  des  forces  ordinaires  directement 
appliquées,  telles  que  la  pesanteur,  etc.,  restent  finies  pendant  le  temps 

U — h\  les  quantités  —  restent  également  finies.  Si  donc  on  multiplie 

par  dt  les  deux  membres  de  la  relation  (4)  et  si  l'on  intègre  de  /o  ^  ht  1^' 

intégrales  provenant  de  — -  et  Q,   sont  négligeables  car  /| — /«  esi  très 

|)etit,  el  l'on  obtient  les  //  équations 

/  ^T  \         /  t>T  \ 

(  5  )  (      -  r  I    —      T^  )    -^  "  (  «  =  ï ,  '^o '0» 
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linéaires  et  homogcnes  par  rapport  aux  k  différences 

(^i)i  — (^'1)0»     (72)1— (^i)o,      .-.,     iÇ'/,)i  —  (Çk)o' 

Dans  ces  équations  (5),  </i,  </i,  .  . .,  ^^  ont  les  valeurs  qui  correspondent 
à  l'instant  de  la  percussion,  de  sorle  que  qn-hi,  Çn-hty  •••»  fjk  sf»nt  nuls; 
mais  il  faut  bien  remarquer  que  les  dérivées  7//+1,  ^Ii+j,  -.-i  ç\.  ne  sont 
pas  nécessairement  nulles  ni  avant,  ni  après  la  percussion;  elles  seraient 
nulles  après  dans  le  cas  particulier  où  les  liaisons  introduites  seraient 
permanentes,  car  alors  (/n^iy  y/i-na»  .••»  Çk  resteraient  nuls.  Dans  ce  cas 
particulier,  les  n  équations  linéaires  (  j)  donneraient 

cest-à-dire  détermineraient  complètement  l'état  des  vitesses  après  la  per- 
cussion. I£n  dehors  de  ce  cas  |)articulier,  on  n'a  que  n  équations  pour 
déterminer  A  inconnues, 

il  faudra  alors,  comme  dans  le  choc  des  Ci>rps  semi-élastiques,  faire  des 
hypothés<'s  particulières  sur  ce  qui  se  passe  après  le  choc. 

RÈGLE.  —  On  peut  résumer  les  équations  (  5)  en  disant  qu'elles  expriment 
la  propriété  suivante  : 

Les  dérivées  partielles  de  T,  par  rapport  aux  dérivées  de  ceux  des 
paramètres  qui  ne  sont  pas  assujettis  à  s'annuler  au  moment  du  choCy 
ont  les  mêmes  valeurs  avant  et  après  le  choc. 

Exemple  I.  —  Choc  direct  de  deux  sphères.  —  Soient  deux  sphères 
df  ra\ons  I^i  <;t  Uj  et  d(î  masse  ni^  et  m^  dont  les  centres  se  nieuvenl  sur 
une  droite  fixe  Ox.  Les  deux  s|)hères  sont  supposées  animées  de  mouve- 
ments de  translation.  Appelons  Xx  et  Xj^  les  abscisses  des  centres  des  deux 
sphères;  la  position  du  système  dépend  des  deux  paramètres  x^  et  Xt\  au 
moment  <lu  choc,  une  nouvidle  liaison  est  brusquement  introduite  :  cette 
liaisnii  s'exprime  par  ré(|uation 

Xi  —  Xx  —  R|  —  Rj  -^  o, 

([ui  signifie  que  la  distance   des  centres  »'î;;ale  la  somme  des  rayons.  Pour 
<léfiiiir  la  position  «lu  système,  nous  prendrons  les  deux  paramètres 

71  =  '^1,         fjt-  ^2—  ^1—  Ri—  R2, 

(le  manière   que  la   liaison   l)rus(|uement  introduite  s'exprime  par  q^  —  o. 
On  a  alors 

T  -  1  (  //i ,  x'^'  -t-  mix7  )  ^  {[nix  q'f  -r-  m  j  (  q\—  q'tY]- 


^: 


i 


TII£  = 


n:  . 


-  .  i     _ 


•  - 

•  4 


t.i    ..*.r 


■=     :orzz:as.cr^     -^ 


s.     r   £  3  iU 
_     -^    I    ;î^^ 

—     ^    i  J  >  .2'. 


«-r;_iiûL     .  iL:     4      arrs-    tf    îar    f— .3..    <■  y.tOL  iLi- 


*-•    rfS.L 


.ur -rr    le    ^'.ir  iLi:.:x.    ..i^      •:£.-?!«  .j  isUJu' r! 


.1* 


u.-« 


-.   _.    .-r*  -   ^    m..:   '  ■'•*   lu  •«'Ttirmif  -î?-t  îîne  i  \a  furcs  vive  im;  iix  «.lesse* 

i^  .  .--    .   1.   i  i'-  -    :  1    lu  il  ^  lit   ii;  ^  -«imniis  if»*  invaus  .|ue  pridiuraieac  i*»  pc- 

.-ï!    -.-.    .1  *i      r.Tt-ir--i  rx  '.xi.tc:ttnr*i-!.  «   Tàa'jua  ie  leur^  pomu  i'jppiicaWi 

ù.— r-  •.:.    .'  i»unL  viiit.-  .^t  l'ir:e    le  leur  Actioa.  aae   viCesM  <:ua:iUiite  cpit  ' 

•i.i.M   iti  -jrrrv.i'i.-.a-ï  jji'M^nc  «ur  aa  corps  solide.   U  virutioa  ie  t^*^ 

•r  •-:   •.:i.-r  i  .j  ••-ani'î  î^ts  travaux  qu'elles  pn>duîraieat  si  leur*  point*  d'»P' 

ji.i*«i.<.ii     : .  iT^r-i.'^a:.  p**aiiant  toate   la  dorée  de  leur  actioa,  aae  TiceM< cti- 

>ua:«  ^^t.t    a    .à  i«,mm'S  çtMmf:iriqae  de  leur  vitesse  ioitiale  et  de  leur  «iM^ 

tiaaie. 

\\.  La  p'îr'.'î  it  f-jrcft  tîtc  cprooTëe  par  le  corps  solide  est  épie  à  U  Iwf 
vive  dut  aux  vitr>4.i«.»  pi^rdoes  moins  le  double  de  la  somme  des  travaux  qMP>*' 
liu iraient  i*^--  purrn^-iom  si  les  points  sur  lesquels  elles  agîsseut  couscrnicA 
ijeoJaat  l'jute  la  durée  de  leur  action,  une  vitesse  constante  égale  à  leurviu^ 
finale. 

[  fuir,  au  sujet  de  ces  théorèmes,  VÉtude  géométrique  sur  ie»  peremmo^^^ 
U  choc  dts  corps,  par  M.  Darboux  (  Bulletin  dei  Science»  mathénati^iâei,  i^-l 


■»• 
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CHAPITRE  XXVII. 

NOTIONS  SUR  LES  MACHINES. 
SIMILITUDE. 


I.  -  GÉNÉRALITÉS.  VOLANTS.  RÉGULATEURS. 

521.  Définitions.  Une  machine  a  pour  but  de  transformer  un 
travail  en  un  aulre.  Elle  se  compose  de  trois  parties  principales 
qui  sont  : 

i"  Un  récepteur  qui  reçoit  un  travail  dû  à  des  forces  motrices 
(force  musculaire,  chute  d'eau,  pression  d^un  gaz  ou  d'une  vapeur, 
forces  électriques  ou  magnétiques); 

2**  Un  outil  qui  fournit  un  travail  utile,  tel  que  l'ascension 
d'un  fardeau,  la  traction  d'un  train,  la  désagrégation  d'un  métal 
par  forage,  rabotage,  etc.; 

3'  Une  transmission  de  mouvement  reliant  le  récepteur  à 
l'outil. 

Vitesse  de  régime,  —  La  vitesse  de  l'outil  doit  avoir,  dans 
chaque  machine,  une  valeur  déterminée,  suivant  la  nature  du 
travail  à  produire.  La  vitesse  que  doit  avoir  chaque  organe  de  la 
machine,  pour  réaliser  ainsi  le  meilleur  travail  de  l'outil,  s'appelle 
la  vitesse  de  régime.  Celte  vitesse  est  donnée. 

525.  Application  du  théorème  des  forces  vives  aux  machines. 
—  Soit  une  machine  en  mouvement  de  l'instant  /©  à  l'instant  /; 
pendant  cet  intervalle  de  temps  t  —  /o>  les  forces  motrices  agissant 
sur  le  récepteur  ont  produit  un  travail  moteur  fsm'y  les  résistances 
subies  par  l'outil  produisent  un  travail  négatif  — Gn;  les  résis- 
tances passives  (frottements,  trépidations,  etc.)  produisent  un 
travail  n/galif  —  ^ p.  Le  travail  G^,  pris  en  valeur  absolue,  est  le 


-••...   j-Lîsi       w  r^iinini' 


T       .1  ic:'-^-*    -    i  "  icr=r-  i  mit  jiiiU£i::Ljf  71  i*  Lft  Buciiîiie  « 
-•i.-iit    .   -î       i  -rc==?r  ■.  -"n'Kanr  r.  Ji  :itt-;c'iax^  i»*  forces  viTes 

^'    JT     -  ^'    Ttl   "  «  -  -  •  ^ 

=     '-»  ^4  i»^<.|B  *    — 

..    iTiirionca  •.■ja=*t-iiinai:îis  ljiixi«^iia:iS:5>  de  celle  équation 
T*i.:^r.--!--r.r  nie   a  Jianii.a'i  Ciirte  -ia  rep>*  et  marche  jusqu'il 
.^'.isl:    .    i'A   ci  "tcr^r*;:-  t^iq:  -.  :  4l>r>-  en  affectant  de  l'indice  i 

Vwt-'?         -.         -,        -, 

Ji-LiL.   t/  ti:!nf^'^irf:ii  îriVi?  -ya^  possède  une  machine  est  plus 
.    :u    /'/<:     «^   :r'Z\''.tiL  dfip^nsé  non  utilisé  depuis  sa  mise  en 

;^jL  iffini-ioL-c»?  vive  que  possède  une  machine  au  temps  l|  doil 
-r-  jmtîttîri  i:'jmme  une  puissance  qui  sert  au  mouvement  de  la 
nav.iiiie  'jeu«imt  L^is  LasUnts  suivants;  en  effet,  en  appliquant  le 
.nc'>i-^tur:  ie:»  forces  vives  au  mouvement  qui  suit  i'inUnt  I,,  du 
ll»iii»>  :.  X'i  Lduip*  t^  on  a 

Ou  voit  que  la  demi-force  vive  que  possède  la  machine  à  Fins- 
uiit  ^  >leut  s'ajouter  à  G,„;  tout  se  passe  donc  comme  si,  la  ma- 
diuie  partant  du  repos  à  l'instant  /,,  le  Ira^-ail  moteur  éuit  aug- 

Mioiiié   de  V^t.  Mais,  d'après  le  théorème  précédent,  cette 
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demi-force  vive  ne  fait  que  restituer  ainsi  une  partie  seulement 
(lu  travail  moteur  employé  antérieurement  à  la  produire.  Donc, 
dans  tous  les  cas,  le  travail  utile  est  plus  petit  que  le  travail 
moteur  dépensé  :  ce  qui  montre  r impossibilité  du  mouvement 
perpétuel, 

.^"^  Dans  l'évaluation  des  travaux  effectués,  d'un  temps  t^  quel- 
conque au  temps  ^  >»  /| ,  la  demi-force  vive  que  possède  la  machine 
au  temps  /,  doit  être  comptée  comme  une  résistance;  en  effet, 

2^~T~  s'ajoute  à  cr^,  dans  l'équation  (2).  Si,  à  ce  moment,  on 

arrête  la  machine,  cette  force  vive,  ne  se  retrouvant  plus  comme 
puissance  pendant  les  instants  suivants,' constitue  donc  une  perte 
de  travail  moteur.  On  peut  cependant  éviter  une  partie  de  cette 
perte,  en  laissant  la  machine  libre  de  continuer  à  se  mouvoir  sous 
l'action  de  celle  force  vive,  après  que  le  moteur  a  cessé  d'agir. 
Mais  quand  le  travail  a  été  longtemps  continué,  cette  perte  de 
force  vive,  quand  on  arrête  la  machine,  est  une  fraction  insigni- 
fiante du  travail  dépensé. 

4''  Si  Ton  diflérentie  l'équation  (i),  on  a  la  relation 

a  — ^ =  CTe/;/—  Cr^r» 

où  l'indice  e  rappelle  qu'il  s'agit  du  travail  élémentaire  moteur  et 
résistant.  Donc  : 

ï.a  force  vive  de  la  machine  croit  ou  décroît  à  partir  d'un 
certain  moment,  suivant  que  le  travail  élémentaire  moteur 
remporte  ou  non  sur  le  travail  élémentaire  résistant, 

L'i  force  vive  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum,  aux 
instants  où  le  travail  élémentaire  moteur  égale  le  travail  élé- 
men  taire  rc  sis  tan  t . 

526.  Expression  analytique  de  la  force  vive.  —  Une  machine 
est  généralement  un  système  à  liaisons  complètes;  la  position 
des  différentes  pièces  qui  la  composent  dépend  alors  d'un  seul 
paramètre  qui  est,  par  exemple,  l'angle  6  dont  a  tourné  l'arbre 
principal  de  transmission^de  la  machine.  Nous  désignerons  par  w 

la  vitesse  angulaire  -7-  de  cet  arbre. 
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Pour  évaluer  la  force  vive  de  la  machine,  remarquons  qu^il 
cxTsle  dans  toute  machine  deux  espèces  de  pièces  : 

i^  Les  pièces  qui  tournent  avec  des  vitesses  angulaires  propor* 
tionnelles  à  co  :  nous  les  appellerons  pièces  tournantes;  les  forces 
vives  de  ces  diverses  pièces  sont  proportionnelles  à  «*,  el  leur 
force  vive  totale  a  pour  expression 


Aojî. 


où  A  est  une  constante  positive; 

2®  Les  pièces  qui  oscillent  (bielles,  balanciers,  etc.)  el  les  pièces 
qui  tournent  avec  des  vitesses  angulaires  dont  les  rapports  à  ca 
dépendent  de  0;  nous  les  appellerons  pièces  oscillantes. 

Dans  une  de  ces  pièces,  les  coordonnées  x,  y^  z  d^un  point  sont 
(onctions  périodiques  de  0  : 

les  composantes  de  la  vitesse  de  ce  point  sont 

el  sa  force  vive  est 

La  force  vive  totale  de  toutes  les  pièces  oscillantes  est  donc 
de  la  forme 

/(0)a,«, 

f{^)  étant  une  fonction  périodique  de  6  essentiellement  positive. 
En  résumé,  la  force  vive  totale  de  toute  la  machine  est 

[A4-/(e}Ja)«. 

11  faut  remarquer  que  les  pièces  oscillantes  ont,  en  gëoéral|  des 
masses  petites;  il  y  a  exception  pour  les  balanciers,  mais  ces  der- 
niers sont  animés  de  faibles  vitesses,  de  telle  sorte  que  FinOuence 
des  pièces  oscillantes  sur  la  valeur  de  la  force  vive  est  accessoire 
et  que  /(O)  est  petit  par  rapport  à  A.  Pour  la  régularité  de  la 
marche,  il  j  a  intérêt  à  diminuer  autant  que  possible  le  nombre  et 
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les  masses  des  pièces  oscillantes  el  à  employer  siirlout  des  pièces 
lournanles.  Ces  dernières  doivent  être  parfaitement  centrées  pour 
que  le  travail  de  la  pesanteur  ne  soit  pas  tantôt  moteur  tantôt  ré- 
sistant; elles  doivent  tourner  autour  d'axes  principaux  d'inertie, 
car  quand  Taxe  de  rotation  n'est  pas  un  axe  principal,  il  tend  à 
changer  de  position  dans  Tespace  et  par  conséquent  à  arracher 
les  supports  qui  s'opposent  à  ce  mouvement. 

527.  Marche  de  la  machine.  —  11  faut  considérer  trois  phases 
dans  la  marche  de  la  machine  : 

Mise  en  marche, 
Marche  normale^ 
Période  d'arrêt. 

Pour  la  mise  en  marche,  la  force  vive  partant  de  zéro  doit  aller 
en  croissant  :  le  travail  élémentaire  moteur  doit  remporter  sur  le 
travail  élémentaire  résistant.  L'inverse  a  lieu  pendant  la  période 
d'arrêt. 

Marche  normale.  —  L'idéal  de  la  marche  normale  serait  une 
marche  uniforme  avec  la  vitesse  de  régime  qui  donne  le  meilleur 
travail  utile.  Alors,  en  appelant  t^  et  L  deux  instants  quelconques 
de  la  période  normale,  on  aurait  pour  chaque  point  r  =  \\ 


2mv^  _  ^  mrj 
2      ~  ^      1 


et,  par  suite,  d'après  l'équation  des  forces  vives, 

Le  travail  moteur,  pendant  un  espace  de  temps  quelconque  de 
la  période  de  marche  normale,  serait  égal  au  travail  résistant. 

Mais  cet  idéal  est  impossible  à  atteindre.  C'est  ce  que  nous 
allons  montrer.  Nous  ferons  voir  ensuite  comment  on  en  approche 
à  Taide  des  volants, 

528.  Causes  d'irrégularité  dans  la  période  de  marche  normale. 
—  Dans  la  période  de  marche  normale  il  y  a  différentes  causes 
d'irrégularité  dont  les  principales  sont  : 

i^  La  présence  des  pièces  à  mouvement  alternatif^ 
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2°  L'intermiltence  dans  le  développement  de  la  force  molrice 
qui  peut  être  non  pas  constante,  mais  seulement  périodique: 
ainsi,  dans  les  machines  à  simple  effet,  la  pression  de  la  vapeur 
sur  le  piston  agit  toujours  dans  le  même  sens;  elle  agit  par 
exemple  quand  le  piston  monte  et  cesse  quand  il  descend;  Taction 
de  la  force  motrice  est  alors  intermittente  et  périodique; 

3^  L'intermittence  dans  le  développement  de  la  résistance  utile, 
qui  peut  être  non  pas  constante  mais  seulement  périodique, 
comme  quand  Toutil  est  un  pilon,  un  marteau,  etc. 

En  vertu  de  ces  causes  d'irrégularité,  il  est  impossible  de  main- 
tenir la  vitesse  angulaire  co  constante  et  égale  à  la  vitesse  de  ré- 
gime désirée  Q;  le  mouvement  de  la  machine  est  sensiblement  pé- 
riodique, c'est-à-dire  qu'il  existe  un  intervalle  de  temps  au  bout 
duquel  la  machine  se  retrouve  dans  la  même  position  et  co  reprend 
la  même  valeur;  cet  intervalle  de  temps  sera,  par  exemple,  le 
temps  que  met  l'arbre  principal  à  faire  un  tour,  c*est-à-dire  4  à 
croître  de  27:.  Quand  la  machine  a  marché  pendant  cet  intervalle 
de  temps,  elle  revient  au  même  état  géométrique  et  mécanique; 
on  dit  qu'elle  a  décrit  un  cycle.  L'égalité  entre  le  travail  moteur 
et  le  travail  résistant  n'a  plus  lieu  à  chaque  instant;  mais,  quand 
il  s'est  écoulé  un  cycle,  les  vitesses  redevenant  les  mêmes,  la  varia- 
tion de  force  vive  pendant  un  cycle  est  nulle,  et  Ton  a  l'équation 

^r    _  r  r         rr  _.     ffr 
*-'//i  —  ^r  —  ^u  ^^  ^  p 

où  l'indice  supérieur  c  indique  qu'il  s'agit  du  travail    pendant 
un  cycle. 
Le  rapport 

^  m  ^  m 

s'appelle  le  rendement  de  la  machine.  Le  rendement  est  toujours 
plus  petit  que  i,  parce  qu'il  est  impossible  de  faire  disparailre 
complèlement  les  résistances  passives. 

CoeJlflcient  de  régularisation.  —  La  vitesse  angulaire  w  rede- 
venant la  même  après  chaque  cycle,  passe  évidemment  au  moins 
par  un  maximum  et  par  un  minimum  dans  chaque  cycle.  Soit  tA% 
le  plus  grand  maximum  et  (1)2  le  plus  petit  minimum;  on  veut  que 
la  vitesse  angulaire  moyenne  pendant  un  cycle,  vitesse  que  Ton 
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regarde  comme  égale  à  ^^-^— — -9  soit  précisément  la  vitesse  de  ré- 
gime ù  donnée  à  Tavance, 

tui-4-  Wj 


=  il. 


•1 


En  outre,  pour  que  la  marche  soit  aussi  régulière  que  possible, 
c'est-à-dire  pour  que  la  vitesse  angulaire  co  s'écarte  peu  de  sa  va- 
leur moyenne,  il  faut  que  W|  —  (O2  soit  aussi  petit  que  possible, 
ou  encore  que  le  rapport 

Wi  —  tOj 

soit  aussi  petit  que  possible.  En  désignant  ce  rapport  par-?  on 
appelle  n  le  coefficient  de  régularisation;  on  a  alors 

il 

et  la  régularité  sera  d'autant  plus  grande  que  n  sera  plus  grand. 
Nous  verrons  plus  loin  comment,  pour  une  machine  donnée,  en 
ajoutant  un  volant  à  la  machine,  on  arrive  à  faire  que  n  ait  une 
valeur  donnée  à  l'avance.  Pour  cela,  nous  commencerons  par  pré- 
ciser la  forme  analytique  de  Téquation  des  forces  vives. 

529.  Expression  approchée  du  travail.  —  Dans  la  marche  nor- 
male, les  forces  tant  motrices  que  résistantes  dépendent  des  posi- 
tions et  des  vitesses  de  leurs  points  d'application.  Mais  l'influence 
de  la  position  est  généralement  prépondérante,  et  l'on  peut  ap- 
proximativement admettre  que  les  forces  ne  dépendent  que  des 
positions  des  points  d'application,  c'est-à-dire  de  6;  la  somme  de 
leurs  travaux  élémentaires  est,  dans  cette  hypothèse,  de  la  forme 

(î)  (Fe=^-(e)c^o. 

Équation  des  forces  vives.  —  Cette  équation  est  alors 

(2)  ^t/[A-+-/(0)]a)2=^(e)c^e, 

d'où,  en  intégrant  de  o  à  0  et  appelant  Wq  la  vitesse  angulaire 
pour  0  =  0, 

(3)  [A-^/(0)]a.2-[A--/(o)]a)5  =  ay   ^(6)^6  =  2^0, 
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Gq  désignant  le  travail  total,  tant  moteur  que  résistant,  accompli 
depuis  la  position  qui  correspond  à  la  valeur  0  =  o,  jusqu^a  la 
position  qui  correspond  ù  une  valeur  quelconque  de  0.  Ce  tra- 
vail (ro  est,  comme  y(6),  une  fonction  de  8  de  période  ai:. 

Dans  ces  conditions,  les  positions  delà  machine  pour  lesquelles 
la  force  vive  est  maximum  ou  minimum  sont  les  positions  d^éqoi- 
libre  de  la  machine,  c*cst-à-dire  les  positions  dans  lesquelles  la 
machine  ne  démarrerait  pas,  si  on  Tj  plaçait  sans  vitesse  les  forces 
ayant  les  mêmes  valeurs  que  dans  la  marche  normale.  Cela  résulte 
du  principe  des  vitesses  virtuelles;  en  effet,  pour  le  déplacement 
unique  e/B  qu'on  peut  imprimer  à  la  machine,  la  somme  des  tra- 
vaux des  forces  est 

h  s  positions  d^équi libre  sont  donc  fournies  par  Féquation 

qui  donne,  en  même  temps,  les  maxima  et  minima  de  la  force 
vive. 

L'équation  (3)  montre  comment  interviennent  les  diverses 
causes  qui  empêchent  co  d'être  constant  dans  la  marche  normale. 
L'inQuence  des  pièces  oscillantes  se  manifeste  par  le  terme /(t); 
celle  de  Tirrégularité  dans  le  travail  moteur  et  résistant,  par  le 
terme  CTe  variable  avec  0  et  ne  s'annulant  que  périodiquement. 

Maximum  et  minimum  de  iù.  —  D'après  la  formule  (3),  ca* 
est  une  fonction  périodique  de  6,  reprenant  la  même  valeur  après 
un  cycle,  quand  6  a  augmenté  de  27t.  Nous  simplifierons  celle 
équation  en  négligeant  complètement  l'influence  des  pièces  oscil- 
lantes, qui  est  faible  en  général.  Alors  /(O)  est  regardé  comme 
nul,  et  l'on  a 

(î)  Aw*=  AwJ -h  i^a* 

Appelons  tri  et  Cr2  '^  maximum  et  le  minimum  de  6e  quand  h 
varie  de  o  à  2?:;  à  ces  valeurs  correspondent  le  maximum  fù%  et  le 
minimum  co^  de  co  : 

AwJ  —  VwJ -h  •>.Gi,        A(o|  =  A(i>} -f- aGt; 
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d'où,  en  retranchant, 

Mais  on  a  posé,  en  appelant  Q  la  vitesse  de  régime  et  n  le  coef- 
ficient de  régularisation 


=  12,  (1)1  —  toj  =  — 

i  n 


On  a  donc 


(5)  A=  j^(î?,-ç,). 


530.  Volants.  —  Le  volant  est  une  roue  supplémentaire  en 
fonte  montée  sur  l'arbre  moteur;  celte  roue  a  ordinairement  un 
grand  rayon,  et  sa  masse  est  reportée,  autant  que  possible,  sur  la 
circonférence  oii  elle  forme  une  couronne,  de  façon  que  le  mo- 
ment d'inertie  I  du  volant  par  rapport  à  l'axe  soit  considérable. 

L'addition  du  volant  permet  de  régulariser  la  marche  normale, 
de  manière  que  le  coefficient  de  régularisation  n  prenne  une  va- 
leur donnée.  En  effet,  avant  l'addition  du  volant,  la  force  vive  des 
pièces  tournantes  était  Ato-;  après,  elle  devient 

(A-f-I)w«, 
et  léquation  (5)  se  trouve  remplacée  par  la  suivante  : 

(G)  A-^I=^(Çi-C,). 

Comme  (si,  C^  et  û  sont  connus,  et  que  n  croît  avec  1,  on  régu- 
larise le  mouvement  d'autant  plus  qu'on  prend  I  plus  grand. 

Calcul  du  volant.  —  Supposons  n  donné;  alors,  on  construit 
un  volant  dont  le  moment  d'inertie  est 

(7)  1=  j^,(î^«-G,); 

cette  valeur  est  plus  grande  que  celle  qui,  d'après  la  formule  (6), 
serait  strictement  nécessaire  pour  que  le  coefficient  de  régularisa- 
lion  ait  la  valeur  donnée.  Par  suite,  ce  volant  régularisera  le  mou- 
vement plus  qu'il  n'est  demandé.  Pour  calculer  la  masse  à  donner 
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à  la  couronne,  on  fait  le  calcul  en  ne  tenant  pas  compte  du  mo- 
ment d'inertie  des  bras  et  du  moyeu,  et  en  supposant  le  volant 
réduit  ù  la  seule  couronne.  Cette  approximation  a  encore  pour 
effet  d'accroître  la  régularité;  car,  en  réalité,  le  moment  d'inertie 
du  volant  ain<i  construit  est  supérieur  à  celui  que  définit  la  for- 
mule (7). 

Le   volant  étant  réduit  à  la  seule  couronne   de  poids  P  et  de 

masse  -/•  on  calcule  son  moment  d*inertie,  en  supposant  la  cou- 

ronne  remplacée  par  une  circonférence  matérielle  de  poids  Pdool 
le  ravon  est  le  rayon  moven  R  de  la  couronne.  On  a  ainsi,  pour 
le  moment  d'inerlie  du  volant 


et,  en  écrivant  que  le  moment  d'inertie  vérifie  la  condition  (7  », 

Si  Ton  remarque  que  Kl)  est  la  vitesse  linéaire  moyenne  V  J*on 
point  lie  la  couronne,  on  a  cnlin  la  formule  de  Poncelet  : 

(S)  rV*=  n/r(^i— ^j)» 

qui  donne  P. 

On  peut  aussi  écrire  cette  formule  comme  il  suit,  en  multi- 
pliant et  divisant  par  le  travail  utile  €„  produit  pendant  un  cycle 

Le  premier  facteur  '  ^^.  *  est  un  rapport  numérique  indépen- 
dant des  unités.  Quant  au\  autres  termes,  on  leur  donne  la  forme 
suivante  : 

Supposons  une  machine  de  N^a  chevaux  dont  le  volant  fasse N 
tours  par  minute.  Alors,  on  a  d'abord,  pour  la  vitesse  Vd*on 
point  de  la  circonférence  (Tunité  de  temps  étant  la  seconde) 
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Pour  avoir  le  travail  iilile  G^  pendant  un  tour  du  volant,  remar- 
quons que  pendant  une  minute  (N  tours)  le  travail  utile  est  Nlâ^ 
kilogrammèlreâ  :  comme  une  macliine  d'un  cheval  donne  ^S*^^*"  de 
Iruvail  utile  en  une  seconde,  la  machine  considérée  donnant  —^ 


kilogramme  très  par  seconde  est  de 


NC£ 


C0.75 


:hevauK 


On  aura  donc  (léfinitivemeiit 


_  np  /'g|-C,\  C0.75 


Dans  chaque  cas  particulier,  le  seul  nombre  à  calculer  est 

G,  — E, 


Exemples.  —  Consiilérons  un 
supposerons  horiiuiitul.  Imaginon 
t^inces  ïoieitt  cuiistiintcâ  p[  agisse 


rbre  tournant  0  {Jig-  274),  que  i 
,  pour  simplifier,  que  les  (livcrsus  r> 
t  (l'uni:  manière  continue.  Nous  pi 


rons  alors  les  reinplaeei*  par  une  force  unique  F  constante,  tangente  â  un 
cercle  (le  rayon  constant  OA  —  a.  Quant  à  la  puissance,  nous  la  suppose- 
rons, comme  dans  toutes  les  machines  à  vapeur,  appliquée  à  un  organe 
animé  d'un  mouvement  alternatif  et  transmettant  un  mouvement  de  rota- 
tion à  l'arbre  O  par  l'itilcrmédiaiic  d'une  bielle  QB  et  d'une  manivelle  OB 
de  longueur  b.  Nous  supposerons  t'elTort  du  moteur  Q  constant  en  gran- 
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«leur  tt  «lirection:  nous  admetlroDS  donc  que  la  Lielle  ^^B  reMe  paralJrl« 
a  une  directk*n  fî\e  et  que  l'cfiftjrt  Q  s'eierce  suivant  cette  bielle,  de  façooà 
faire  tourner  l'arbre  dans  le  sens  de  la  flèche  ^BocB.  Cours  Je  Mécaniqae 
et  machines,  3*  fascicule,  p.  -236  •.  Divers  cas  sont  à  distinguer,  suivant  la 
fac«*n  d«jnl  s*e\erce  l'elTort  moteur. 

MaL-hine  à  simple  effet,  —  Une  machine  est  dite  à  simple  effet  qaaiil 
IVCTurt  m<»t«:ur  Q  a^it  toujours  dans  le  même  sens,  par  e\emple  endesceiH 
dant  sur  la  figure:  l'action  du  moteur  est  alors  intermittente  et  s'eifrct 
seulement  pendant  une  demi-révolution  de  la  manivelle,  pendant  qu«  k 
bouton  \2L  de  B'  en  B'. 

Cherchons  d'abord  quelle  relation  doit  exister  entre  Q  et  F  pour  qu«  1( 
mouvement  soit  périodique. 

S'il  en  ot  ainsi,  après  un  tour  entier,  le  point  B  devra  reprendre  la 
même  vitesse,  ce  qui  exige  que  le  tra\aii  de  la  force  Q  soit  égal  à  celai  df 
la  force  F.  La  force  Q  produit,  pendant  la  descente,  le  travail  a Q6,  rt 
n'agit  plus  ensuite.  La  force  F,  qui  agit  constamment,  effectue  un  travail 
négatif  égal  au  produit  de  F  par  la  circonférence  ara.  On  a  doue 

Cetie  Condition  est  évidemment  suffisante.  Supposons-la  réalisée  et  cher- 
chons à  quelles  positions  du  point  B  correspondent  des  ma\ima  ondes 
niinima  de  la  vitesse  angulaire  ui  ou  du  travail  ê^.  £n  appelant  9 
Tangle  B'OB,  le  travail  total,  tant  moteur  que  résistant,  développé  depii« 
le  moment  où  0  est  nul  jusqu'au  moment  où  il  atteint  la  \aleur9  moindre 
que  ::,  est 

(lo;  (tft  =  6Q(i  —  cosO)  —  Fa6  =  Fa[ir«i  —  cos6)  —  6J, 

d'après  (9;.  Quand  0  dépasse  :r,  la  force  Q  cesse  d*agir,  et  la  valeur  Çfdi 
travail  développé  depuis  le  moment  où  0  est  nul  devient 

Î50=  Fa('2r  — 6). 

Le  maximum  et  le  minimum  de  êo  correspondent  aui  valeurs  de  0,  qni 
annulent  la  dérivée  de  (10} 

(II)  sin6=  -• 

t. 

Cette  équation  a  deux  racines  comprises  entre  o*  et  180;  ce  soDt 

0,  =  o,io3i-=    i8"33',6, 
Oi  =  0,8969::  =  i6i*a6',4- 

La  première  donne  un  minimum  Gf  pour  le  travail,  la  deustiéme  un  ma- 
ximum ê]. 
Lorsque  le  point  B  remonte  de  B*  à  B\  les  seules  forces  appliquées  était 
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résistantes,  le   travail  décroît  constamment.  Donc,  pour   un  tour   entier 

Si  est  bien  le  maximum  et  Gj  le  minimum  du  travail.   Calculant  (Ei  et  ^j, 

en  a 

G, —  Csi=  Fa(27rcosOj-f-2  0j —  t:)  =  2  7raF.o,55i7, 

car  Oi  =  7:  —  Oj.  La  formule  générale  (8)  donne  ensuite 

PV2=  /i^(G,— Sj)  =  /i.5,4i25.27raF. 

Cette  formule  donne  P,  puisque  V  est  connu. 

Soient,  comme  plus  haut,  N  le  nombre  de  tours  de  volant  par  minute, 

NcA  le  nombre  de  chevaux-vapeur  mesurant  la  puissance  de  la  machine. 

N 
Le  nombre  de  tours,  par  seconde,  est  —  et  le  nombre  de  kilogrammètres 

de  travail  résistant,  par  seconde,  est 

27:aF  —  . 
60 

En  négligeant  le  travail  passif,  on  voit  que  cette  expression  donne  le 
travail  utile  eiïectué   par  seconde.  La   puissance  en  chevaux-vapeur  est 

alors 

N 

NcA  =  2TiaF;; .  , 

G0.7J 

et  la  formule  devient 

PV*=  2i3oo-^. 

Manivelle  simple  à  double  effet,  —  Dans  cette  manivelle,  la  force 
motrice,  après  avoir  agi  dans  nn  sens  pendant  la  première  demi-circonfé- 
rence B'BB",  devient  égale  et  de  sens  contraire  pendant  la  deuxième,  et 
produit  une  seconde  fois  le  même  travail.  Le  travail  de  la  force  Q  est 
donc  double  et,  par  suite,  la  condition  de  périodicité  est 

4Q6  =  2:rFa, 
et  le  travail  de  B'  en  B; 


^ô 


=  Q6(i  — cosO)  — FaO  =  Fa  [-(i  — cos6)  — ol 


Le  maximum  et  le  minimum  correspondent  aux  valeurs  de  0  données 
par  l'équation 


—  sinO  —  1  =  0. 
2 


D'où  l'on  lire 

e,  =  390  32'  35',         Oi  =  180^—  0,. 


Tout  calcul  fait,  on  trouve 


PV«  =  4646  "^^  y 


ou  environ  -J  de  la  valeur  obtenue  ci-dessus;  ce  qui  met  bien  en  i-videncr 
l'inlluence  du  double  elTet  sur  la  régulariié  du  mouvcmcDt. 

Manivelle  double  à  double  effet  et  à  angle  droit.  —  Supposons  q  a 'au 
lieu  d'uno  seule  manivelle  ù  double  effet,  it  y  en  ait  deux  à  angle  droit  OK 
ri  OB,  sur  lesquelles  agissent  des  forces  égales  Q. 


La  condition  de  périodicité,  puisqu'il  y  a  deux  forces  égales  à  Q, devient 

8fcQ  =  aEaF. 
Le  travail  de  B'  en  B  est  ici 

î;o=iQ(i-cose)  +  ftQrcos^— cos/o-i-^)l-Fa6. 
et,  en  remplaçant  Q  par  sa  valeur. 


it  donnés  par  l'équaiion 


On  a,  tout  calcul  fait  : 
loit  environ  la  dixième  partie  du  résultat  d'une  miDÎvelle  i  double  effet- 
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On  peut  donc,  par  cette  disposition,  réduire  à  peu  près  dans  Icxapport 
de  I  à  10  le  poids  du  volant,  sans  augmenter  la  différence  des  vitesses  an- 
gulaires maxima  et  minima. 

531.  Régulateurs.  —  Nous  nous  sommes  occupé  jusqu'à  pré- 
sent de  la  inarche  normale,  et  nous  avons  vu  comment  le  volant 
diminue  les  oscillations  delà  vitesse  autour  de  sa  valeur  moyenne. 
Mais  il  peut  survenir,  à  un  moment  donné,  des  changements  dans 
le  moteur  ou  dans  les  résistances  utiles,  de  sorte  qu'il  tend  à  s'é- 
tablir un  autre  régime  ou  une  autre  vitesse  moyenne.  Il  est  im- 
portant d'empêcher  celte  variation  dans  la  vitesse  de  régime  :  c'est 
la  fonction  des  régulateurs.  Nous  nous  bornerons  ici  à  quelques 
considérations  générales  sur  les  régulateurs,  empruntés  à  un 
article  de  M.  Léauté,  dans  la  Revue  générale  des  Sciences 
(octobre  1890). 

But  et  définition  des  régulateurs,  —  Les  régulateurs  sont 
des  appareils  (|ui  ont  pour  objet  de  maintenir  dans  des  limites 
aussi  rapprochées  que  possible  les  variations  de  la  vitesse  moyenne 
d'une  machine,  dues  aux  modifications  que  subissent  la  puissance 
ou  la  résistance. 

On  donne  souvent  cette  définition  sous  une  forme  plus  concise 
en  disant  que  les  régulateurs  ont  pour  but  de  maintenir  la  vitesse 
constante,  malgré  les  perturbations  de  la  résistance  ou  de  la  puis- 
sance. 

Pour  que  la  vitesse  moyenne  d'une  machine  puisse  rester  fixe, 
il  faut  qu'à  cette  vitesse  il  y  ait  équilibre  entre  le  travail  moteur 
et  le  travail  résistant.  Or  cet  équilibre  peut  être  troublé  pour  di- 
verses raisons  ; 

Variations  dans  le  niveau  de  Teau 

pour  les  moteurs  hydrauliques. 

Variations  généralement 
Variations  dans  la  pression  de  la  j  peu  importantes. 

chaudière  pour  les  moteurs  à 

vapeur 

Lesoutilscommandésfonctionnent  \  Ce    sont    les    perturba- 

d'une  manière  intermittente. . ..  J  tions  les  plus  impor- 

—  f  tantes    et    les    seules 
On  débraye  des  outils  en  marche.  [  même  qu'il  y  ait  lieu, 

—  1  en  général,  de  consi- 
On  embraye  des  outils  au  repos..  /  dérer. 

A.,  11.  34 


Puissance. 


Résistance 
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De  ces  diflcrcntes  causes  résultent  des  variations  de  vitesse  dont 
les  edets  deviennent  nuisibles  quand  elles  dépassent  certaines 
limites,  et  qu'il  faut  dès  lors  éviier. 

On  peut  rétablir  Téquilibre  troublé  entre  les  travaux  moteurs 
et  résistants,  sans  changer  la  vitesse  moyenne,  en  agissant  sur  Tuo 
ou  Tautre  des  deux  termes  :  puissance  ou  résistance.  Si,  par 
exemple,  on  a  débrayé  des  outils  en  marche,  ce  qui  a  eu  pour  con- 
séquence d'augmenter  la  vitesse,  on  la  ramènera  à  sa  valeur  pri- 
mitive, soit  en  augmentant  la  résistance  de  ce  dont  elle  a  été  di- 
minuée, soit  en  diminuant  la  puissance  d'une  quantité  conve- 
nable. 

Mais  entre  ces  deux  procédés,  équivalents  en  théorie,  il  n'y  a 
pas  à  hésiter  en  pratique  :  le  plus  avantageux  évidemment,  au 
j)oint  de  vue  de  Téconomie  de  force  dépensée,  consiste  à  ne  pas 
créer  de  résistances  supplémentaires  et  à  régler  la  puissance  sui- 
vant le  travail  à  effectuer;  on  réserve,  en  général,  le  nota  de  régu- 
lateurs aux  mécanismes  qui  agissent  de  cette  manière. 

On  a  ainsi  la  défînition  des  régulateurs  : 

Les  régulateurs  sont  des  appareils  qui  règlent  automatique- 
ment la  force  dépensée,  de  façon  à  maintenir  à  peu  près  con- 
stante la  vitesse  moyenne  du  moteur,  malgré  tes  variations  de 
la  résistance  ou  de  la  puissance. 

Différence  entre  le  rôle  du  régulateur  et  celui  du  volant.  — 
Le  volant  agit  aussi  pour  régulariser  le  mouvement;  mais  sou 
action  est  tout  à  fait  distincte  de  celle  du  régulateur  :  il  ne  sV 
dresse  pas  aux  mêmes  causes  d'irrégularité;  il  n^a  d'influence  que 
sur  les  variations  momentanées  de  vitesse;  il  régularise  le  mouve- 
ment quand  celui-ci  est  déjà  périodiquement  uniforme,  et  diminue 
l'écart  des  vitesses  extrêmes  qui  existent  pendant  la  durée  de  la 
période;  mais  il  est  sans  effet  pour  maintenir  à  la  vitesse  movenne 
la  même  valeur  d'une  période  à  une  autre  quand  la  résistance 
varie;  il  peut  bien,  en  cas  de  perturbation,  rendre  moins  brusque 
le  passage  d'un  état  de  régime  au  suivant,  mais  il  est  incapable  de 
modifier  en  rien  la  vitesse  que  prendra  la  machine  daus  son  nouvel 
état. 

On  peut  résumer  cette  différence  d'action  du  régulateur  et  da 
volant  en  disant  :  le  volant  agit  sur  les  oscillations  de  la  vitesse 
autour  de  sa  valeur  moyenne;  le  régulateur^  au  contraire, 
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5ÎI 


agit  sur  la  vitesse  moyenne  que  font  varier  les  perturbations 


suri'enues  clans  le  régime. 


Régulateur  de  Watt,  —  Le  régulateur  le  plus  simple  est 
celui  de  Wall;  il  esl  conslruil  de  la  façon  suivante  : 

Quatre  verges  rigides,  égales  deux  à  deux.,  sont  disposées  dans 
un  plan  et  articulées,  à  charnières,  savoir  :  en  A  {Jig.  276)  sur  un 


arbre  tournant  vertical  AI,  en  B  et  en  D  où  elles  forment  un  angle 
variable,  en  C  sur  un  manchon  qui  entoure  Tarbre  AI,  le  long 
duquel  il  peut  glisser.  Les  points  P  et  P'  sont  les  centres  de  deux 
boules  métalliques.  Tout  le  système  est  entraîné  par  la  rotation 
de  l'arbre  AI,  et  à  chaque  vitesse  angulaire  correspond  une  posi- 
tion d'équilibre  relatif  des  boules.  Quand  la  vitesse  croît,  les 
boules  s'écartent  et  font  monter  le  manchon,  qui,  par  l'intermé- 
diaire d'un  système  de  leviers,  ferme  partiellement  la  valve  d'ad- 
mission de  la  vapeur.  Quand  la  vitesse  décroît,  les  boules  se 
rapprochent,  le  manchon  descend  et  ouvre  plus  grande  la  valve 
d'admission. 

Pour  une  étude  plus  approfondie  de  ces  appareils,  nous  renver- 
rons au  Cours  professé  par  Poncelet  à  TÉcole  de  Metz,  et  à  la 
Mécanique  de  Bour. 


Î32  DYNAMIQUE    DBS    SYSTÈMES. 


II.  -  SIMILITUDE  EN  MÉCANIQUE;  MODÈLES. 

532.  Similitude.  —  La  tliëoric  de  la  similitude  est  înliroemeDi 
liée  à  celle  de  l'homogénéité.  Nous  examinerons  successivement 
la  similitude  en  Géométrie,  en  Cinématique,  en  Mécanique. 

Similitu'ie  en  Géométrie,  —  Imaginons  une  figure  de  Géo- 
métrie A  et  construisons  une  figure  semblable  a  :  par  exemple. 
A  sera  une  statue  et  a  une  réduction  de  celte  statue.  Si  L  est  la 
longueur  d'une  ligne  de  A  et  /  la  longueur  de  la  ligne  correspon- 
dante dans  a,  le  rapport 

s'appelle  le  rapport  de  similitude. 

Ainsi,  en  supposant  le  rapport  de  similitude  A^^  —9  on  dira 

que  la  statue  a  est  la  réduction  au  dixième  de  A. 

Dans  ces  conditions,  si  S  est  Taire  d'une  portion  de  surface 
<lc  A  et  s  Taire  de  la  portion  de  surface  correspondante  de  a,  on  a 

De  môme,  si  P  est  le  volume  d'une  certaine  partie  de  A  et  /?  le 
volume  correspondant  de  a,  on  a  aussi 

Il  résulte  de  là  que  si,  dans  la  figure  A,  en  prenant  une  unité  de 
longueur  arbitraire,  il  existe  une  relation 

(1)  f{^-'\i  ï-i»  •  •  ••  ^lî  S*,  . . .,  P|.  Pj,  . . . }  =  o, 

entre  certaines  longueurs  L|,  L2,  . ..,  certaines  aires  S|,  S^,  ..., 
et  certains  volumes  P|,  P2,  ...  ;  dans  la  figure  a  on  aura,  entre  les 
longueurs,  les  surfaces  et  les  volumes  correspondants  /|,  /j,  .... 
Â'i ,  5],  . . . ,  />i ,  p2j  •  • . y  la  même  relation 

{>.)  /(^lî  ^î>   •  •  -ï  *l>  *1>    ''-1  Pu  Pu  . ..)  =  ®« 

En  effet,  la  relation  (i)  étant  vraie  quelle  que  soit  Tunité  de 
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longueur,  est  vraie  si  l'on  prend  une  unité  de  longueur  A  fois 
plus  petite.  On  a  donc,  d'après  les  règles  de  l'homogénéité, 

/(XL,,  ÀLj,  . . .,  À-S|,  X«S|,  . . .,  X'Pi,  X'Pj,  .. .)  =  <», 

ce  qui  est  précisément  la  relation  (2). 

Ainsi,  dans  une  pyramide,  le  volume  P  est  le  tiers  du  produit 
de  la  base  S  par  la  hauteur  H 

r«=lsH; 
dans  un  modèle  réduit,  on  a  aussi 

Similitude  en  Cinématique.  —  Soit  un  système  matériel  qui 
se  meut  |>ar  rapport  à  un  Irièdre  trirectangle  fixe  OXYZ  :  à  un 
instant  T,  ce  système  forme  avec  OXYZ  une  figure  géométrique  A 
qui  varie  avec  ï. 

Imaginons  ensuite  un  deuxième  système  en  mouvement  par 
rapj)ort  à  un  trièdre  trirectangle  fixe  Oxyz  et  remplissant  les 
conditions  suivantes  :  on  peut  établir,  entre  deux  instants  t  et  T, 
une  relation 

telle  que  le  second  système,  à  Tinstant  t,  forme  avec  Oxyz  une 
figure  a  semblable  à  la  figure  A  formée,  à  Tinstant  T,  par  le 
premier  système  et  le  trièdre  OXYZ,  le  rapport  de  similitude  a 
de  ces  deux  figures  étant  constant. 

Dans  ces  conditions,  les  deux  systèmes  passent  par  une  suite  de 
positions  et  de  formes  qui  sont  géométriquement  semblables. 

On  dit  que  les  deux  mouvements  sont  cinématiquement  sem- 
blables si  la  relation  entre  les  instants  correspondants  t  etT, 
oii  les  deux  systèmes  a  et  A.  sont  semblables,   est  de  la  forme 

/-/o=T(T-To), 

T  désignant  une  constante,  et  to,  Tq  deux  instants  correspon- 
dants particuliers. 
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II  existe  alors  deux  rapports  de  simîlîlude  constants,  Tun  Apour 
les  longueurs,  l'autre  t  pour  les  temps. 

Trajectoires  de  deux  points  homologues.  —  Soient  P  el/> 
les  positions  de  deux  points  homologues  des  figures  A  et  ^  aux 
instants  correspondants  T  et  /;  Po  et  />o  leurs  posîtionâ  aux 
instants  Tq  et  t^.  Les  arcs  de  trajectoires  P»  P  et />, />  des  deux 
points  sont  semblables,  et  leur  rapport  de  similitude  est  \.  En 
effet,  d'après  les  hypothèses  faites,  les  deux  rayons  vecteurs  OP 
et  O p  sont,  aux  instants  correspondants  T  et  /,  orientés  de  la 
même  façon  par  rapport  aux  trièdres  OXYZ  et  Oxy^z^  et  le  rap- 
port de  ces  rayons  est  X.  Les  points  P  et/?  décrivent  donc  des 
arcs  semblables,  et  les  longueurs  L  et/de  ces  arcs  PoP  et/?t/?soDt 
dans  le  rapport  \  : 

Vitesses  et  accélérations  de  deux  points  correspondants.  — 
Soient  V  et  v^,  F  ety  les  vitesses  et  les  accélérations  de  deux  points 
correspondants  P  et  /?  aux  instants  T  et  /.  Les  vecteurs  V  et  F  ont 
pour  projections  sur  OXYZ 

(V) 

(F) 

en  appelant  X,  Y,  Zles  coordonnées  de  P  par  rapport  à  OXYZ. 
De  même,  i^  et  y  ont  pour  projections,  sur  Oxyz^ 

dx       dy       dz 


d\ 

dT' 

dY 
dJ' 

dl 
dT' 

d*\ 
dJ^' 

d^\ 
dT^' 

d^Z 

€fr» 

(  V) 

dt'     dl'     dt' 

(ï) 

d^x       d^y       d^z 
dt^  '      dt^  '      dt^ 

Comme 

x  =  lX,       ^  =  XY, 

dt  =  z  dr, 

^  =  xz, 


on  voit  que  les  vecteurs  V  et  F  d'une  part,  i'  et  y  d'autre  part  soot 
semblablement  placés  dans  les  deux  figures  A  et  a  aux  instants 
correspondants,  et  que  leurs  longueurs  sont  liées  par  les  relaiioDS 

*'=-V,         Ï=-;F. 
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L'application  du  principe  d'homogénéité  montre  que,  si  dans  le 
premier  mouvement  il  existe,  entre  des  longueurs,  des  surfaces, 
des  volumes,  des  vitesses,  des  accélérations,  une  relation  indé- 
pendante du  choix  des  unités  de  longueur  et  de  temps,  celte  même 
relation  existera  dans  le  deuxième  mouvement. 

Similitude  en  Mécanique.  —  Considérons  deux  systèmes 
matériels  cinématiquement  semblables,  et  supposons  que  les 
masses  m  et  M  de  deux  portions  homologues  des  deux  systèmes 
soient  dans  un  rapport  constant  [jl, 

m  =  jjlM, 

le  même  pour  toutes  les  masses  du  système  :  les  deux  systèmes 
sont  alors  mécaniquement  semblables. 

Soient  alors  F  et  /*  les  forces  qui  agissent  sur  deux  particules 
homologues  des  deux  systèmes  aux  instants  T  et  ^,  M  et  m  les 
masses  de  ces  deux  particules,  F  et  y  leurs  accélérations.  On  a, 
en  grandeur,  direction  et  sens, 

F  =  Mr,        /=mY. 

Les  deux  forces  sont  donc  semblablement  placées  dans  les  deux 
systèmes;  en  outre,  leur  rapport  est  constant: 

f  _  m  y  _iik 

r      M  r      •:»  ' 

Si  donc  on  appelle  o  le  rapport  constant  des  forces  homologues 
aux  instants  /  et  T,  on  a 

(3)  9  = 


-j 


Celle  relation  fondamentale  dans  la  similitude  en  Mécanique 
montre  que  trois  des  quatre  rapports  de  similitude  X,  [jl,  t,  ^p 
peuvent  être  pris  arbitrairement,  mai\s  que  le  quatrième  est  alors 
déterminé  par  cette  relation  (3). 

On  voit  immédiatement,  d'après  les  principes  de  Thomogénéilé 
(n''  76)  que,  si  dans  le  premier  système  il  e,xiste  une  relation,  in- 
dépendante (lu  choix  des  unités,  entre  des  longueurs,  des  surfaces, 
des  volumes,  des  masses,  des  vitesses,  des  accélérations,  des  forces, 
la  môme  relation  a  lieu  entre  les  éléments  homologues  du  second 
système. 


VA  i-'*i::tl  lit  î-'fTiaE?. 

\jc  T».c-:r   rï-iriiiirt  iitr  .  rrci;>j>i.  8  dêjii  êlê  donnée  par 

0*_  f-  :i'*-.  •"  t  frr  -c  r  n.  t:*  *-:  «•■•i:  sr-piication  à  YêtudetTune 
/■-:■  ' -•  '  •  .  "  •  :•'-  f  '-fjî^;:  rn:  ft'î  i"oi.j«-l  d'un  Mémoire  de 
J vs*:.L  î^  ••:rci:  ll/.  t  .^^  ■-'  }ur  /r  iimUitude  en  Mécanique 
J.  ..»"::.' fc  iE'  ■  -  /'  /.  :--.'  ".  .7:.-f.  XXXII*  Cahier  "i.  On  pourra 
t'^'.trr  tz.*.  1  :z:sz .-.'JT .  h  i-z  5T;f:.  zizi  <ILap'lre  consacré  à  Thomo- 
i":-"^  -'  *-  c  -c  î  n  -  :-wt  li-i.?  -  «.•c Trace  de  M.  Pionchon  :  Iniro- 
d'.:":'      .  t  ::.  rV  'zj  .<■.  5:t  r  <5  rV  rt'Tfurrs  uaitêes  en  Physique. 

t:  ud'.  z  :.'  '  -  r-  ':  :  -  -:  r^'  i  ".  /?:  Z'di  Je  réduit.  —  Le  ihéorèmc 
de  Ne'»::-  Cl*  i-i:  ••-  71*1.:  «i  5rf  crodasion*  pratiques  d'uo  haut 
inicrt^t:  ::i  fT-^rk  .«:•:.  q::fr.  rn  f tarlii niier.  lorsqu'il  s'agira 
d'r:l'-f>r  un-:  :i:T<rr.:l:r  n-rimiq-e  Sï:r  un  petit  modèle  sans  qu'on 
jui---?  ^'^z.zr^T  c  r:c!-ï.rr  If::-  "Z"*  ri.:  ion  en  «rrandeur  d'eitécutioD. 

Ex-:rr[l-:  I.  —  Iilc^  -iif.  T-^r  -rxfmjle.  que  nous  ayons  un 
I!  jdile  zric'r.  i'iz.  c-:r:i  l  î^:•^•  î*:  ]':»coxnotîve  et  désignons  par). 
!•-  ràii-r:  i-r  f^m:  :j:r  jvirr.viri^iTr  de  ce  modèle  à  la  locomo- 
live  tf  CIL 5 traire:  .-:  r  r:-:::  ir>  aires  e>t  /.-  et  le  rapport  des 
\':]umr5  /".  S!  V l'Zi  ?.:p;':ft  ::'je  its  matériaux  sont  identiques 
diin?  !d  n::^::.::j-'  a  c:r-5tr-:re  •;:  «iiiî?  !•?  modèle,  le  rapport  u  des 
masïrs  e^t  c^iJ  à  "/*.  et  i!  en  r>î  de  même  pour  le  rapport  des 
f■•Ice^  ducs   d  ]a   jeràr^ltrur  :  c-n   a  d'.»nc   s  ^/.'.  On  en  conclut 

A- 

qne  le  rapjort  t   it*  î-imp?,  qui  est  l     -^  ?  est  égal  à  \  /„  et  l'on 

f'M  dt'Juit.  [»our  ie  rapport  drs  \iîe>ses.  j  ou  \  a.  Ainsi  les  vitesses 

ffi.t  mod'J'^  *rf  d-:  !  1  n-T.  hînr  doivent  être  entre  elles  comme  les 
r'f^iff'y  cirr<c<  './•<  dîm-rrini^ns. 

C»rci  fiï[>j»o?e  que  \a  similiiude  mécanique  est  réalisée  entre  le 
rcodèle  et  la  machine:  or.  il  faut  remarquer  que  les  forces  delà 
]M?<anteur  ne  sont  ]>a>  Ie<  seules  forces  appliquées;  les  pressions 
d*-  lj  vapeur  doivent  tire,  elles  aussi,  dans  le  rapport/.',  et,  comme 
i-Mi's  sont  proporllonncllfs  aux  surfaces,  c'est-à-dire  à  ).*,  et  aux 
tensions  par  unité  duire.  il  faut  que  ces  tensions  soient  dans  le 
r.'ipporl  a:  ainsi  l*i  similitude  exi^etjue  la  tension  de  la  vapeur 
d*in^  le  modèle  soit  d'.rns  le  ntpport  de  similitude  géométrique 
n.ec  la  t'*nsion  dans  la  macliine  réelle. 
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La  résistance  de  Pair,  proportionnelle  aux  aires  et  sensiblement 
aux  carrés  des  vitesses,  c'est-à-dire  à  A^^y/^j^  ^^  y^^^  satisfait  à  la 
condition  o  =  a'. 

Les  frottements  de  glissement,  proportionnels  aux  pressions, 
seront  dans  le  rapport  de  ces  pressions,  c'est-à-dire  dans  le  rap- 
port X^, 

Enfin,  les  résistances  au  roulement  qui  peuvent  être  considé- 
rées, dans  le  cas  qui  nous  occupe,  comme  sensiblement  propor- 
tionnelles aux  pressions   et  en  raison  inverse  du    diamètre   des 

roues,  sont  dans  le  rapport  X**  ^  ou  X^,  si  la  matière  des  roues  est 

la  même  pour  le  modèle  et  pour  la  machine  ;  la  résistance  au 
roulement  est  trop  forte  dans  le  modèle. 

Il  faudrait  donc,  pour  réaliser  la  similitude,  que  les  roues  du 
modèle  soient  faites  avec  une  matière  dont  la  résistance  au  roule- 
ment soit,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  inférieure  à  la  résistance 
au  roulement  que  donne  la  matière  des  roues  de  la  machine,  le 
rapport  de  diminution  étant  le  rapport  de  similitude  géomé- 
trique X. 

On  voit  ainsi  que,  pour  avoir  un  modèle  quatre  fois  plus  petit 
que  la  locomotive  considérée  et  qui  lui  soit  entièrement  compa- 
rable, il  faut  donner  à  ce  modèle  une  vitesse  moitié  moindre,  ré- 
duire pour  cela  au  quart  la  tension  de  la  vapeur  et  faire  les  roues 
avec  une  substance  pour  laquelle  la  résistance  au  roulement  soit 
abaissée  au  (|uarl. 

Si  Ton  réfléchit  que  cette  dernière  condition  ne  saurait  être  réa- 
lisée, en  admettant  qu'elle  soit  possible,  sans  que  la  condition  de 
début  sur  l'identité  des  matériaux  du  modèle  et  du  type  ne  soit 
plus  satisfaite,  on  constate  que  Tempïoi  des  modèles  réduits  ren- 
contre dos  difficultés  et  donne  lieu  à  des  discordances  qu'il  est 
impossible  d'éviter  complètement  parce  qu'elles  sont  inhérentes  à 
la  nature  des  choses.  Et  ce  qui  précède  suffit  à  faire  comprendre 
de  quelles  précautions  doivent  être  entourées  les  expériences  en 
|)etlt  pour  fournir  des  conclusions  pratiques  rigoureuses.  (Léauté, 
Cours  de  r Ecole  Polytechnique,  1901-1902.) 

Exemple  IL  —  Supposons,  comme  deuxième  exemple,  qu'on 
veuille  construire  un  système  solaire  semblable  au  système  actuel, 
en  conservant  à  la  constante  de  l'attraction  universelle  y  la  même 
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valeur.  L^nUraction  Je  deux  particules  étant 

fmm' 


/•' 


5 


si  les  masses  ilevenaienl  ;jl  fois  plus  petites  et  les  dislances  /.  ioi< 
plus  petites,  cette  attraction  deviendrait  '^  plus  petite:  on  aurait 
alors 


•lî 


car  m  et  m'  serraient  multipliés  par  il  et  r  par  X.  Comme  on  a.  en 
général. 


on  \oit  qiron  aurait 


Si,  en  outre*  les  densités  restaient  les  mêmes,  par  exemple  >i 
Ton  supposait  lu  Terre*  la  Lune,  le  Soleil  X  fois  plus  petits,  avec 
leurs  densités  actuelles,  on  aurait  «jl  =-  ),',  d'où  t*=  i .  Les  lemp* 
ne  changeraient  pas. 
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